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保罗 蔡 茨 ， 曾 就 读 于 哈佛 大 学 历史 系 ， 
继而 于 加 州 大 学 伯克利 分 校 获得 数学 博士 
学 位 。 目 前 是 | 日 金山 大 学 的 一 名 副教授 。 
他 曾 获得 美国 数学 奥林匹克 竞赛 大 奖 ， 并 
且 是 1974 年 美国 代表 队 第 一 次 参与 国际 
数学 奥林匹克 竞赛 的 光荣 一 员 。2003 年 
荣获 著名 的 Deboroah Tepper Haimo 
奖 ， 这 是 由 美国 数学 联盟 颁发 的 全 国 性 
的 大 学 数学 教育 奖项 。 





李 胜 宏 ， 浙 江 大 学 数学 科学 学 院 教 授 ， 
博士 生 导 师 ， 主 要 研究 方向 为 金融 数学 
和 偏 微分 方程 。 





黄 志 斌 ， 计 算 机 软件 专业 高 级 工程 师 ， 
任职 于 国有 大 型 商业 银行 ， 从 事 金 融 科 
技工 作 。 
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数 巴 版 权 声 明 


图 灵 社 区 的 电子 书 没有 采用 专 有 客 
户 端 ， 您 可 以 在 任意 设备 上 ， 用 自 
己 喜 欢 的 浏览 器 和 PDF 阅读 器 进行 
阅读 。 

但 您 购买 的 电子 书 仅 供 您 个 人 使 
用 ， 未 经 授权 ， 不 得 进行 传播 。 
我 们 愿意 相信 读者 具有 这 样 的 良知 
和 觉悟 ， 与 我 们 共同 保护 知识 产 
权 。 

如 果 购 买 者 有 侵权 行为 ， 我 们 可 能 
对 该 用 户 实施 包括 但 不 限于 关闭 该 
帐号 等 维权 措施 ， 并 可 能 追究 法 律 
责任 。 
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内 容 提 要 


本 书 将 数学 的 统一 性 贯穿 始终 ， 将 理论 方法 与 经 典 例题 相 结 合 ， 以 战略 、 战 术 及 工具 为 主 
线 , 把 解 题 提高 到 了 艺术 高 度 ， 首先 教 总 结 解决 问题 的 方法 论 ， 这 也 是 全 书 的 核心 内 容 ， 进 而 通 
过 实例 阐述 了 具体 的 解 题 战术 ， 如 极端 原理 、 抽 屋 原 理 等 ， 并 从 解 题 者 的 角度 分 别 讲述 了 代数 
学 、 组 合 数学 、 数 论 、 几 何 和 微 积 

本 书 适 用 于 大 学 数学 系 的 低 年 级 学 生 、 高 中 的 高 年 级 学 生 、 想 学 习 解决 问题 技巧 的 数学 爱 
好 者 以 及 广大 数学 教师 . 
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Tim Cahill, Jaguars Ripped My Flesh 


和 警 探 谈 到 接手 调查 一 个 案子 时 ， 会 说 “ 染 上 个 案子 ”. 一 旦 染 上 ， 就 像 得 了 感 
冒 : 它 会 耗 尽 患者 的 精神 ， 直 至 发 烧 ; 或 者 ， 如 果 一 直 未 破案 ， 它 就 会 像 传染 病 一 
样 ， 从 一 个 警 探 传 给 另 一 个 警 探 ， 不 会 放 过 接手 过 它 的 所 有 人 . 


一 Philip Gourevitch, A Cold Case 


数学 在 科学 中 最 具 社 会 性 . 





Ravi Vakil ( 他 这 么 跟 我 说 ) 





当 数 学 解 题 成 为 一 种 艺术 时 


作为 一 位 数学 老师 , 我 每 年 都 会 购买 大 量 新 出 版 的 书 来 学 习 , 目的 是 为 了 让 自 
己 可 以 及 时 掌握 各 类 考试 和 竞赛 中 出 现 的 新 题 , 不 至 于 被 时 代 所 淘汰 . 但 是 ,让 我 
失望 的 是 , 在 图 书市 场 上 , 大 部 分 的 书 不 仅 毫 无 “营养 ”, 而且 还 可 归 为 “有 害 垃 圾 ” 

在 当下 这 个 快 节奏 社会 里 , 大 部 分 人 似乎 都 只 追求 能 快速 解决 问题 的 技术 , 很 
难 沉 下 心 来 学 习 更 为 深层 次 的 东西 . 在 教 辅 书市 场 上 , 充斥 着 大 量 东 拼 西 凑 出 来 的 
“题库 ”. 为 了 迎合 很 多 “ 速 食 面 ”爱好 者 的 口味 ,很 多 老师 也 只 讲 “ 如 何 快速 解 题 ” 
或 “如 何 提高 得 分 率 ”， 对 基础 原理 和 知识 框架 的 解释 能 省 则 省 .与 很 多 学 科 不 同 ， 
数学 是 一 门 需 要 不 断 通过 解 题 来 获得 知识 的 课 ， 因 此 学 会 “怎样 解 题 ” 就 成 了 数学 
这 门 课 的 关键 所 在 . 关于 “怎样 解 题 ” 这 个 问题 ， 曾 经 有 很 多 数学 家 写 过 专著 . 

这 其 中 , 最 著名 的 当 属 美 籍 匈 牙 利 数学 家 乔治 : 波 利 亚 ( George P6lya，1887- 
1985 ) 那 本 畅销 七 十 余年 的 经 典 之 作 《 怎 样 解 题 : 数学 思维 的 新 方法 》， 波 利 亚 围 
绕 “ 探 索 法 ”这 一 主题 , 采用 明晰 动人 的 散文 笔法 ,阐述 了 求 得 一 个 证 明 或 解 出 一 
个 未 知 数 的 数学 方法 怎样 可 以 有 助 于 解决 任何 “推理 ”性 问题 一 一 从 建造 一 座 桥 到 
猜 出 一 个 字谜 . 该 书 被 翻译 成 近 二 十 种 文字 , 销量 超过 一 百 万 册 ， 启 发 了 无 数 人 的 
聪明 才智 . 

另外 , 我 国 蓝 名 的 数学 竞赛 教练 单 坪 教 授 也 写 了 一 系列 的 关于 解 题 的 著作 , 其 
中 包括 《我 怎样 解 题 》《 解 题 漫谈 》《 解 题 研究 》 等 书 ， 这些 图 书 影响 了 几 代 数学 
竞赛 爱好 者 和 数学 老师 们 ， 我 个 人 就 是 单 坪 教 授 的 超级 粉丝 ， 从 三 十 年 前 开始 读 ， 
直到 如 今 还 在 读 . 

如 果 按 照 道家 的 理论 来 说 ， 波 利 亚 更 多 地 是 从 “ 道 ” 这 个 层面 来 前 述 ， 而 单 坪 
老师 的 解 题 系列 则 更 多 地 是 从 “法 ”和 “ 术 ” 的 层面 来 切入.“ 道 ”侧重 理论 ，“ 法 ” 
和 “ 术 ” 侧 重 方法 论 ， 有 道 无 术 , 容易 沦 为 纸上谈兵 ; 而 有 术 无 道 又 容易 事倍功半 . 
因此 两 者 缺 一 不 可 . 那么 有 没有 一 本 将 “ 道 、 法 、 术 ”三 者 结合 得 比较 好 的 数学 解 
题 著 作 呢 ? 这 里 我 要 介绍 一 本 自己 很 喜欢 并 且 深 受 影响 的 书 . 

这 本 书 是 由 美国 著名 的 数学 竞赛 教练 保罗 华 获 所 写 ， 原 书 名 叫 作 The Art 
and Craft of Problem Solving， 直 译 过 来 是 “ 解 题 的 技巧 与 艺术 ”， 图 灵 公 司 推出 
的 最 新 中 文 版 题 为 《怎样 解 题 : 数学 竞赛 攻关 宝典 (第 3 版 )》， 为 什么 要 推荐 这 
本 书 呢 9 大 致 有 以 下 几 点 . 

一 、 作 者 权威 . 该 书 作 者 保罗 : 繁 次 本 身 就 是 一 位 经 验 丰 富 的 数学 老师 和 竞赛 
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vi ” 当 数 学 解 题 成 为 一 种 艺术 时 


教练 , 这 一 点 首先 保证 了 该 书 的 权威 性 . 作者 曾 代 表 美 国 首 次 参加 国际 数学 奥 林 匹 
克 竞 赛 , 并 多 次 担任 美国 队 的 教练 ,具有 丰富 的 数学 竞赛 执教 经 验 ， 对 数学 奥 林 匹 
克 有 着 深刻 的 理解 与 认 知 . 

二 、 选 题 经 典 . 这 本 书 将 数学 的 统一 性 贯穿 始终 ,将 理论 方法 与 经 典 例题 相 结 
合 . 书 中 的 题目 大 都 选 自 各 类 美国 中 学 生 数 学 竞赛 , 同时 还 有 更 高 级 别 的 国际 数学 
奥林匹克 竞赛 ,甚至 有 源 自 美国 普 特 南大 学 生 数 学 竞赛 的 题目 . 同时 , 书 中 还 收录 
了 俄罗斯 和 人 匈牙利 等 老牌 数学 强国 的 一 些 赛 题 ， 以 及 部 分 数学 期 刊 上 的 趣味 难题 . 
这 些 题目 经 典 、 灵 活性 大 、 趣 味 性 和 思想 性 强 ， 是 很 好 的 数学 思维 训练 题 . 

三 、 内 容 全 面 . 这 本 书 虽然 不 是 一 本 关于 中 学 生 数 学 竞赛 的 系统 训练 教材 , 但 
从 解 题 者 的 角度 分 别 讲述 了 代数 、 组 合 、 数 论 、 几 何 和 微 积 分 等 知识 ,基本 上 覆盖 
了 中 学 生 数学 竞赛 所 涉及 的 主要 知识 点 ， 大 体 上 可 以 帮助 那些 试图 在 数学 竞赛 方 
面 有 所 建树 的 学 生 在 较 短 的 时 间 内 对 知识 框架 有 一 个 大 概 的 指引 . 

四 、 高 屋 建 领 。 本 书 将 数学 解 题 从 纯粹 的 技巧 性 ， 上 升 到 了 战略 和 战术 层面 ， 
甚至 还 讲 到 了 解 题 所 应 具备 的 心理 学 知识 ， 进 而 把 解 题 提高 到 了 “艺术 ”的 高 度 . 
这 也 是 这 本 书 的 重点 , 也 是 我 强烈 推荐 的 原因 ， 本 书 开篇 就 总 结 解 题 的 方法 论 ， 这 
也 是 整 本 书 的 核心 内 容 ， 进 而 通过 详细 的 实例 阐述 了 有 具体 的 解 题 战术 . 作为 老师 ， 
我 们 讲究 “ 授 人 以 鱼 ”, 更 讲究 “ 授 人 以 渔 ” 如 果 说 例题 是 “ 鱼 ” 的话 , 那么 解 题 的 
战略 、 战 术 和 方法 论 就 是 “ 渔 ” 我 经 常 讲 : 教 ,最终 是 为 了 不 教 . 要 成 为 一 名 解 题 
高 手 ， 唯 有 跳出 题目 本 身 ， 站 在 更 加 高 的 层面 ， 比 如 战略 和 战术 来 看 解 题 这 件 事 . 

五 、 通 俗 易 懂 . 与 很 多 让 人 望而却步 的 数学 竞赛 类 书籍 不 同 ,这 本 书 没有 大 量 
看 似 深奥 复杂 的 数学 公式 当然 不 可 能 完全 没有 )， 更 多 地 是 采用 平实 的 语言 来 对 
数学 问题 进行 描述 和 解释 . 加 上 作者 的 语言 风趣 幽默 ， 大 大 增强 了 此 书 的 可 读 性 . 
可 以 说 , 这 是 一 本 非常 平易 近 人 的 数学 竞赛 辅导 材料 , 一 本 将 科学 性 和 局 发 性 完美 
结合 的 教材 . 

六 、 参 考 丰 富 . 我 特别 推荐 读者 朋友 们 阅读 本 书后 面 所 罗列 的 参考 文献 ， 里面 
有 很 多 极为 经 典 的 数学 书 . 有 一 些 国内 已 经 引进 翻译 出 版 ， 有 些 还 没有 . 但 在 这 个 
互联 网 极其 发 达 的 社会 , 我 们 有 很 多 渠道 可 以 获得 这 些 资料 . 作者 所 罗列 的 每 一 本 
参考 书 都 值得 读者 朋友 们 细 细 品味 . 

最 后 我 想 说 的 是 ， 假 如 你 想 知道 “ 解 题 的 艺术 ”是 怎么 一 回 事 ， 就 读 一 读 这 本 
书 吧 ! 这 是 一 本 关于 解 题 艺术 的 典范 之 作 . 也 许 ， 你 与 解 题 高 手 之 间 的 距离 ， 差 的 
可 能 就 是 这 本 书 ! 























应 俊 浪 (Mr. Why 说 数学 ) 
2019 年 11 月 于 浙江 宁波 


第 3 版 译 者 序 


数学 是 自然 科学 的 基础 , 也 是 重大 技术 创新 发 展 的 基础 , 数学 实力 往往 影响 着 
国家 实力 . 为 切实 加 强 我 国 数学 科学 研究 ，2019 年 7 月 科技 部 、 教 育 部 、 中 科 院 、 
自然 科学 基金 委 共 同 制定 了 《关于 加 强 数学 科学 研究 工作 方案 》， 其 中 提 到 : 进行 
数学 科普 和 数学 文化 建设 ,与 1~2 所 数学 教学 有 特色 的 中 学 建立 对 口交 流 联系 机 
制 , 采取 数学 家 科普 授课 、 优 秀 中 学 生 参 与 实习 、 导 师 制 培养 等 方式 进行 挂 钓 指导 
和 支持 ,培育 优秀 数学 后 备 人 才 . 希望 本 书 的 出 版 能 够 为 数学 科普 、 培 育 优 秀 数学 
后 备 人 才 贡 献 一 份 力 量 . 提出 问题 和 解决 问题 是 数学 的 核心 , 研究 型 数学 家 一 辈子 
就 在 试图 解决 这 些 悬 而 未 决 的 问题 . 本 书 让 学 生 真正 理解 如 何 解决 数学 问题 ,从 战 
略 、 战 术 和 工具 这 三 个 层次 进行 思考 . 

本 书 第 3 版 使 用 BAIRX 排版 . 英文 版 从 TEX 源 文件 缺少 必要 的 宏 定义 ， 就 此 ， 
本 书 编辑 江 志 强 根据 排版 结果 倒 推 ， 补 齐 了 相关 的 宏 定 义 ， 使 之 能 够 从 BITFX 源 
文件 编译 生成 PDF 文件 . 这 一 版 有 如 下 特点 : 

。 因为 使 用 BITRX 排版 ， 数 学 公式 更 美观 . 

。 保留 了 索引 ， 中 译本 还 增加 了 人 名 索引 . 

。 遵循 原 书 ， 习 题 使 用 小 字号 且 分 为 两 栏 . 

。 正文 中 经 常 引用 其 他 页 码 ， 中 译本 生成 了 正确 的 引用 . 

在 翻译 本 书 的 过 程 中 , 我 将 发 现 的 英文 版 错误 提交 给 本 书 作 者 蔡 效 教授 , 得 到 
了 作者 的 确认 . 因此 , 第 3 版 中 译本 直接 在 正文 中 给 出 修改 后 结果 , 不 再 像 第 2 版 
那样 以 译 者 注 的 形式 给 出 勘误 .〈 除 了 第 75 页 例 3.2.6 的 解答 ， 由 于 改动 较 大 , 在 
第 325 页 的 附录 中 给 出 新 解答 . ) 

由 于 本 人 学 识 水 平 有 限 , 译文 难免 有 不 妥 之 处 ,欢迎 广大 读者 批评 指正 有关 
本 书 中 译本 的 勘误 和 建议 ， 可 访问 本 书 网 页 ( www.ituring.com.cn/book/2605 ). 
本 书 部 分 问题 的 解 题 提 示 已 翻译 为 中 文 ， 可 到 本 书 网 页 下 载 . 

感谢 本 书 作者 化 茨 教授 .感谢 第 2 版 译 者 李 胜 宏 教授 。 感谢 责任 编辑 傅 志 红 
女士 . 感谢 执行 编辑 江 志 强 ， 我 与 他 经 常 沟通 ,讨论 数学 问题 ， 感 谢 浙江 大 学 软件 
学 院 研究 生 江 炜 琳 , 她 帮助 修改 了 本 书 的 几 十 幅 图 片 .最 后 , 我 还 要 特别 感谢 我 的 
妻子 王 桂花 ， 感 谢 她 在 我 翻译 本 书 期 间 给 予 的 支持 . 














黄 志 试 
2019 年 8 月 于 福建 南平 
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多 年 对 数学 奥林匹克 竞赛 的 研究 与 实践 证 明 ， 科 学 合理 地 举办 各 级 数学 奥 林 
匹克 竞赛 对 传播 数学 思想 及 方法 、 培 养 学 生 学 习 数 学 的 兴趣 、 增 强 学 生 的 思维 能 
力 、 丰 富 课外 活动 的 内 容 、 促 进 数 学 教师 素质 的 提高 和 数学 教学 的 改革 、 发 现 和 选 
拔 优秀 人 才 等 方面 起 到 了 积极 的 作用 . 随 着 数学 竞赛 在 中 国 的 深入 开展 , 相关 的 书 
籍 层 出 不 穷 ， 但 大 部 分 书 都 只 注重 对 学 生 解 题 熟练 性 的 培训 或 对 基本 知识 的 运用 ， 
而 忽略 了 数学 解 题 的 真正 意义 与 解 题 策略 的 传授 . 为 了 解 题 而 解 题 , 必然 会 使 学 生 
陷入 机 械 的 题 海 战术 中 ， 这 与 数学 解 题 能 力 培养 和 数学 奥林匹克 竞赛 的 精神 相 违 
背 . 译 者 对 此 深 感 忧 心 , 迫切 希望 能 有 一 本 让 学 生 真正 理解 如 何 解决 数学 问题 的 辅 
导 教 材 ， 本 书 正 是 译 者 为 此 而 做 出 的 初步 尝试 . 

古人 云 :“ 授 人 以 鱼 ,三 餐 之 需 ; 授 人 以 渔 ,终生 之 用 . ”本 书 是 一 本 既 授 人 以 
鱼 ， 又 授 人 以 渔 的 全 面 而 翔实 的 书 ， 书 中 送 给 读者 朋友 的 “ 鱼 ” 是 大 量具 有 代表 性 
的 例题 ， 而 “ 渔 ” 则 是 解 题 过 程 中 一 次 次 运用 的 各 种 战略 、 战 术 和 方法 ， 这 些 也 正 
是 本 书 的 核心 内 容 . 书 中 的 每 个 例题 的 重点 都 放 在 解法 的 构思 过 程 上 , 即 如 何 运用 
特定 的 解 题 策略 来 分 析 问题 ， 探 讨 解 题 思 路 ， 提 出 解 题 方案 ,并 将 其 呈现 在 读者 面 
前 ,让 读者 和 作者 共同 经 历 每 道 题 的 思维 探索 过 程 , 真正 做 到 了 授 人 以 汐 ， 并 将 学 
生 从 题 海战 术 中 彻底 解脱 出 来 . 本 书 让 读者 币 律 在 数学 的 浩瀚 海洋 中 , 享受 数学 带 
给 他 们 的 乐趣 ， 理 解 并 感受 数学 的 无 与 伦比 之 美 ， 正 如 作者 所 述 :“ 解 决 问题 的 方 
法 是 可 以 学 习 和 传授 的 ， 成 功 解决 问题 的 关键 在 于 心理 因素 和 非 心理 因素 方面 的 
战略 规划 、 战 术 方 法 的 运用 , 以 及 对 问题 不 受 任 何 限制 的 分 析 . ”本 书 作者 保罗 : 蔡 
次 先生 曾 代 表 美 国 首次 参加 国际 数学 奥林匹克 竞赛 ,并 多 次 担任 国际 奥林匹克 竞 
赛 美国 队 的 教练 , 具有 丰富 的 奥林匹克 竞赛 执教 经 验 , 对 数学 奥赛 有 着 深刻 的 理解 
与 认 知 ， 本 书 精 选 素材 , 深入 浅 出 ,将 理论 方法 与 经 典 例题 相 结 合 ， 将 数学 的 统一 
性 这 一 主题 贯穿 于 全 书 , 并 将 解决 问题 上 升 到 了 艺术 的 高 度 . 因此 本 书 是 一 本 通俗 
易 懂 、 语 言 风 趣 ， 又 不 失 科 学 性 和 启发 性 的 教材 ， 可 作为 高 中 数学 奥林匹克 苋 赛 的 
参考 教材 , 亦 可 作为 数学 奥林匹克 竞赛 教学 工作 者 的 参考 书 .因此 我 们 将 它 翻译 出 
来 以 给 国内 的 读者 . 

我 翻译 这 本 书 的 最 大 愿望 , 就 是 读者 能 够 透 过 翻译 出 来 的 文字 , 准确 无 误 地 理 
解 原 书 作者 的 一 番 精 心 策划 与 安排 ， 为 自己 在 数学 问题 解决 领域 中 取得 斐然 成 绩 
开 一 个 好 头 ， 在 本 书 的 翻译 过 程 中 ， 我 得 到 了 人 民 邮 电 出 版 社 图 灵 公司 的 大 力 支 
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持 ， 在 此 表示 衷心 的 感谢 .鉴于 本 人 英文 水 平 有 限 ， 粗 疏 不 当 之 处 ， 亦 望 读者 不 将 
赐教 . 
李 胜 宏 
2009 年 12 月 于 求 是 园 
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这 是 本 书 十 年 来 的 第 一 次 修订 , 但 与 第 2 版 相 比 变化 不 大 . 我 纠正 了 错误 , 删 
除 无 聊 的 问题 , 既 增加 了 一 些 较 简单 的 问题 , 也 增加 了 一 些 难度 较 大 的 问题 , 尤其 
是 增加 更 多 “历史 著名 问题 ”， 以 此 来 回应 读者 的 不 同 愿望 . 新 的 4.4 节 (数学 游 
戏 ) 是 目录 中 唯一 可 见 的 更 改 . 这 些 问题 得 到 了 大 量 的 补充 , 其 中 有 几 个 新 的 主题 
可 以 让 读者 进行 不 同 程度 的 广泛 探索 . 

新 材料 的 灵感 来 自 过 去 十 年 中 我 在 数学 界 与 教师 和 学 生 的 交流 ， 在 这 些 数学 
问题 的 交流 中 , 我 们 研究 了 许多 不 同 的 主题 , 从 基于 奇偶 性 的 简单 技巧 到 理解 随机 
变量 , 再 到 依赖 于 数论 和 复数 之 间 相 互 作用 的 深层 代数 发 现 . 我 试图 通过 这 些 新 问 
题 分 享 其 中 的 乐趣 、 挫 折 和 发 现 . 

再 次 感谢 本 书 前 两 版 前 言 中 提 到 的 给 予 我 帮助 的 朋友 和 机 构 . 对 此 名 单 ， 我 
还 要 添加 David Aukley、Bela Bajnok、Art Benjamin、Brian Conrey、Brianna 
Donaldson、 Gordon Hamilton、 Po-Shen Loh、 Henri Picciotto、 Richard Rusczyk、 
James Tanton 和 Alexander Zvonkin ， 以 及 美国 数学 研究 所 、 班 夫 国际 研究 站 、 莫 
斯 科 数 学 继续 教育 中 心 ， 妻子 和 儿女 们 的 包容 和 支持 让 我 有 力量 完成 本 书 第 3 版 ， 
他 们 还 不 忘 提醒 我 ， 生 活 比 数学 重要 . 

2011 年 ， 我 应 邀 为 Stuyvesant 高 中 的 Math Survey 杂志 写 一 篇 序言 “The 
Three Epigraphs” ,9 其 中 讨论 了 本 书 前 两 版 中 的 引 语 ， 以 及 我 对 第 3 版 (如果 有 
第 3 版 的 话 ) 引 语 的 计划 . 我 信守 诺言 ,现在 真 的 有 了 三 条 引 语 . 简 而 言 之 , 这 些 
引 语 向 学 生 揭 示 了 做 数学 (或 任何 其 他 有 意义 的 艺术 创作 ) 的 “秘密 ”: 迷路 ， 迷 
恋 ， 聚 集 ! 我 感触 良 多 ， 诚 丽 地 把 这 本 书 献 给 我 的 学 生 . 





@ 见 https://www.scribd.com/doc/93806707/Pau1-Zeitz-Math-Survey-Foreward . 
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相对 于 第 1 版 ， 本 书 内 容 做 了 如 下 变动 . 





增加 了 有 关 几 何 的 一 章 . 这 一 章 比 较 长 ， 篇 幅 大 约 相当 于 组 合 数 学 和 数论 
两 章 的 总 和 ， 但 实际 上 只 是 对 主题 做 了 初步 的 介绍 .诚然 ， 一 些 专家 会 对 
这 一 章 的 节奏 感到 不 满 ， 例 如 ， 他 们 会 认为 进入 主题 太 慢 ， 特 别 在 开始 之 
处 ; 此 外 ， 该 章 没 有 包含 诸如 立体 几何 、 有 向 长 度 和 角 、Desargues 定理 ， 
9 点 圆 等 主题 ， 这 一 章 主要 是 为 初学 者 提供 帮助 的 ， 所 以 章 名 叫 作 “美国 
人 的 几何 ”. 我 希望 这 样 做 能 够 使 解 题 新 手 在 面 对 几 何 问 题 时 , 也 能 像 对 付 
离散 数学 那样 增添 信心 . 

微 积 分 这 一 童 有 所 扩展 ， 增 加 了 很 多 新 间 题 . 

其 他 几 个 章节 也 增加 了 很 多 问题 ， 特 别 是 一 些 “ 简 单 ”的 问题 . 


为 了 在 控制 本 书 厚 度 之 余 提 供 新 的 内 容 ， 书 中 每 节 后 的 习题 使 用 较 小 字体 排 
成 双 栏 . 但 不 要 想当然 地 认为 用 小 字体 印刷 ， 就 说 明 它 们 不 如 书 中 其 他 的 问题 重 
要 . 和 第 1 版 中 一 样 , 这 些 习 题 才 是 本 书 的 核心 . 认真 的 读者 至 少 应 该 仔细 阅读 书 
中 每 个 问题 的 说 明 ， 并 努力 尝试 解 出 它 . 为 此 , 我 在 “Hints to Selected Problems” 
中 增加 了 讨论 问题 的 数量 ， 可 以 登录 网 站 www.wiley .com/college/zeitz 查看 . 

再 次 感谢 在 本 书 第 1 版 前 言 中 提 到 的 给 予 我 帮助 的 朋友 ， 此 外 ， 我 还 要 感谢 
下 列 朋友 . 


Wiley 出 版 公司 的 Jennifer Battista 和 Ken Santor ， 他 们 对 本 书 的 修订 工 
作 提 出 了 很 多 指导 性 的 意见 ， 也 没有 因为 本 人 延迟 交 稿 而 不 耐烦 . 
在 此 也 感谢 Brian Borchers、 Joyce Cutler、 Julie Levandosky、Ken Monks、 
Deborah Moore-Russo、James Stein 和 Draga Vidakovic， 他们 仔细 审读 
校对 了 我 的 手稿 ， 指 出 了 书 中 的 不 少 错误 ， 并 对 本 书 的 修改 提出 了 大 量 有 
益 的 建议 . 

自我 1992 年 进入 旧金山 大 学 工作 以 来 , Jennifer Turpin 院 长 以 及 Brandon 
Brown 助理 院 长 就 易 力 支持 我 从 事 这 些 非 本 职工 作 , 包括 同意 我 在 2005 - 
2006 学 年 体 年假 来 完成 这 本 书 . 

自 1997 年 以 来 ， 由 于 经 常 参与 当地 的 数学 交流 沙龙 和 竞赛 ， 我 对 解 题 的 
理解 有 了 很 大 的 提高 . 这 些 活动 的 经 费 大 部 分 由 数学 科学 研究 所 〈MSRI ) 
资助 , 我 在 此 要 特别 感谢 MSRI 的 各 位 领导 Hugo Rossi、David Bisenbud、 
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Jim Sotiros 和 Joe Buhler. 同时 , 我 还 要 感谢 Tom Rike、Sam Vandervelde、 
Mark Saul、 Tatiana Shubin 、Tom Davis 和 Josh Zucker , 特别 是 Zvezdelina 
Stankova， 他 们 都 曾 在 本 书 的 写作 过 程 中 给 我 提供 过 帮助 . 
最 后 , 我 还 要 特别 感谢 我 的 妻子 和 两 个 孩子 , 就 像 在 第 1 版 中 所 写 的 一 样 , 和希 
望 他 们 能 谅解 我 这 两 年 总 是 晚 睡 早起 .我 将 此 书 和 我 的 爱 献 给 他 们 . 


保罗 . 蔡 英 


2006 年 6 月 于 旧金山 
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为 什么 要 写 这 本 书 

这 是 一 本 定位 于 供 大 学 生 学 习 如 何 解决 问题 的 入 门 书 ， 我 们 假定 读者 具备 一 
定 的 数学 基础 ( 至 少 懂得 一 点 微 积 分 )， 喜 欢 数 学 ， 并 对 一 般 的 证 明 方 法 有 大 致 的 
了 解 ， 但 他 们 平时 花费 了 大 量 的 时 间 去 做 练习 而 无 暇 去 思考 问题 . 

“练习 题 ”一 般 是 为 了 单纯 测试 学 生 对 某 一 数学 技巧 的 掌握 程度 ， 一 般 是 检验 
对 新 学 知识 的 掌握 程度 而 设计 的 一 类 题 . 练习 题 有 的 容易 有 的 有 些 难度 , 但 都 不 会 
让 人 很 为 难 , 学 生 一 般 都 清楚 如 何 去 解 题 . 虽然 要 得 到 答案 可 能 需要 很 多 技巧 , 但 
学 生 解 题 的 思路 往往 非常 明确 .相反 ,解决 “问题 ”并 没有 什么 特定 的 思路 ， 也 不 
可 能 马上 得 到 答案 . 许多 问题 都 是 开放 性 的 ， 看 上 去 自 相 了 矛盾， 有些 甚至 就 无 解 ， 
而 在 得 到 结论 之 前 需要 大 量 的 分 析 . 问题 和 解决 问题 是 数学 的 核心 . 研究 型 数学 家 
一 辈子 就 在 试图 解决 这 些 虐 而 未 决 的 问题 . 在 生产 实践 中 , 有 能 力 解决 一 个 定义 星 
深 的 问题 的 人 要 比 会 ( 比如 说 ) 求 矩 阵 转 置 的 人 更 重要 , 解决 后 者 可 以 由 计算 机 代 
劳 ， 但 解决 前 者 却 只 有 靠 人 才 . 

解决 问题 的 高 手 并 不 仅仅 只 是 更 受 老板 器 重 ， 有 些 人 甚至 因此 进入 主流 的 数 
学 圈 了 .他 们 因此 特别 有 自信 心 并 激励 了 其 他 人 . 最 重要 的 是 ， 解 题 令 人 愉悦 ,， 真 
正 的 高 手 懂得 享受 数学 带 给 他 们 的 乐趣 ， 理 解 并 享受 数学 的 美 . 

打 个 比方 , 普通 的 数学 专业 学 生 就 像 是 那 种 一 星期 去 健身 房 三 次 , 每 次 都 在 各 
种 运动 器 材 上 轻巧 地 重复 同样 运动 的 人 . 相反 , 言 欢 解 决 问题 的 人 则 像 是 经 常 背 着 
沉重 的 旅行 包 去 徒步 旅行 的 人 . 这 两 种 人 都 能 变 得 强壮 , 而 通过 解决 问题 锻炼 的 人 
则 尝试 到 了 冷 、 热 、 潮 湿 、 疲 劳 和 饥饿 的 感 党 ， 他 们 可 能 会 迷失 方向 而 不 得 不 到 处 
寻找 出 路 , 会 饱 经 风霜 . 但 他 们 能 仆 到 山顶 ,看 到 一 般 人 意 想不到 的 风景 ; 他 们 能 
够 到 达 奇 妙 而 美丽 的 地 方 , 更 为 历尽 千 壮 万 苦 到 达 目 的 地 而 欣喜 若 狂 ; 当 他 们 回 到 
家 , 会 因为 曾经 的 历险 而 充满 活力 ,为 曾经 的 经 历 而 热情 洋溢 ， 而 那些 只 去 健身 房 
锻炼 的 “温室 花 休 ”只 是 在 慢 慢 变 得 强壮 ， 却 不 能 从 运动 中 享受 到 多 少 乐趣 ， 也 没 
有 任何 可 以 和 别人 一 起 分 享 的 经 历 . 

当前 ， 美 国 大 多 数 数学 专业 的 学 生 并 不 善于 解决 问题 ， 但 还 是 存在 着 热爱 解 
决 问题 的 风气 . 很 多 人 都 是 由 数学 俱乐部 培养 的 , 经 常 参 加 一 些 数学 欧 赛 , 研究 那 
些 大 部 分 数学 家 认为 理所当然 的 重要 的 “历史 著名 ”问题 和 观点 。 这 种 爱好 解决 
数学 问题 的 文化 氛围 在 部 分 东欧 国家 和 一 些 美国 城市 都 很 浓厚 .我 在 纽约 长 大 并 
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在 Stuyvesant 中 学 上 高 中 ， 在 那里 我 曾经 是 学 校 数 学 竞赛 队 的 队长 并 专门 学 习 过 
如 何 解决 问题 ， 到 现在 还 和 数学 竞赛 都 有 着 不 解 的 缘分 . 在 高 中 时 ,我 是 美国 首次 
参加 国际 数学 奥林匹克 竞赛 (IMO ) 的 代表 成 员 , 二 十 年 后 , 我 成 为 了 一 名 大 学 教 
授 ， 又 以 教练 的 身份 辅导 了 最 近 很 多 届 参 加 国际 数学 奥林匹克 竞赛 的 队伍 ， 包 括 
1994 年 我 们 在 国际 数学 奥林匹克 竞赛 历史 上 取得 最 优异 成 绩 的 那 支 代表 队 . 

但 在 很 多 人 成 长 的 环境 中 并 没有 这 种 喜欢 解决 问题 的 文化 氛围 ， 我 在 担任 高 
中 以 及 大 学 老师 期 间 和 这 些 想 解决 问题 的 孩子 们 经 常 接触 ， 我 相信 和 解决 问题 是 任 
何 能 够 读数 学 专业 的 学 生 都 能 轻易 学 会 的 一 件 事 作为 解决 问题 的 文化 氛围 的 人 
导 者 , 写作 这 本 书 是 我 首次 为 传播 这 一 文化 所 做 出 的 努力 . 我 之 所 以 决定 写 这 本 书 
是 因为 我 在 旧金山 大 学 工作 期 间 , 没有 找到 任何 类 似 的 书 . 虽然 现在 已 经 有 不 少 优 
秀 的 专门 介绍 数学 问题 的 书 , 但 我 党 得 光 有 数学 问题 是 不 够 的 . 我 写 这 本 书 的 指导 
原则 是 : 


解决 问题 的 方法 是 可 以 教授 给 学 生 并 被 他 们 掌握 的 . 

成 功 解决 问题 的 关键 在 于 心理 因素 , 像 信 心 、 专 心 和 勇气 都 是 非常 重要 的 . 
对 问题 不 受 任何 限制 的 分 析 至 少 和 严格 的 论证 同样 重要 . 

影响 解决 问题 的 非 心理 因素 主要 包括 高 度 的 战略 规划 、 集 中 的 战术 方法 和 
灵活 运用 的 技术 工具 . 

掌握 大 量 的 历史 著名 问题 ( 比如 抽 居 原理 或 康 威 棋子 问题 ) 和 精通 各 种 技 
术 工 具 同 样 重 要 . 


如 何 读 这 本 书 


虽然 这 本 书 编写 得 像 是 一 本 标准 的 数学 教材 , 但 它 的 语言 是 非常 口语 化 的 : 它 
就 像 是 一 位 友善 的 教练 ， 不 仅 讲 解 问题 ， 还 通过 各 种 告 诚 、 举 例 和 挑战 来 传授 知 
识 . 学 习 这 本 书 不 需要 太 多 的 预备 知识 ,只 要 掌握 一 点 浅显 的 微 积分 就 足够 了 ， 因 
为 我 把 这 本 书 的 读者 定位 于 大 学 数学 系 的 学 生 . 当然 这 本 书 也 适合 高 中 高 年 级 学 
生 以 及 各 级 别 的 自学 者 ， 特 别 是 数学 老师 们 . 

本 书 的 内 容 分 成 两 部 分 .第 一 部 分 是 总 结 解决 问题 的 方法 论 ， 这 也 是 全 书 的 
核心 内 容 ， 第 二 部 分 包含 四 个 独立 成 章 的 部 分 ， 即 按 解 题 者 的 角度 分 成 代数 、 组 
合 数学 、 数 论 和 微 积分 四 章 . 2 为 了 控制 全 书 的 厚度 ， 书 中 没有 讨论 几何 方面 的 问 
题 ， 但 几何 的 思想 却 贯穿 始终 ， 并 在 一 些 地 方 ( 如 4.2 节 ) 有 集中 讨论 . 但 从 总 体 
上 上 讲 ,， 本 书 涉及 的 几何 方面 的 内 容 还 是 相对 较 少 的 . 幸运 的 是 ,现在 已 经 出 版 了 很 
多 几何 方面 的 书籍 .这些 书 中 ， 我 认为 初等 几何 方面 的 Geometry Revuisited[ 和 














@ 为 节省 纸张 ， 第 2 版 已 没 再 使 用 正式 的 第 一 、 第 二 部 分 标签 了 ， 但 全 书 的 结构 还 是 相同 的 ， 只 是 加 了 几何 一 章 ， 
如 何 读 这 本 书 ， 请 大 家 见 1.4 节 . 
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Geometry and the Imagination 0 写 得 非常 好 . 

本 书 每 一 小 节 的 结构 都 很 清晰 :( 大 量 的 ) 讲解 、 例 题 和 问题 . 有 些 比较 容易 ， 
有 些 稍 微 难 些 , 还 有 一 些 非常 难 . 本 书 的 目的 是 教 大 家 如 何 解决 问题 ， 要 提高 这 一 
能 力 的 唯一 途径 就 是 解决 大 量 问题 ,独立 解决 一 些 问 题 并 学 习 别 人 的 解 题 方法 , 但 
并 非 所 有 的 问题 都 是 能 解 出 的 ， 任 何 时 间 只 要 是 用 在 思考 问题 上 都 是 值得 的 . 

我 希望 读者 在 读 完 这 本 书 并 解决 书 中 660 个 问题 中 的 一 部 分 后 ， 能 有 前 面 说 
过 的 背包 长 途 旅行 的 那 种 感 党 ， 读 者 在 阅读 的 过 程 中 有 时 不 可 避免 地 会 茫然 不 知 
所 措 , 感到 非常 痛 苗 ,但 是 当 完 成 这 样 一 次 旅行 以 后 ,你 们 的 意志 会 变 得 坚强 ,并 
且 欣 喜 若 狂 ， 而 且 随 时 准备 着 下 一 次 的 冒险 旅行 . 

当然 , 你 们 还 能 从 中 学 到 很 多 数学 知识 一 不 是 分 割 成 一 块 块 的 数学 分 支 ,而 
是 数学 本 身 ， 纯 粹 而 简单 . 的 确 ， 贯 穿 整 本 书 反 复出 现 的 主题 是 数学 的 统一 性 . 很 
多 特定 的 解 题 方 法 都 用 到 了 将 一 个 数学 分 支 的 问题 转化 为 另 一 个 数学 分 支 的 问题 
的 技巧 ， 比 如 ， 可 以 从 几何 角度 解释 一 个 代数 不 等 式 . 


如 何 教 授 这 本 书 


如 果 是 一 学 期 的 课程 ， 应 该 教 完 第 一 部 分 的 内 容 ， 虽 然 学 生 不 一 定 能 够 完全 
掌握 ， 此 外 ,还 可 以 从 第 二 部 分 选取 一 部 分 内 容 讲解 . 例如， 如 果 给 大 学 一 二 年 级 
学 生 开 设 这 门 课 可 以 讲解 第 1-6 章 ; 如 果 是 高 年 级 ， 则 可 以 跳 过 第 5 章 的 大 部 分 
(除了 最 后 一 节 ) 和 第 6 章 ， 而 将 主要 时 间 用 来 学 习 第 7 章 和 第 8 章 . 
致谢 

Deborah Hughes Hallet 是 我 近 二 十 年 事业 的 守护 天 使 . 没有 她 的 仁慈 和 鼓励 ， 
就 不 可 能 有 这 本 书 ， 我 也 不 可 能 成 为 一 名 数学 教师 ， 我 将 这 一 切 归 功 于 你 ，Deb. 
谢谢 你 ! 

我 真 的 很 幸运 能 在 旧金山 大 学 工作 ， 在 这 里 ， 我 无 时 无 刻 不 感到 同事 们 的 友 
善 和 支持 ,学 生 们 很 热爱 学 习 , 学 校 的 领导 也 从 各 方面 为 教 职 工 们 提供 服务 . 特别 
地 ， 我 想 真 诚 地 感谢 下 列 朋友 . 

。 Stanley Nel 院 长 ， 他 非常 怀 慨 地 帮 有 我 解决 实际 困难 ， 升 级 我 的 电脑 ， 资 助 

我 出 差 . 但 更 重要 的 是 , 他 从 一 开始 就 对 我 写 的 这 本 书 表现 出 极 大 的 兴 
他 的 热情 和 赏识 支持 我 度 过 了 过 去 四 年 . 

。 从 1992 年 到 旧金山 大 学 任教 开始 ，Tristan Needham 就 是 我 的 导师 、 同 事 
和 朋友 . 没有 他 的 建议 和 为 本 书 的 写作 所 付出 的 努力 ， 我 也 不 可 能 完成 这 
本 书 . Tristan 学 识 渊博 ， 从 最 细微 的 BTEX 命令 到 丰富 的 数学 史 知 识 以 
及 扎实 的 数学 基础 . 在 很 多 方面 ,我 仍旧 只 是 个 初学 者 ，Tristan 教会 我 真 
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正 地 深入 理解 数学 的 真相 . 
。 Nancy Campagna、Marvella Luey、Tonya Miller 和 Laleh Shahideh 想 尽 
办 法 ， 非 常 怀 慨 地 帮助 我 料理 杂事 .完全 可 以 这 样 说 ， 没 有 她 们 的 帮助 和 
友谊 ， 我 在 旧金山 大 学 的 生活 可 能 会 糟 透 了 . 
每 天 都 离 不 了 的 Wing Ng， 我 们 系 最 多 才 多 艺 的 教学 秘书 ， 帮 助 我 解决 了 
很 多 问题 ， 从 修复 印 机 到 安装 软件 到 设计 版 面 ， 她 的 足智多谋 和 大 公 无 私 
的 精神 大 大 提高 了 我 工作 的 效率 . 

在 这 本 书 中 , 我 的 很 多 想法 都 来 源 于 我 在 以 下 两 个 地 方 给 学 生 上 课 的 经 验 : 旧 
金山 大 学 开设 的 关于 如 何 解决 问题 的 一 学 期 课程 ， 和 担任 国际 数学 奥林匹克 竞赛 
美国 队 教 练 时 讲授 的 课程 . 非常 感谢 我 的 学 生 们 , 他 们 给 我 提供 了 这 样 一 个 与 大 家 
一 起 分 享 数学 的 机 会 . 

在 担任 数学 竞赛 教练 期 间 ， 我 从 同事 们 那里 学 到 了 很 多 解决 问题 的 方法 . 特 
别 地 ， 我 要 感谢 Titu Andreescu、Jeremy Bem、Doug Jungreis、Kiran Kedlaya.、 
Jim Propp、Alexander Soifer ， 与 他 们 的 多 次 交流 对 我 帮助 极 大 . 

Bob Bekes、jJohn Chuchel、Dennis DeTurk、 Tim Sipka、Robert Stolarsky、 
Agnes Tuska 和 Graeme West 阅读 了 本 书 的 手稿 ， 提 出 了 很 多 有 益 的 修改 意见 ， 
并 指出 了 书 中 不 少 错误 . 由 于 他 们 的 认真 工作 ， 本 书 在 原稿 基础 上 又 有 了 很 大 改 
进 ， 如 果 书 中 还 有 其 他 错误 ， 当 然 由 我 一 人 负责 . 

本 书 是 用 Macintosh 电脑 写作 完成 的 , 在 Textures 上 运行 从 TFEX, Textures 是 
一 个 非常 出 色 的 排版 程序 , 大 大 优 于 其 他 TEX 软件 .? 我 向 希望 用 TEX 或 TEX 软 
件 写 书 的 人 推荐 该 软件 (www.bluesky .com ). 另 一 个 对 我 帮助 很 大 的 软件 是 Eric 
Scheide 公司 的 索引 程序 ， 它 可 以 自动 执行 大 部 分 的 IEX 索引 过 程 . 这些 程序 极 
大 地 节省 了 我 的 时 间 ， 欲 知 更 多 的 信息 ， 请 联系 scheide@usfca.edu. 

Wiley 出 版 公司 的 编辑 Ruth Baruth 在 极 短 的 时 间 里 帮 有 我 把 模糊 的 想法 变 成 
了 一 本 书 ， 整 个 过 程 少 不 了 她 积极 的 鼓励 、 创 新 的 提议 和 温和 的 督促 . 我 在 此 对 她 
表示 真诚 的 感谢 .我 期 待 着 将 来 能 有 更 多 的 书 奉 献 给 读者 . 

我 的 妻子 和 儿子 在 我 写 书 期 间 给 予 了 我 极 大 的 支持 . 感谢 他 们 对 我 的 容忍 , 也 
希望 他 们 能 够 原谅 我 这 段 时 间 对 他 们 的 忽视 . 正 因为 没有 家 庭 上 的 分 心 , 我 才能 够 
将 更 多 的 时 间 投 入 到 工作 中 ， 也 不 会 因为 对 工作 的 热爱 而 感到 内 次 . 可 是 ,如 果 没 
有 我 的 家 庭 ， 其 他 任何 东西 ( 其 至 是 数学 的 美 ) 对 我 来 说 都 是 毫 无 意义 的 . 




















保罗 ，. 蔡 英 


1998 年 11 月 于 旧金山 





@ 本 书 中 文 版 是 用 Arch Linux 操作 系统 ， 在 TeX Live 上 运行 TEX 排版 的 . 一 一 译 者 注 
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第 1 章 本 书 的 内 容 及 阅读 方法 


1.1 “练习 ”与 “问题 ” 

这 是 一 本 介绍 解决 数学 问题 方法 的 书 , 我 们 假定 本 书 的 读者 为 以 下 三 类 人 : 

。 喜欢 数学 ; 

。 已 经 很 好 地 掌握 了 高 中 数学 的 内 容 ， 并 且 至 少 已 经 初步 学 习 了 高 等 数学 的 

内 容 ， 如 微 积分 和 线性 代数 ; 

。 和 希望 进一步 提高 解决 数学 问题 的 能 力 . 

首先 , 什么 是 “问题 ”? 我 们 需要 将 “练习 ”与 “问题 ”区 分 清楚 . “练习 ”是 
你 理解 且 可 以 立即 解决 的 问题 ， 练 习 的 解答 是 否 正确 取决 于 你 对 特定 技巧 掌握 的 
熟练 程度 ， 但 你 却 从 不 用 去 琢磨 究竟 应 使 用 何 种 技巧 ， 相 反 , “问题 ”是 需要 做 深 
入 思考 和 丰富 资料 收集 才能 找到 正确 方法 的 题目 ， 例 如， 下面 是 一 道 练习 . 

例 1.1.1 请 不 使 用 计算 器 计算 54363. 

毫 无 疑问 , 你 知道 如 何 计算 一 一 只 要 仔细 地 连 乘 两 次 就 可 以 了 . 而 下 面 这 个 问 
题 则 深奥 得 多 . 








例 1.1.2 将 
i 司 汪 1 
1x2 2x3 3x4 99x100 
表示 成 最 简 分 数 形式 . 





乍 一 看 , 这 只 不 过 又 是 一 个 毫 无 新 意 的 练习 题 ， 因 为 你 可 能 认为 只 要 将 所 有 的 
99 项 加 起 来 就 可 以 得 到 正确 答案 了 . 但 是 你 稍微 观察 一 下 题目 就 会 发 现 一 个 很 有 
趣 的 现象 ， 我 们 首先 将 前 儿 项 加 总 化 简 后 发 现 : 














1 1 2 

1x2 2x3 3 

1 i 

1x2 2x3 3x4 14 
1 1 1 _4 
1x2 2x3 3x4 4x5 5’ 


因此 ， 可 以 猜测 : 对 于 所 有 的 正 整数 n， 
Re 
1x2 2x3 3x4 nm+1) ntl 
这 样 ， 就 提出 了 一 个 “问题 *: 这 个 猜测 是 否 正确 ? 如 果 是 ， 又 该 如 何 证 明 ? 如 果 
你 曾经 做 过 类 似 的 问题 ， 并 会 应 用 数学 归纳 法 ( 参见 第 43 页 )， 那 么 这 一 题 对 于 
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2 第 1 章 本 书 的 内 容 及 阅读 方法 


你 来 讲 也 仅仅 是 一 个 “练习 ”而 已 了 . 但 如 果 我 们 从 没 见 过 这 类 题 型 ,那么 这 一 题 
对 我 们 来 说 就 是 一 个 “问题 ”而 不 是 “练习 ”了 . 我 们 可 能 就 需要 花 大 量 的 时 间 尝 
试 不 同 的 方法 来 解决 该 问题 ,问题 越 难 , 需要 花 的 时 间 越 多 , 第 一 次 尝试 通常 会 失 
败 ， 而 有 时 多 次 尝试 都 会 失败 . 

下 面 这 个 例子 是 非常 有 名 的 “户口 调查 员 问 题 "*.。 少 数 人 认为 这 是 个 “练习 ”， 
对 于 大 多 数 人 来 说 ， 这 是 个 “问题 ” 

例 1.1.3 一 个 户口 调查 员 敲 开 一 户 人 家 的 门 ， 并 询问 屋内 的 妇女 有 儿 个 小 
孩 ， 孩 子 们 都 多 大 了 . 

该 妇女 答 道 :“ 我 有 三 个 女儿 ， 她 们 的 年 龄 都 是 整数 ， 并 且 她 们 年 龄 的 乘积 所 
于 36.” 

“这 些 信息 还 不 够 算出 你 女儿 的 年 龄 . ”户口 调查 员 回 答 道 . 

“我 就 是 告诉 你 她 们 年 龄 的 总 和 ， 你 还 是 不 能 算出 她 们 的 年 龄 . ” 

“我 希望 你 能 告诉 我 更 多 的 信息 .” 

“好 吧 ， 我 大 女儿 安妮 言 欢 狗 1” 

请 问 : 从 这 段 对 话 中 ， 户 口 调查 员 能 计算 出 该 妇女 三 个 女儿 的 年 龄 吗 ? 

初 看 这 个 题目 ,觉得 要 想得到 答案 似乎 是 不 可 能 的 ,因为 题目 中 好 像 没 有 提供 
足够 的 信息 来 解决 问题 . 这 就 是 为 什么 我 们 认为 这 是 一 个 “问题 ”， 但 这 个 问题 的 
确 很 有 趣 .〈 如果 你 仍旧 比较 迷惑 ， 可 以 看 本 章 结 尾 处 第 11 页 的 答案 . ) 

如 果 你 认为 户口 调查 员 问题 太 简单 ， 那 么 请 看 下 一 题 〈 答 案 见 第 71 页 ) . 

例 1.1.4 有 一 次 ， 我 请 了 10 对 夫妇 来 我 家 参加 宴会 ， 我 问 所 有 参加 宴会 的 
人 【包括 我 妻子 在 内 ) 他 们 和 多 少 人 握 过 手 ， 结 果 得 知 每 个 人 的 握手 次 数 都 不 相 
同 ， 当 然 我 没有 问 自己 . 假定 没有 人 与 自己 的 配偶 握手 , 也 不 考虑 每 个 人 自己 同 自 
己 握手 ， 那 么 请 问 我 妻子 与 多 少 人 握 过 手 ?( 我 没有 问 自己 任何 问题 . ) 

一 个 好 的 问题 应 该 是 神秘 而 有 趣 的 . 它 之 所 以 神秘 是 因为 一 开始 你 并 不 知道 
如 何 解决 它 ， 如 果 一 个 问题 缺乏 趣味 性 ， 你 就 不 会 愿意 去 思考 ,但 如 果 问 题 非常 有 
趣 的 话 ， 你 一 定 会 愿意 花费 时 间 和 精力 去 解决 它 . 

这 本 书 将 有 助 于 你 去 分 析 和 解决 问题 ! 如 果 你 缺乏 解决 问题 的 经 验 , 那么 碰 到 
一 个 难题 时 ， 你 会 很 快 放弃 努力 ， 这 是 因为 : 

。 也 许 你 根本 就 不 知道 该 从 何 着 手 ; 

。 也 许 你 已 经 做 了 些 初 步 工作 ， 但 不 知道 该 如 何 继续 ; 

。 也 许 你 试 过 一 些 方法 但 都 失败 了 ， 于 是 你 放弃 了 . 
相反 ， 一 个 有 经 验 的 解 题 者 ， 则 知道 怎样 和 人手， 他 或 者 她 "会 非常 有 信心 地 用 各 种 
方法 来 分 析 问 题 , 虽然 他 使 用 的 某 些 方法 不 一 定 能 解决 问题 , 但 至 少 能 得 到 一 些 结 
@ 后 面 的 章节 我 们 将 避免 使 用 “他 或 者 她 *， 而 是 随机 选择 性 别 
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果 . 最 终 ， 在 花费 了 一 定 的 时 间 之 后 ， 他 终于 解决 了 问题 .概括 地 说 ， 一 个 有 解决 
问题 经 验 的 人 会 从 如 下 三 个 不 同 的 层次 考虑 问题 : 

战略 层次 : 掌握 如 何人 手 并 分 析 问 题 的 数学 思想 与 心理 策略 ; 

战术 层次 : 掌握 解决 问题 的 不 同 阶段 所 使 用 的 数学 方法 ; 

工具 层次 : 对 特定 的 情形 ， 注 重 特定 的 技巧 和 “窍门 ” 
1.2 解决 问题 的 三 个 层次 

很 多 数学 分 支 都 有 悠久 的 历史 , 并 形成 了 一 套 自己 的 数学 符号 和 语言 . 但 解决 
问题 并 没有 固定 的 模式 和 套路 . ?在 这 里 ， 我 们 使 用 战略 、 战 术 和 工具 这 三 个 词 来 
诠释 解决 问题 的 三 个 不 同 层次 . 这 三 个 词 并 没有 标准 的 定义 , 因此 准确 理解 它们 的 
含义 就 显得 非常 重要 . 


登山 的 策略 


当 你 站 在 山脚 下 观察 如 何 登山 时 ， 第 一 步 要 考虑 的 战略 就 是 先 登 上 这 座 山 旁 
边 的 几 座 小 山 ， 从 不 同 的 角度 观察 你 所 要 扑 的 山 . 然后 , 你 可 能 会 考虑 一 个 更 具体 
的 战略 , 或 许可 以 尝试 通过 一 个 特定 的 山 珍 来 登山 , 接 下 来 就 要 考虑 一 些 战 术 问题 
了 ， 即 怎样 切实 有 效 地 执行 战略 ， 比 如， 你 所 选 定 的 线路 是 从 山 的 南面 登山 ,但 途 
中 有 一 片 雪 地 和 一 条 河流 , 那么 你 就 需要 制定 不 同 的 战术 来 战胜 这 些 阻碍 .比如 说 
越过 雪 地 , 你 可 以 选择 早晨 雪 地 最 硬 的 时 候 通 过 . 而 要 渡河 , 则 需要 在 河岸 边 观察 
最 安全 的 渡河 地 点 . 最 后 ,我 们 需要 考虑 与 登山 最 直接 相关 的 技术 问题 ， 即 完成 特 
定 的 任务 所 需要 具备 的 特定 技能 一 一 工具 .比如 ， 要 想 通 过 雪 地 , 我 们 需要 装备 安 
全 带 和 滑冰 人 答 . 要 渡 过 河流 则 需要 用 绳子 绑 在 你 的 腰 上 ， 再 由 同伴 在 河岸 边 拉 着 
你 ,使 你 能 在 河水 冲击 下 保持 平衡 , 这 些 都 是 特定 的 工具 技术 . 你 不 能 因此 总 结 说 
登山 只 需要 安全 带 、 羡 冰 答 ,与 同伴 相互 换 扶 就 可 以 了 .虽然 这 些 是 必要 的 ， 但 只 
是 你 登山 的 一 小 部 分 工作 而 已 . 相反 ， 需 要 总 结 的 是 你 的 战略 思想 ， 有 时 也 包括 一 
些 战 术 思 想 . 例如 你 可 以 这 样 总 结 : 我 们 决定 从 南面 登山 ,途中 需要 越过 一 片 很 难 
通过 的 雪 地 和 一 条 危险 的 河流 才能 到 达 山 消 . 

我 们 登山 时 遇 到 的 阻碍 ， 有 一 些 比较 容易 解决 ， 就 像 是 你 做 练习 题 似 的 〈 当 
然 , 这 也 需要 取决 于 登山 者 的 能 力 和 经 验 ) .但 是 有 些 阻 得 则 很 难 解决 ， 一 旦 解决 
则 整个 登山 过 程 就 非常 顺利 了 . 例如， 所 选择 的 登山 路 径 大 部 分 都 比较 容易 攀登 ， 
但 有 一 段 大 概 3 米 长 的 路 径 则 非常 陡峭 光滑 很 难 通过 ， 登 山 者 通常 把 这 种 最 关键 
的 阻碍 称 为 “关键 点 ”我 们 也 可 以 把 这 个 词 用 在 解决 数学 问题 上 在 战略 、 战 术 、 
工具 三 个 层次 中 都 可 能 有 关键 点 ， 有 些 问 题 有 几 个 关键 点 , 许多 问题 没有 关键 点 


@ 事实 上 ， 解 决 问题 的 理论 都 没有 统一 标准 的 名 称 ， 乔 治 . 波 利 亚 和 一 些 专家 曾 使 用 “探索 法 ”这 一 术语 〈 例 如 ， 
见 文献 [24] ). 














4 第 1 章 本 书 的 内 容 及 阅读 方法 


从 登山 到 数学 


我 们 将 解决 数学 问题 的 思想 和 登山 的 策略 做 个 比较 . 拿 到 问题 , 你 不 一 定 能 马 
上 解决 ， 要 不 然 就 不 能 称 之 为 问题 ,而 只 是 个 练习 题 了 . 首先 你 要 有 一 个 对 题目 进 
行 分 析 的 过 程 , 这 种 分 析 有 很 多 方式 . 最 糟糕 的 方式 是 随意 地 用 你 能 想到 的 各 种 方 
法 进行 试验 . 如 果 你 的 想象 力 足够 丰富 且 掌 握 的 方法 很 多 ,通过 花费 大 量 时 间 , 也 
许 最 终 能 解决 问题 . 但 作为 一 个 初学 者 , 最 好 还 是 要 培养 自己 形成 一 套 系统 的 解决 
问题 的 思维 方法 . 首先 要 从 战略 上 进行 思考 ,不 要 想 着 马上 就 能 解决 问题 ， 而 是 在 
一 个 不 那么 专注 的 层面 上 思考 问题 ， 从 战略 上 思考 的 目的 就 是 得 到 这 样 一 个 计划 : 
它 可 能 几乎 没有 数学 内 容 ， 但 能 够 帮助 我 们 解 题 ， 这 正如 登山 的 战略 :“ 如 果 我 们 
到 达 了 南 坡 ， 我 们 好 像 就 能 到 达 山 顶 .” 

战略 上 的 思考 有 助 于 我 们 开始 解决 问题 并 继续 做 下 去 ， 但 这 只 是 我 们 需要 做 
的 实际 工作 的 提纲 ， 具 体 的 工作 就 是 如 何 从 战术 和 工具 两 个 层次 来 完成 既定 战略 . 

我 们 通过 下 面 的 例子 (1926 年 匈牙利 竞赛 题 ) 来 说 明 如 何 从 三 个 层次 来 解决 
问题 . 

例 1.2.1 证 明 四 个 连续 的 自然 数 的 乘积 不 可 能 是 整数 的 平方 . 

解答 首先 让 我 们 从 战略 上 理解 题目 的 意思 ， 即 如 何 着 手 . 我 们 知道 这 是 一 道 
证 明 题 ， 问 题 通 常 有 两 种 类 型 一 一 证 明 题 和 解答 题 ， 户 口 调 查 员 问 题 ( 例 1.1.3) 
就 是 后 一 类 解答 题 . 

接 下 来 , 通过 观察 我 们 发 现 问 题 要 求证 明 某 一 结果 不 会 发 生 . 我 们 将 问题 分 成 
假设 (也 称 为 “条 件 ”) 和 结论 (无 论 是 哪 种 类 型 的 问题 都 可 以 这 样 分 ) .这 个 问 
题 的 条 件 是 : 


n 是 一 个 自然 数 . 











结论 为 : 
n(n 二 1)(n 十 2)(n 十 3) 不 可 能 是 某 一 整数 的 平方 . 

将 问题 的 条 件 和 结论 明确 地 叙述 出 来 是 非常 有 必要 的 ,因为 在 很 多 问题 中 , 条 件 和 
结论 并 不 是 显而易见 的 . 在 这 里 我 们 将 引进 一 些 符号 , 有 时 对 符号 的 选择 非常 关键 . 

也 许 你 会 将 注意 力 集中 在 结论 上 : 怎样 才能 够 使 某 一 个 整数 不 是 平方 数 ? 这 是 
一 种 战略 思考 ， 即 考虑 马上 能 直接 得 到 结论 的 前 提 条 件 , 我 们 称 之 为 倒 推 法 . 但 你 
会 发 现 , 我 们 很 难 找到 一 个 标准 来 表达 某 一 个 数 不 是 一 个 平方 数 , 所 以 我 们 需要 考 
虑 另 一 战略 . 对 任何 问题 ， 人 题 最 好 的 一 种 战略 是 化 抽象 为 具体 .解决 问题 最 好 的 
习惯 就 是 把 思考 过 程 记 在 稿 纸 上 . 我 们 尝试 着 代入 几 个 具体 的 数 , 也 许可 以 从 中 发 
现 某 些 规律 ， 让 我 们 给 n 设 定 几 个 不 同 的 值 , 令 f(n) = n(n+1)(n+2)(n 十 3)， 
见 下 表 f(n) 的 值 . 











n 1 2 3 4 5 10 
f(n) | 24 | 120 | 360 | 840 | 1680 | 17160 
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你 注意 到 了 什么 ? 问题 中 提 到 平方 数 ， 所 以 我 们 观察 表格 中 是 否 有 平方 数 , 我 
想 大 家 都 会 发 现 表 中 f(n) 的 前 两 个 值 都 是 某 一 整数 的 平方 减 1， 接 着 验算 发 现 : 


f(3) =19—1, f(4)=29-1, f(5)=412—1, f(10)=131?—1. 


我 们 大 胆 地 猜测 : 对 任意 自然 数 n，f(n) 都 为 某 一 个 整数 的 平方 减 1. 证 明 这 一 猜 
想 就 是 我 们 所 要 寻找 的 倒数 第 二 步 . 因为 任何 等 于 某 一 整数 的 平方 减 1 的 正 整数 
不 可 能 是 另 一 整数 的 平方 .既然 1, 4, 9, 16 等 平方 数 中 不 包含 连续 整数 (平方 数 
与 平方 数 之 间 的 差 值 越 来 越 大 )， 因 此 我 们 新 的 战略 就 是 证 明 这 一 猜想 . 

为 实现 这 一 战略 , 我 们 还 需要 从 战术 和 工具 层面 考虑 问题 , 我 们 希望 能 证 明 对 
所 有 的 n,n(n 十 1)(n 二 2)(n+3) 的 乘积 都 是 某 一 个 整数 的 平方 减 1, 即 n(n+1)(n+2) 
(n 十 3) 十 1 是 某 一 个 整数 的 平方 但 用 什么 代数 式 表示 这 一 平方 数 呢 ? 这 样 ， 就 需 
要 从 战术 上 考虑 表达 式 的 形式 . 我 们 要 熟练 掌握 这 种 表达 式 ， 要 时 刻 记 住 我 们 的 目 
标 是 要 得 到 一 个 平方 数 ， 注 意 到 n 和 n 十 3 的 乘积 与 n 十 1 和 n 十 2 的 乘积 几乎 
相等 ， 其 中 前 面 两 项 的 乘积 为 w2 + 3mn， 重 新 组 织 这 个 表达 式 ， 有 : 


2 +3)]+D+2+1=(2 二 3)(22 二 37 十 2) 十 1 (1.2.1) 
我 们 不 把 括号 中 的 两 项 相 乘 ， 而 是 将 其 凑 成 平方 差 公 式 : 
(+3n)n +n+2)+1l= +n+1) 1) (mW +n+1l)+1)+l. 


现在 我 们 使 用 平方 差 公式 工具 得 到 : 








(+3n+1) -1) (mW +n+l)+1l)+1=(n +n+1) —1+1 
= (n+ 3n 1). 


这 样 对 于 所 有 的 n， 将 f(n) 表达 为 某 一 整数 的 平方 减 1 的 形式 ， 即 : 











f(n)= (+3n+i+1) 1. 
这 样 我 们 就 完成 了 证 明 . 国 
我 们 再 回 过 头 从 解决 问题 的 三 个 层次 来 分 析 这 个 问题 , 开始 的 战略 是 定位 , 仔 
细 阅 读 问题 并 确定 该 问题 属于 哪 一 类 型 ， 然 后 利用 倒 推 法 分 析 答 案 的 倒数 第 二 步 
以 决定 解 题 的 战略 ,开始 ,我 们 并 没有 成 功 .接着 我 们 是 通过 代入 数值 进行 验算 然 
后 对 结果 进行 猜测 的 . 但 要 想 证 明 这 一 猜测 还 需要 一 些 战 术 和 工具 , 如 交换 连 乘 项 
解决 问题 最 重要 的 是 战略 层次 的 思考 ， 在 这 一 题 中 提出 上 述 猜测 是 解 题 的 关 
键 . 从 这 点 而 言 “ 问 题 ” 就 已 经 转化 为 “练习 ”了 ! 但 熟练 地 使 用 战术 也 是 很 重 
要 的 ， 和 否则 你 仍旧 很 难 解决 问题 .该 题 的 另 一 解法 为 替代 法 : 在 式 (1.2.1) 中 令 
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4 三 风 十 3n， 则 上 式 的 右边 变 成 wu(w 十 2) 十 1 二 羽 十 24 十 1 二 (ww 十 1)?. 第 三 种 解 
法 是 全 部 乘 出 来 ， 有 : 





(人 .十 革 (2 十 2 十 3) 二 1 = 对 十 6n23 十 1172 十 6m 十 1 








如 果 该 式 是 某 一 整数 的 平方 ， 则 一 定 是 二 次 多 项 式 习 十 an 十 1 或 避 二 an 一 1 的 
平方 ， 将 第 一 个 多 项 式 代 人， 有 : 


1 十 603 十 1102 十 6 十 1 一 (2 十 om 十 1 一 对 十 2a03 十 (o 十 2)02 十 2am 十 1 








可 得 a = 3 满足 该 式 ， 因 此 n(n 十 1 了)(n 十 2)(n 十 3) 十 1 二 (中 十 3n 十 1)?， 该 方法 
虽然 没有 第 一 种 方法 优雅 , 但 仍 是 个 很 不 错 的 方法 , 因为 该 方法 使 用 了 一 个 非常 有 
用 的 数学 工具 一 一 待定 系数 法 . 
1.3 题 型 

本 书 所 列 问 题 主 要 分 为 三 大 类 : 趣味 题 、 竞 赛 题 和 开放 性 问题 . 每 一 大 类 又 包 
含 两 种 题 型 : 解答 题 和 证 明 题 ?2， 解 答题 要 求 我 们 找到 特定 的 信息 ， 而 证 明 题 则 要 


求证 明 某 一 更 普遍 的 结论 ， 有 时 两 者 之 间 的 差别 并 不 明显 . 例如, 例 1.1.4 是 一 个 
解答 题 ， 但 也 可 作为 证 明 题 . 





下 面 是 各 个 类 型 的 例题 . 
趣味 题 


这 一 类 型 的 题 也 称 为 “脑筋 急 转 弯 ”， 通 常 极 少 涉及 正式 的 数学 逻辑 ， 而 是 需 
要 对 基本 的 解 题 战略 进行 创造 性 的 应 用 . 做 趣味 题 对 人 很 有 益 , 这 类 题 不 需要 你 掌 
握 特 定 的 基础 知识 , 但 花 时 间 去 思考 这 类 题 有 助 你 以 后 解决 更 复杂 的 数学 问题 . 户 
口 调查 员 问 题 ( 例 1.1.3 ) 是 这 类 题 中 非常 典型 的 例子 .关于 这 一 类 题 ， 马丁 . 加 
德 纳 多 年 来 在 《科学 美国 人 》》 杂 志 2 上 主持 的 “数学 游戏 ”专栏 非常 经 典 ， 其 中 很 
多 已 编辑 成 书 ， 其 中 最 经 典 的 两 本 书 是 文献 [8] 和 [9]. 

题 1.3.1 一 个 和 尚 仆 山 ， 他 早晨 8 点 钟 出 发 ， 中 午时 到 达 山 项， 并 在 山顶 上 
过 了 一 夜 . 第 二 天 早晨 ,他 从 8 点 钟 开始 按 昨天 上 山 时 的 路 径 下 山 ， 中 午 到 达 山 
脚 . 证 明 在 8 点 和 12 点 之 间 必 有 某 一 时 刻 ， 这 个 和 尚 在 上 下 山 途 中 到 达 同 一 地 
点 .( 注意 题 中 并 没有 要 求 和 尚 以 什么 样 的 速度 行走 ， 比 如 ， 他 可 以 开始 时 以 每 小 
时 4 公里 的 速度 行走 , 然后 坐 下 休息 , 再 往 回 走 ， 等 等 , 也 不 要 求 和 尚 上 下 山 的 速 
度 相同 . ) 

@ 这 两 个 名 词 由 乔治 波 利 亚 命名 ( 见 文献 [24] ). 


@ 美国 科普 杂志 , 始 于 1845 年 8 月 ,起 先是 每 周 出 版 ,后 改 为 每 月 出 版 . 2006 年 1 月 ,与 《科学 美国 人 》( Scientific 
American ) 版 权 合作 的 简体 中 文 月 刊 《 环 球 科学 》 创 刊 . 一 一 译 者 注 
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题 1.3.2 你 在 一 楼 大 厅 ， 该 大 厅 到 二 楼 的 楼 梯 口 处 有 三 个 电灯 开关 ， 其 中 一 
个 控制 着 楼 上 的 一 芳 灯 , 现 假设 该 灯 是 关闭 的 , 请 从 这 三 个 开关 中 找到 控制 该 灯 的 
开关 ， 只 人 允许 你 上 楼 一 次 ， 你 将 怎样 做 ?〈 没 有 想象 出 来 的 灯 强 及 望远镜 等 ， 楼 下 
看 不 到 楼 上 是 否 开 灯 ， 这 华灯 是 标准 的 100 瓦 . ) 

题 1.3.3 某 人 从 家 中 出 发 朝 南 走 1 公里 ,然后 朝 东 走 1 公里 ,再 朝 北 走 1 公 
里 , 这 时 刚好 回 到 家 ! 请 问 他 家 在 什么 方位 ? 本 问题 不 止 一 种 解法 ,请 找 出 尽 可 能 
多 的 答案 . 


竞赛 题 


竞赛 题 是 为 有 时 间 限 制 的 正式 考试 所 编写 的 ， 其 解答 通常 需要 特定 的 数学 工 
具 和 灵活 的 头脑 . 高 中 和 大 学 阶段 的 考试 中 就 有 复杂 而 有 趣 的 数学 竞赛 ,以 下 是 适 
合 美国 高 中 水 平和 大 学 水 平 的 各 种 数学 竞赛 . 

全 美 高 中 数学 竞赛 ( AHSME ) 每 年 全 美 高 中 数 以 千 计 的 在 校 学 生 可 自由 
报名 参加 该 项 赛事 ， 该 项 多 项 选择 型 比赛 的 题目 与 SAT 的 题目 有 着 类 似 的 难度 和 
趣味 性 . ? 

全 美 数学 邀请 赛 ( AIME ) ”该 项 赛事 只 邀请 AHSME 比赛 中 成 绩 前 两 千 名 
左右 的 学 生 参 加 , 用 时 3 小 时 , 共有 15 道 题 . AHSME 和 AIME 所 设置 的 问题 都 
是 解答 题 ， 由 机 器 判 分 . 

美国 数学 奥林匹克 竞赛 ( USAMO ) ”该 项 赛事 邀请 AIME 比赛 中 成 绩 前 
150 名 的 学 生 参 加 ， 比 赛 时 间 为 三 个 半 小 时 ， 共 5 道 题 ,题目 较 难 ， 题 型 主要 是 证 
明 题 . 9 

美洲 地 区 数学 联盟 ( ARML ) 每年， 美洲 数学 联盟 都 会 组 织 美 洲 地 区 各 国 
家 的 中 学 组 队 参 加 比赛 . 其 所 设置 的 问题 非常 具有 挑战 性 上 且 充满 趣味 性 . 其 难度 媲 
美 AHSME 和 AIME 中 的 难题 和 USAMO 中 的 简单 题 . 

其 他 国家 和 地 区 奥林匹克 竞赛 其 他 很 多 国家 都 设置 有 类 似 高 难度 的 数学 比 
赛 , 特别 是 东欧 地 区 国家 有 这 方面 的 传统 . 最 近 几 年 中 国 和 越南 也 设置 了 既 有 创新 
性 又 具有 挑战 性 的 竞赛 . 

国际 数学 奥林匹克 竞赛 ( IMO ) USAMO 比赛 成 绩 最 好 的 选手 将 会 受 邀 参 
加 训练 营 ， 并 从 中 挑选 六 人 组 队 ， 代 表 美 国 参加 这 项 国际 比赛 ， 比 赛 共 六 道 题 ， 赛 
时 为 9 小 时 ， 分 两 天 进行 .8 该 项 赛事 开始 于 1959 年 ,每 年 在 不 同 的 国家 举行 . 起 
初 只 局 限于 社会 主义 国家 ， 但 最 近 有 更 多 的 国家 参与 到 这 一 比赛 中 ，1996 年 就 有 
75 个 国家 率 队 参 加 . 

@ 最 近 这 项 赛事 已 经 由 专门 针对 不 同年 级 的 AMC-8、AMC-10、AMC-12 代替 . 


@ 现在 有 一 个 年 轻 学 生 的 赛事 ， 美 国 少年 数学 奥林匹克 竞赛 (USAJMO ). 
@ 自 1996 年 开始 ，USAMO 也 采用 类 似 的 比赛 方式 : 共 六 题 ， 在 两 天 的 时 间 内 完成 . 
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普 特 南 数 学 竞赛 该 项 比赛 是 美国 在 校 大 学 生 参 加 的 最 重要 的 数学 竞赛 .比赛 
时 间 为 6 个 小 时 ， 共 12 个 问题 ， 每 年 的 12 月 举行 ， 数 千 名 学 生 参 加 比赛 ， 大 部 
分 选手 的 得 分 是 零 分 . 

各 杂志 上 刊登 的 问题 很 多 杂志 都 设置 有 问题 版 面 ， 邀 请 读者 参与 求解 ， 并 将 
求解 方法 和 解 题 者 姓名 刊登 出 来 . 很 多 问题 非常 困难 , 有些 问 题 甚 至 很 多 年 都 没有 
被 解决 .按照 难度 递增 的 顺序 ， 刊 登 数 学 问题 的 杂志 主要 有 Math Horizons、The 
College Mathematics Journal. Mathematics Magazine 和 The American Mathe- 
matical Monthly. 所 有 这 些 杂 志 都 由 美国 数学 协会 出 版 . 还 有 杂志 其 至 完全 用 来 刊 





登 趣味 数学 问题 和 问题 的 解 ， 比 如 加 拿 大 数学 协会 出 版 的 《数学 难题 》. 
一 般 竞 赛 问题 都 非常 具有 挑战 性 , 就 算 没 有 时 间 限 制 , 解决 这 些 问 题 也 是 很 困 


难 的 下面 列 出 了 各 种 难度 的 问题 . 


题 1.3.4 (AHSME 1996) 直角 坐标 系 中 ,在 
不 通过 圆 (x 一 6)? 十 (y 一 8)? = 25 连接 点 (0, 0) 
和 点 (12, 16) 的 所 有 路 径 中 ， 最 短路 径 长 度 为 
多 少 ? 

题 1.3.5 (AHSME 1996) 给 定 条 件 x2? 十 y? = 
14z 十 6y 十 6, 求 3z 十 4y 的 最 大 值 . 

题 1.3.6 (AHSME 1994) 掷 ”个 山子 ， 其 点 
数 之 和 等 于 1994 的 概率 大 于 零 ， 且 与 得 到 点 
数 之 和 等 于 5 的 概率 相等 ， 问 5 的 最 小 值 为 
多 少 ? 

题 1.3.7 (AIME 1994) 求 正 整数 mn， 使 得 
[log。 1| + llogs 2| 十 :… 十 [logs n| = 1994, 


其 中 |z] 表示 小 于 等 于 z 的 最 大 整数 (例如 ， 





[zl = 

题 1.3.8 (AIME 1994) 对 任意 的 实数 数 
列 4 = (ai,a2,a3,…)， 定义 数列 人 A = 
(aa 一 Q1,Q3 一 a2,a4 一 a3,…)， 其 中 第 n 项 


为 Qnt+l — Qn, 假设 A(A4) 的 每 一 项 都 是 工 ， 
并 且 uie = a94 = 二 0, 求 ai. 

题 1.3.9 (USAMO 1989) 网 球 俱 乐 部 的 
20 名 会 员 安排 了 14 场 1 对 1 比赛 ,每 名 
会 员 至 少 参加 一 场 比赛 . 证 明 : 在 这 个 赛程 里 ， 
存在 6 场 比赛 , 参加 的 会 员 是 12 个 不 同 的 人 . 
题 1.3.10 (USAMO 1995) 现 有 一 台 损 坏 的 


计算 器 ， 除 sin，cos，tan，sin-!，cos-! 
和 tan-! 键 外 其 他 键 都 已 失灵 ， 屏 幕 显示 初 
始 值 为 0， 任 意 给 定 正 有 理 数 4， 假设 计算 器 
能 精确 地 计算 实数 , 且 所 有 函数 都 用 弧度 表示 . 
证 明 通 过 有 限 次 按键 盘 上 的 有 效 键 可 得 到 4. 
题 1.3.11 (IMO 1976) 求 和 等 于 1976 的 若 
干 正 整 数 的 乘积 的 最 大 值 ， 并 证 明之 . 

题 1.3.12 (俄罗斯 1996) 回 文 是 顺 读 和 倒 读 
都 一 样 的 数 或 单词 , 例如 176671 和 civic. 对 
于 某 个 n > 1， 把 从 1 到 n 的 数 依次 写 下 来 ， 
得 到 的 数 会 是 回 文 吗 ? 

题 1.3.13 ( 普 特 南 1994) 令 (an ) 为 正 实数 序 
列 ， 且 满足 an < azn 十 a2n+1， 请 证 明 : 级 数 
m1 an 发 散 . 


题 1.3.14 ( 普 特 南 1994) 求 正 实数 m， 使 第 
一 象限 内 由 椭圆 xz?/9 十 = 1， x 轴 以 及 直 
线 y = 2z/3 围 成 的 区 域 面积 与 第 一 象限 内 由 
椭圆 2Z2/9 十 好 = 1，y 轴 以 及 直线 y = mz 
围 成 的 区 域 面积 相等 . 

题 1.3.15 ( 普 特 南 1990) 有 一 只 打 孔 机 能 
将 二 维 平面 (例如 纸 面 ) 上 任何 一 点 作为 中 心 
点 ， 并且 每 使 用 一 次 就 会 恰好 去 除 平面 中 所 有 
与 中 心 点 距离 为 无 理 数 的 点 ， 如 果 要 将 平面 中 
所 有 点 都 去 除 ， 需 要 操作 多 少 次 ? 











开放 题 
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有 些 开 放 型 的 数学 问题 用 词 模糊 ， 并 没有 唯一 确定 的 答案 〈 这 与 上 述 的 两 类 
问题 不 同 ). 这 类 开放 型 问题 的 解 题 过 程 非常 有 趣 ， 因 为 一 开始 你 并 不 知道 会 得 到 
什么 样 的 结果 . 解 一 个 有 意思 的 开放 题 就 像 是 一 次 在 未 知 区 域 的 远足 (或 探险 活 
动 )， 因 为 通常 你 所 得 到 的 只 是 部 分 结果 ( 当然 ， 尽 管 正式 比赛 的 问题 已 经 有 了 全 
部 的 结果 ， 如 果 能 得 到 部 分 结果 也 已 经 非常 难得 ) . 


题 1.3.16 下 面 是 帕斯卡 三 角 ” 的 前 几 行 


1 
1 J 
1 2 下 
1 3 3 1 
1 4 6 4 J. 
1 5 10 10 5 1 


其 中 每 一 行 中 的 元 素 都 是 上 一 行 两 个 相 邻 元 
素 之 和 ， 比 如 10 = 4 十 6， 则 该 三 角 的 下 一 
行 是 : 

1, 6, 15, 20, 15, 6, 1. 


实际 上 , 在 帕斯卡 三 角 中 还 有 很 多 有 趣 的 关系 
式 ， 请 尽 可 能 多 地 找 出 并 证 明 这 些 关 系 式 . 特 
别 是 ， 你 能 和 否 从 帕斯卡 三 角 中 提取 出 斐 波 那 契 
数列 〈 见 下 一 题 ) ， 或 从 斐 波 那 契 数列 得 到 帕 
斯 卡 三 角 ? 另 问 : 帕斯卡 三 角 中 元 素 的 奇偶 性 
是 否 有 规律 ? 

题 1.3.17 辈 波 那 契 数 列 f, 定义 为 fo = 0， 

















万 二 1 且 fi = 万-1 + fn_2 (n > 1)s 例如 ， 








f2=1,f3=2,f4=3,15 = 5, fe = 8, 
方 = 13, fs = 21. 请 以 此 类 推 ， 找 到 尽 可 能 
多 的 类 似 数 列 ， 并 证 明 你 的 猜测 .特别 有 趣 的 


1.4 怎样 阅读 这 本 书 





是 : 当 nz&0 时 ， 


1 TI+V5NY” /1—-V5Y 
人 V5 2 2 . 
请 用 数学 归纳 法 ( 见 第 43-48 页 ) 证 明 这 一 结 
论 ， 见 题 2.3.32.， 请 问 如 何 得 到 这 一 结论 ? 并 
思考 能 和 否 从 斐 波 那 契 数列 中 得 到 其 他 结论 . 
题 1.3.18 有 一 种 砖 块 为 工 型 ， 由 三 个 边 长 
等 于 1 的 正方 形 组 成 ， 其 形状 如 下 : 























问 : 对 于 什么 样 的 正 整数 a,b 才能 由 这 种 砖 块 
平 铺 成 a xz 的 和 矩形? 〈“ 平 铺 ” 意 味 着 我 们 完 
全 用 上 工 型 覆盖 矩形 ， 没 有 重 姜 . ) 比如 说 ， 可 
以 用 这 种 砖 块 平 铺 成 2 x 3 的 矩形 ， 但 无 法 平 
铺 成 边 长 为 3 的 正方 形 ( 试 一 试 ). 在 你 理解 
了 和 矩形 之 后 , 向 两 个 方向 推广 : 用 工 型 平 铺 成 
更 复杂 的 形状 ,用工 型 以 外 的 东西 进行 平 铺 . 
题 1.3.19 现 有 一 个 1xL 的 矩形 , 其 中 工 为 
正 整 数 . 很 显然 , 这 个 矩形 中 可 以 放 入 工 个 直 
径 为 1 的 圆 , 并 且 无 法 放 人 更 多 的 圆 了 (所谓 
“ 放 和 人 ”是 指 可 以 接触 ,但 不 允许 重 琶 ). 但 不 
能 因此 类 推 最 多 可 将 25 个 圆 放 入 2 x 工 的 矩 
形 中 . 请 证 明 : 车 推广 至 一 般 的 m x 工 的 矩 
形 情况 有 何 结 果 ? 





这 本 书 并 不 需要 从 头 到 尾 按 顺 序 全 部 读 完 ， 而 是 以 一 种 “ 非 线 性 ”的 方式 精 


读 . 本 书 主要 是 为 了 帮助 大 家 学 习 两 个 方面 的 内 容 : 解决 问题 的 方法 和 特定 的 数学 
思想 . 通过 阅读 这 本 书 , 你 将 会 逐步 学 到 更 多 的 数学 知识 ,也 将 会 对 解决 问题 越 来 
@ 也 称 为 “ 贾 宪 三 角 ” 或 “杨辉 三 角 "， 一 一 译 者 注 
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越 熟 练 ， 你 在 某 一 个 领域 所 取得 的 进步 将 会 激励 你 在 更 多 的 领域 获得 成 功 . 

本 书 分 两 个 部 分 ， 并 在 中 间 用 一 章 来 衔接 这 两 部 分 .第 1-3 章 将 会 对 解 题 的 
战略 战术 做 概括 性 介绍 . 在 每 一 节 的 开始 , 我 们 通过 简单 的 例题 来 讨论 特定 的 解 题 
战略 战术 , 但 在 结尾 处 则 会 是 比较 复杂 的 数学 问题 . 某 些 部 分 涉及 更 多 的 数学 知识 
需要 更 多 的 解 题 经 验 , 读 起 来 可 能 很 难 理解 , 所 以 你 需要 很 仔细 地 阅读 每 一 节 的 开 
始 部 分 ， 然 后 略 读 〈 或 跳 过 ) 后 面 很 难 的 部 分 ， 等 以 后 再 重新 阅读 . 

第 5-9 章 将 从 战术 和 工具 的 层次 讲述 数学 思想 的 运用 ， 每 一 音 分 别 讲述 一 个 
数学 专题 , 并 从 解 题 者 的 观点 出 发 展开 讨论 , 你 可 以 根据 自己 的 兴趣 和 知识 背景 阅 
读 一 部 分 或 全 部 内 容 . 

第 4 章 是 衔接 一 般 解 题 思想 和 特定 数学 应 用 问题 的 桥梁 ， 这 一 章 利用 三 个 重 
要 的 战术 思想 将 数学 各 分 支 有 机 地 统一 起 来 , 其 中 部 分 内 容 相当 高 深 , 我 们 把 它 放 
在 本 书 的 前 面 是 为 了 使 读者 能 尽快 了 解 在 解 题 中 广泛 使 用 的 复杂 数学 思想 . 

当 你 通过 阅读 第 5-9 章 掌握 更 多 的 数学 知识 后 ， 可 能 会 回头 再 重新 阅读 第 一 
部 分 所 略 读 的 内 容 ; 相反 ， 当 你 读 完 第 一 部 分 内 容 ， 掌 握 更 多 的 解 题 技 巧 后 ， 也 需 
要 再 重新 阅读 (或 第 一 次 阅读 ) 第 二 部 分 的 一 些 内 容 . 要 完全 掌握 这 些 技巧 , 你 至 
少 需要 将 本 书 内 容 认真 阅读 两 般 , 即使 不 自己 求解 书 中 的 问题 ， 至少 也 要 认真 看 完 
每 一 题 的 求解 . 

书 中 出 现 新 的 术语 和 特定 的 解 题 战 略 、 战 术 及 工具 名 称 都 会 用 黑体 标 出 . 有 时 ， 

当 从 文中 得 到 一 个 非常 重要 的 结论 ， 都 会 像 这 句 话 一 样 印 成 楷体 字 . 
这 样 做 是 为 了 引起 读者 的 注意 ， 为 标示 问题 解 的 完成 ， 我 们 使 用 “ 哈 尔 莫 斯 标示 
符 ”， 一 种 实心 的 正方 形 ”， 如 例 1.2.1 结尾 处 (第 5 页 ) 和 本 行 结尾 处 的 符号 ， 国 

阅读 本 书 时 手边 要 备 有 纸 和 笔 ， 边 读 边 在 空白 处 做 笔记 .学 习 数 学 既 需 要 兴 
趣 , 也 需要 耐心 ， 当 你 阅读 一 个 例题 时 ,在 看 文中 的 解 题 过 程 前 ,请 尝试 着 自己 做 
一 遍 ， 至 少 也 应 该 在 读 完 题 后 自己 先 思 考 下 ， 而 不 是 迫不及待 地 去 看 答案 你 的 积 
极 性 越 高 ,投入 的 精力 越 多 ,才能 越 快 地 掌握 解决 问题 的 技巧 , 并 从 本 书 中 得 到 更 

当然 , 书 中 有 些 问 题 是 非常 难 的 . 在 每 一 音 〈 或 每 一 节 ) 的 最 后 , 我 们 会 讨论 
一 个 非常 “经 典 ” 的 问题 ,对 于 初 读本 书 的 人 来 说 ,这 些 问题 是 很 难 在 合理 的 时 间 
内 独立 解决 的 . 这样 做 主要 有 以 下 几 个 原因 : 一 、 可 以 通过 这 些 问题 阐明 一 些 重 
要 的 数学 思想 ; 二 、 会 解决 这 些 问 题 也 是 年 轻 的 数学 爱好 者 所 必 备 的 基本 技能 之 
一 ; 三 、 也 是 最 重要 的 一 点 ， 这 些 问 题 的 求解 可 以 说 是 一 项 非常 精美 的 艺术 作品 ， 
值得 仔细 品 鉴 ， 这 就 是 为 什么 我 们 将 这 本 书 取 名 为 The Art and Craft of Problem 
Solving， 昌 然 本 书 花 费 很 多 的 版 面 讲述 解决 问题 的 技巧 ， 但 我 希望 读者 不 要 忘 了 


@ 该 符号 是 由 数学 家 保罗 “ 哈 尔 莫 斯 推广 实行 的 . 




















1.4 怎样 阅读 这 本 书 11 


解决 问题 的 最 高 境界 是 要 对 解 题 充满 激情 ， 把 它 看 作 一 项 审美 活动 。 打 个 不 太 恰 
当 的 比方 , 你 可 以 把 它 看 作 学 习 即 兴 创作 希 士 钢 琴曲 的 过 程 ， 要 想 创作 出 自己 的 曲 
子 ， 首 先 需要 得 到 别人 的 指导 和 局 发 ， 并 从 聆听 前 人 创作 的 名 曲 中 获得 灵感 . 
户口 调查 员 问 题 的 解决 方法 

从 她 们 年 龄 的 乘积 等 于 36 可 知 ， 她 们 的 年 龄 组 合 仅仅 有 几 种 可 能 性 ， 下 表 是 
她 们 所 有 可 能 的 年 龄 组 合 ， 其 中 表 的 第 二 行 是 三 个 人 年 龄 的 总 和 |. 


(1,1,36) | (1,2,18) | (1,3,12) | (1,4,9) | (1,6,6) | (2,2,9) | (2,3,6) | (3,3,4) 
38 21 16 14 13 13 11 10 


接 下 来 我 们 再 看 看 题目 ， 这 位 母亲 的 第 二 句 话 (“ 我 就 是 告诉 你 她 们 年 龄 的 总 和 ， 
你 还 是 不 能 算出 她 们 的 年 龄 ”) 已 经 给 出 了 非常 有 用 的 信息 . 这 实际 上 告诉 了 我 们 ， 
她 们 的 年 龄 只 可 能 是 (1, 6, 6) 或 (2,2,9)， 因 为 只 有 这 两 组 才 会 使 别人 无 法 知道 她 
们 的 年 龄 . 这 位 母亲 说 的 最 后 一 句 话 也 是 有 用 的 , 通过 这 句 话 我 们 可 知 她 有 一 个 最 
大 的 女儿 ， 因 此 就 可 以 去 掉 (1, 6,6) 这 一 组 ， 所 以 她 的 三 个 女儿 分 别 为 2 岁 、2 岁 
和 9 岁 . 图 






































第 2 章 研究 问题 的 战略 


正如 我 们 所 知 , 解决 问题 与 登山 是 相似 的 . 对 于 毫 无 经 验 的 登山 者 来 说 ,面前 
的 山 是 那么 陡峭 , 脚下 也 没有 路 ,甚至 连 山顶 都 看 不 到 ，, 登 上 山顶 真 的 是 一 项 令 人 
旦 惧 的 任务 . 如 果 这 山 真 的 值得 你 攀登 ,那么 你 不 但 需要 努力 ， 需 要 具备 一 定 的 技 
巧 , 或 许 还 需要 一 些 运 气 . 在 你 到 达 山 顶 之 前 , 一 些 失 败 的 尝试 ( 委婉 地 说 即 一 些 
勘察 活动 ) 也 是 不 可 避免 的 . 

同样 ， 那 些 有 趣 的 并 且 值 得 我 们 一 做 的 数学 问题 的 答案 是 不 会 轻而易举 就 能 
找到 的 , 你 必须 努力 寻找 数学 战术 与 解 题 战略 之 间 的 联系 . 这 里 所 说 的 战略 通常 不 
是 数学 战略 .有些 解 题 战略 可 以 适用 于 很 多 类 问题 ， 而 并 不 单单 拘泥 于 数学 . 

尤其 对 初学 者 来 说 ,战略 是 非常 重要 的 . 面 对 一 个 自己 从 未 见 过 、 看 起 来 很 难 
的 问题 , 初学 者 通常 会 不 知道 从 哪儿 着 手 . 心理 战略 可 以 帮助 你 建立 一 个 良好 的 思 
维 框架 ,其 他 战略 可 以 帮助 你 开始 研究 .一 旦 开始 解决 问题 , 你 就 需要 一 个 整体 的 
战略 来 帮助 你 继续 向 前 推进 ， 直 至 得 到 解决 方案 . 

我 们 首先 从 心理 战略 开始 ,因为 它们 几乎 适用 于 所 有 问题 , 尽管 这 些 战 略 都 很 
简单 常见 , 但 是 并 不 意味 着 它们 很 容易 掌握 .不 过 一 旦 开始 思考 它们 ,你 就 会 发 现 
自己 研究 数学 问题 的 能 力 正在 迅速 提升 .我 们 并 不 是 保证 解决 问题 能 力 上 的 提高 ， 
这 需要 时 间 . 但 是 首先 你 要 理解 什么 才 是 真正 的 研究 . 

除了 心理 战略 ， 还 有 一 些 其 他 对 开始 研究 有 帮助 的 战略 .它们 也 都 十 分 简单 ， 
用 起 来 既 容易 又 有 趣 . 或 许 一 开始 它们 并 不 能 帮 你 解决 很 多 问题 , 但 是 会 让 你 取得 
显著 的 进步 . 

每 个 问题 的 解 题 过 程 都 涉及 两 个 部 分 : 分 析 问 题 ， 即 发 现 问题 是 怎么 回 事 ; 论 
证 问题 , 在 这 一 部 分 你 需要 说 服 别 人 同意 你 的 发 现 . 在 这 一 章 中 我 们 将 讨论 最 热门 
的 论证 问题 的 方法 . 我 们 总 结 了 许多 战略 的 研究 成 果 , 可 以 应 用 在 解决 问题 的 不 同 
阶段 . 


2.1 心理 战略 


善于 解决 问题 的 人 总 是 显得 箱 立 鸡 群 ， 好 像 他 们 的 大 脑 和 别人 的 不 一 样 似 的 . 
他 们 更 坚忍 , 对 问题 的 敏感 程度 也 比 常人 高 ,思维 也 更 活跃 . 具备 这 些 优秀 品质 的 
人 并 不 很 多 ,但 从 现在 开始 拥有 这 些 品 质 并 不 是 件 难事 . 


12 


2.1 心理 战略 13 


坚忍 的 心理 : 向 波 利 亚 的 老鼠 学 习 


著名 数学 家 和 解决 问题 方面 的 专家 乔治 : 波 利 亚 曾 讲 过 一 个 名 为 “ 鼠 与 人 ”的 
故事 ， 我 们 就 从 这 个 小 故事 中 总 结 将 要 说 明 的 思想 ( 见 参考 文献 [25] 第 75 页 ” ) . 


女 东 家 慌 慌 张 张 地 跑 到 后 院 ， 把 捕 和 鼠 器 放 在 地 上 ( 这 是 一 个 老式 的 
捕 鼠 器 , 即 一 个 有 一 扇 活 门 的 笼子 ), 并 且 众 她 的 女儿 赶快 把 猫 弄 来 . 捕 
和 鼠 器 里 的 老鼠 看 来 像 是 知道 要 发 生 什 么 啦 ， 疯 狂 地 在 笼子 里 蹦 着 ， 使 劲 
地 朝 栅栏 上 撞 着 ， 一 会 儿 朝 这 边 ， 一 会 儿 朝 那 边 ， 在 最 后 一 判 那 它 终于 
成 功 地 挤 了 出 去 ,消失 在 邻居 的 地 里 ， 捕 息 器 菜 一 边 的 栅栏 中 间 肯 定 有 
一 个 缝隙 比较 宽 …… 我 默默 地 为 老鼠 庆幸 它 解 决 了 一 个 很 大 的 问题 ， 
给 出 了 一 个 重要 的 例子 . 

这 也 就 是 解 题 的 途径 .我 们 必须 一 再 地 去 试 ， 直 到 最 后 我 们 看 出 各 
种 颖 隙 之 间 的 细微 差别 为 止 , 我 们 必须 不 断 更 换 我 们 的 试验 ， 使 得 我 们 
能 探测 到 问题 的 各 个 方面 ， 因 为 说 实话 ,我们 事先 并 不 知道 唯一 能 让 我 
们 挤 过 去 的 那 道 颖 隙 到 底 在 哪 一 边 

鼠 类 和 人 类 所 用 的 基本 方法 是 一 样 的 : 一 再 地 去 试 ， 多 次 变化 方法 ， 
使 我 们 不 致 错过 那 少许 的 宝贵 的 可 能 性 . 当然 嗓 ， 人 解决 问题 通常 总 比 
老鼠 要 强 ， 人 不 需要 用 肉体 去 撞 障 碍 物 ， 他 是 用 智力 去 撞 ， 人 能 够 比 老 
和 鼠 更 多 地 变化 他 的 方法 而 且 也 能 从 挫折 中 学 到 更 多 的 东西 . 


当然 , 这 则 故事 的 富 意 就 是 做 善于 解决 问题 的 人 , 需要 做 到 永 不 放弃 . 不 放弃 
不 是 要 你 在 同一 堵 墙 (或 党 子 ) 上 一 次 又 一 次 地 磁 壁 ,而 是 要 尝试 不 同 的 途径 。 当 
然 这 样 说 过 于 简单 化 , 如 果 人 们 对 所 有 的 问题 都 永 不 放弃 ， 这 个 世界 将 会 变 成 奇怪 
而 训 无 生 趣 的 地 方 . 有 时 我 们 就 是 解决 不 了 一 个 问题 , 所 以 也 要 学 会 放弃 ， 至少 是 
暂时 放弃 . 所 有 解决 问题 的 高 手 都 有 承认 失败 的 时 候 , 解决 问题 的 艺术 中 的 一 个 重 
要 环节 就 是 知道 何 时 该 放弃 . 

实际 上 ， 很 多 初学 者 是 因为 缺乏 坚忍 的 意志 、 自 信和 专心 而 过 早 地 放弃 努力 . 
面 对 问题 时 , 如 果 首 先 就 认为 自己 不 能 解决 , 则 在 解 题 的 过 程 中 碰 到 阻碍 就 会 很 快 
放弃 ， 这 样 很 难得 到 什么 成 果 . 初学 者 要 取得 显著 的 进步 ,在 学 习 各 种 解决 问题 所 
需 的 数学 技巧 之 前 首先 要 做 到 坚韧 不 拔 . 

要 想 适 度 地 提高 意志 上 的 坚忍 性 并 不 难 做 到 ， 作 为 初学 者 ， 你 很 可 能 缺乏 信 
心 ， 也 很 难 做 到 长 时 间 把 精力 集中 在 问题 上 ， 但 信心 和 专注 力 的 确 可 以 同时 提高 . 
你 也 许 会 说 建立 信心 是 一 件 很 困难 也 很 微妙 的 事 ， 但 我 们 在 这 里 并 不 打算 讨论 关 
于 自尊 或 者 精神 等 很 深奥 的 事 . 很 多 数学 问题 还 是 比较 容易 的 . 你 对 自己 的 数学 能 


@ 中 译本 : [ 美 ] 乔治 : 波 利 亚 著 ， 刘 景 麟 、 曹 之 江 、 邹 清 莲 译 ， 数 学 的 发 现 : 对 解 题 的 理解 、 研 究 和 讲授 ， 科 学 
出 版 社 ，2006 年 7 月 第 1 版 . 引文 摘自 该 译本 第 253 页 .一 一 译 者 注 
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力 还 是 有 一 定 的 自信 的 ,要 不 然 也 不 会 来 读 这 本 书 . 首先 我 们 需要 通过 解决 一 些 容 
易 的 问题 建立 信心 ,这 里 所 说 的 容易 是 指 通过 努力 一 定 可 以 解决 的 问题 通过 解决 
问题 而 不 是 只 做 练习 题 ， 大脑 会 得 到 锻炼 ， 渐 渐 地 你 就 会 从 潜意识 里 习惯 自己 的 成 
功 ， 信 心 也 会 随 之 增强 

随 着 你 的 信心 的 增强 ， 如 果 逐 浙 增加 题目 的 难度 ， 你 所 磁 到 的 阻碍 也 将 增多 
从 容易 的 问题 信 手 , 再 逐渐 增加 难度 ， 直 至 你 所 能 做 到 的 极限 ， 只 要 觉得 所 面 对 的 
问题 足够 有 趣 ， 就 不 会 在 意 花 多 少时 间 去 思考 ， 起 初 你 也 许 思考 15 分 钟 就 开始 感 
到 不 耐烦 ， 通 过 这 样 的 训练 ， 最 终 你 能 做 到 连续 几 个 小 时 独立 思考 同一 个 问题 ,其 
至 几 天 乃至 几 个 星期 在 头脑 中 反复 考虑 着 某 个 问题 ， 而 将 其 他 一 切 都 置 之 脑 后 . 

这 就 是 我 对 你 最 初 的 要 求 , 这 里 有 个 难点 : 锻炼 你 意志 上 的 坚忍 性 是 需要 时 间 
的 ， 而 做 到 长 期 坚韧 不 拔 并 持之以恒 则 是 一 生 的 任务 . 但 还 有 什么 比 经 常 思考 具有 
挑战 性 的 问题 更 有 乐趣 呢 ? 

下 面 有 一 个 简单 但 非常 有 趣 的 问题 , 它 经 常 被 当 作 软件 从 业 人 员 的 面试 题 . 我 
在 此 引用 是 为 了 说 明 面 对 问 题 时 信心 是 非常 重要 的 . 

例 2.1.1 请 看 右 图 ， 你 能 否 将 图 中 上 方 的 方块 与 下 


















































方 对 应 的 方块 用 不 相交 的 线 连 起 来 ， 且 要 求 连 线 只 能 在 A - @ 
图 内 . 

解答 如 何 连接 ? 是 否 存 在 符合 题目 要 求 的 连接 路 径 ? 
软件 公司 的 人 事 部 门 问 这 个 问题 时 非常 狐 独 ， 它 们 通过 这 pe 























题 来 观察 面试 的 人 多 长 时 间 会 放弃 . 看 上 去 按 要 求 连 接 方 
块 是 不 可 能 ， 但 另 一 面 ， 要 有 信心 做 到 : 
看 上 去 不 可 能 解决 的 问题 并 不 意味 着 它 没 法 解决 .不 要 匆匆 看 完 题 
后 就 承认 失败 . 首先 要 做 的 就 是 乐观 地 假设 这 个 问题 是 可 以 解决 的 . 在 
失败 几 次 之 后 你 才能 考虑 是 否 无 解 ， 如 果 不 这 样 做 ,也 不 必 马 上 承认 失 
败 ， 将 这 题 暂时 放下 接着 看 下 一 题 . 
现在 我 们 再 回头 看 看 这 个 问题 . 首先 让 我 们 开放 自己 
的 思维 ， 撒 开 所 有 的 规则 和 限制 条 件 . 这 种 异想天开 的 思 
维 很 有 趣 ， 对 解决 问题 也 很 有 帮助 . 比如 对 于 这 一 题 ， 解 
题 最 大 的 困难 在 于 图 中 上 方 标 有 4 和 C 的 小 方块 放 “ 错 ” © a 
了 位 置 . 所 以 我 们 为 什么 不 把 它们 重新 放置 从 而 使 问题 变 
得 容易 解决 呢 ? 请 看 右 图 . 
在 这 里 我 们 使 用 了 一 条 非常 重要 的 化 难为 易 的 战略 : 
如 果 给 出 的 问题 很 困难 ， 就 先 解 决 一 个 比 这 一 问题 简单 的 类 似 问题 . 






























































@ 在 此 非常 感谢 丹 尼 丝 : 享 特 向 我 提供 此 题 . 





当然 ， 我 们 还 没有 解决 原来 的 了 
问题 . 真 的 没有 吗 ? 我 们 将 上 图 中 的 A A [< 
小 方块 一 个 一 个 地 还 原 到 它 原来 的 
位 置 .我 们 先 移动 4 方块 ， 再 移动 
C 方块 ， 如 右 图 所 示 . 突然 发 现 问 
题 已 经 解决 了 ! 国 

这 个 问题 说 明了 一 个 道理 ， 大 部 分 人 面 对 这 一 问题 时 马上 就 宣称 不 存在 按 要 
求 连接 方块 的 线路 ， 而 解 题 高 手 不 会 这 样 想 ， 记 住 : 不 要 给 自己 时 间 上 的 压力 . 当 
你 解决 了 问题 或 发 现 它 无 解 的 时 候 ， 你 可 能 会 有 种 从 问题 中 “解脱 ”出 来 的 快感 . 
但 花费 一 定 的 时 间 去 理解 这 个 问题 会 让 人 感觉 更 好 , 不 要 匆忙 就 宣称 不 可 能 , 这 样 
做 是 欺骗 自己 . 

我 们 主要 通过 了 两 个 战略 解决 这 一 问题 ， 首 先 ， 我 们 使 用 了 培养 异想天开 和 
乐观 心态 的 心理 战略 ， 其次， 我 们 使 用 了 化 难为 易 逐 步 解 决 问题 的 战略 .很 幸运 ， 
我 们 发 现 化 简 后 问题 的 解 经 过 简单 的 变形 就 可 以 得 出 原 问 题 的 解 ， 为 什么 会 这 样 ? 
这 从 数学 上 讲 是 很 简单 的 : 该 问题 是 一 个 “拓扑 ”问题 ， 将 某 一 个 图 形 转化 为 一 个 
“拓扑 等 价 ” 问 题 的 技巧 非常 有 用 ， 但 在 我 们 看 来 ， 这 不 是 战略 ， 只 能 算是 解 题 的 
技术 工具 . 
创造 力 

很 多 数学 家 都 是 “柏拉图 式 理想 主义 者 ”， 他们 相信 问题 是 已 经 “存在 ”的 ,而 
人 们 所 要 做 的 就 是 去 “发 现 ”而 不 是 去 “创造 ”问题 ， 对 于 这 些 理想 主义 者 来 说 ， 
这 些 问题 的 解决 过 程 是 一 种 发 现 已 经 存在 的 解 的 艺术 . 因此 ,善于 解决 问题 的 人 必 
须要 有 开放 的 思想 ， 善 于 接受 他 们 身边 出 现 的 而 大 多 数 人 都 未 发 现 的 思想 . 

我 们 把 这 种 乐于 接受 新 思想 的 信念 称 为 创造 力 ， 在 实际 解 题 中 观察 它 的 使 用 
方法 就 像 看 魔术 表演 似 的 , 你 常常 会 惊讶 地 发 现 奇妙 的 事情 发 生 了 , 却 无 法 解释 是 
如 何 发 生 的 . 下 面 就 是 一 个 简单 问题 的 例子 ( 也 出 现在 第 6 页 题 1.3.1 ), 其 解 却 让 
人 出 乎 意外 .请 各 位 读者 在 看 答案 之 前 自己 先 思考 一 下 ! 

例 2.1.2 一 个 和 尚 仆 山 ， 他 早晨 8 点 钟 出 发 ， 中 午时 到 达 山 顶 ， 并 在 山顶 上 
过 了 一 夜 ， 第 二 天 早晨 ， 他 从 8 点 钟 开始 按 昨 天 上 山 时 的 路 径 下 山 ， 中 午 到 达 山 
脚 ， 证明 在 8 点 和 12 点 之 间 必 有 某 一 时 刻 ， 这 个 和 尚 在 上 下 山 途 中 到 达 同 一 地 
点 .〔 注意 题 中 并 没有 要 求 和 尚 以 什么 样 的 速度 行走 ， 比 如 ， 他 可 以 开始 时 以 每 小 
时 4 公里 的 速度 行走 , 然后 坐 下 休息 ,再 往 回 走 , 等 等 , 也 不 要 求 和 尚 上 下 山 的 速 
度 相同 . ) 

解答 首先 我 们 假设 这 个 和 尚 以 他 所 喜欢 的 任意 方式 登山 ， 在 他 第 二 天 早晨 开 
台 下 山 的 同一 时 刻 ， 有 另 一 和 尚 也 开始 在 山下 开始 息 山 ， 其 行走 的 过 程 同 第 一 天 第 
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一 个 和 尚 上 山 的 过 程 相同 . 因此 , 两 个 和 尚 必 在 途中 的 某 一 点 相遇 ,这 一 相遇 的 时 
间 和 地 点 就 是 我 们 要 找 的 答案 . 图 

这 个 解法 最 特别 的 地 方 就 在 于 非常 聪明 地 引入 了 第 二 个 和 尚 ， 这 一 思想 看 上 
去 毫 无 特色 ， 却 马上 很 顺利 地 解决 了 问题 〈 该 问题 的 常规 解法 见 第 50 页 ). 

这 就 是 创造 力 在 实际 解 题 中 的 运用 . 很 多 人 在 看 到 这 个 充满 想象 力 的 解法 时 
很 自然 地 反应 就 是 :“ 哇 ! 这 个 解答 是 怎么 想到 的 ? 我 怎么 就 想不到 ?” 实 际 上 ， 有 
时 当 你 看 到 一 个 有 创造 力 的 解法 时 ， 虽 然 很 羡 莫 ， 但 可 能 会 认为 自己 做 不 到 .的 
确 , 有 些 人 看 起 来 天 生 就 比 其 他 人 更 具有 创造 力 , 但 我 相信 任何 人 都 能 通过 学 习 变 
得 更 具有 创造 力 . 而 这 个 过 程 的 一 部 分 就 来 源 于 对 自信 心 的 培养 , 所 以 当 你 下 次 再 
见 到 一 个 精妙 的 解法 时 ， 再 也 不 会 惊 呼 : “我 怎么 就 想不到 ! ”而 会 想 :“ 真 是 好 主 
意 ! 就 和 我 曾经 的 想法 类 似 ， 下 次 我 也 要 用 上 ! 


要 学 会 大 方 地 将 别人 的 新 思想 拿 来 并 把 它 据 为 己 有 . 


这 样 做 并 没有 错 ， 因 为 思想 没有 专利 如果 的 确 是 个 好 主意 ,你 就 应 该 掌握 并 
熟练 应 用 它 ， 并 努力 地 用 更 新 颖 的 方式 使 用 它 ， 把 它 发 挥 到 极致 要 时 刻 关 注 那 些 
新 思想 , 并 在 你 磁 到 每 个 新 问题 时 都 尝试 能 否 用 你 刚 学 到 的 新 思想 进行 分 析 . 你 将 
别人 的 思想 拿 来 得 越 多 ， 使 用 得 越 熟 练 ， 你 就 越 有 可 能 提出 自己 的 新 思想 . 

提高 你 接受 新 思想 能 力 的 一 种 方法 就 是 保持 “放松 ”状态 , 培养 思维 上 的 周边 
视觉 人 类 视网膜 上 的 感受 器 细胞 大 部 分 都 集中 在 眼球 的 中 间 , 但 大 部 分 灵敏 感受 
器 却 分 布 在 眼睛 外 围 . 这 意味 着 在 白天 , 无 论 注视 什么 你 都 能 看 得 清楚 ,但 如 果 天 
黑 了 , 你 就 不 能 直接 看 到 所 注视 的 东西 , 但 却 能 够 在 视野 的 外 围 模 模糊 糊 地 看 到 它 
的 轮廓 〈 试 解 练习 题 2.1.10 ) 类似 地 ， 当 你 开始 解 题 前 的 分 析 时 ， 你 就 像 处 在 黑 
暗中 一 样 ， 直 接 去 看 题 是 没有 多 少 用 处 的 . 这 时 你 需要 放松 你 的 视觉 神经 , 努力 从 
周边 获得 灵感 . 就 像 波 利 亚 的 老鼠 一 样 ， 不 断 地 寻找 迁 回 的 路 径 和 诀 穿 ， 不 要 把 自 
己 陷 进 一 种 方法 而 不 可 自拔 ， 而 要 让 自己 试 着 有 意识 地 去 打破 或 转化 规则 . 

下 面 举 一 些 简单 的 例子 , 这 些 例子 中 有 很 多 都 非常 经 典 . 和 前 面 我 们 要 求 的 一 
样 ， 不 要 在 看 完 题 后 就 直接 看 解 题 过 程 ， 自 己 要 先 尝试 解决 它 ， 至 少 要 考虑 一 下 ! 





希望 各 位 读者 看 题 时 在 手边 放 一 张 对 折 的 草稿 纸 或 者 大 的 卡片 来 
记 住 问题 的 解答 部 分 ， 以 防 自己 受 不 住 诱惑 ， 还 没 思考 前 就 要 看 答案 


例 2.1.3 请 用 四 条 相连 的 直线 段 将 右 图 的 九 个 点 连 起 来 . 

解答 解 这 一 题 时 要 把 思维 从 九 个 点 组 成 的 虚拟 边界 中 解放 出 
来 ,否则 就 找 不 到 解答 ， 只 要 能 够 想到 将 点 和 点 之 间 的 连 线 延 长 到 
虚拟 边界 外 就 简单 多 了 ， 首 先 画 第 一 条 线 将 三 个 点 连 起 来 ， 然 后 确 
保 后 面 的 每 条 线 连接 的 点 数 不 少 于 两 个 就 可 以 了 ( 见 下 页 图 ). 国 
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例 2.1.4 帕 特 想 将 一 把 1.5 米 长 的 剑 带 上 火车 , 但 列车 
员 不 允许 他 将 长 剑 作 为 随身 行李 带 上 车 . 若 将 长 剑 托 运 ， 火 
车 上 又 规定 托运 行李 箱 最 长 不 能 超过 1 米 . 帕 特 怎样 才能 将 
长 剑 带 上 火车 呢 ? 
解答 ”如 果 你 把 自己 的 思维 局 限 在 二 维 空间 中 ， 这 一 题 
是 没 法 解决 的 .但 车 将 思维 从 平面 空间 中 解放 出 来 ， 马 上 就 
能 得 到 解 : 长 剑 可 以 放 在 一 个 长 宽 高 都 为 1 米 的 箱子 里 ， 因 
为 这 个 箱子 对 角 线 长 为 : V1 十 了 十 了 二 V3>1.5 米 ， 国 
例 2.1.5 ”字符 序列 0, T, 工 , FF, F, S, S, E, .… 的 下 一 个 字母 是 什么 ? 
解答 这 一 字 序 符 列 是 序列 one, two, three, four, .…. 的 首 字母 组 成 的 ， 因 此 
答案 为 “nine” 的 首 字 母 “N”. 国 
例 2.1.6 请 在 下 面 表格 中 的 空白 栏 处 填 上 正确 的 数 . 

















1 3 9 3 11 18 13 19 27 55 
2 6 2 7 15 8 17 24 34 29 
3 下 5 12 5 13 21 21 23 30 









































解答 乍 一 看 表格 的 第 一 行 让 人 感觉 无 从 下 手 ， 从 左 至 右 的 数字 递增 再 递减 ， 
然后 又 重复 ， 递 增 再 递减 . 看 上 去 毫 无 规律 . 但 谁 说 过 我 们 只 能 横 项 或 纵向 地 找 规 
律 ? 如 果 你 使 用 周边 视觉 从 整体 上 去 看 表格 ,你 就 能 发 现 一 些 规律 。 比 如 ， 有 很 多 
数字 都 是 3 的 倍数 .实际 上 ， 我 们 发 现 表格 中 隐藏 着 一 个 以 3 为 首 项 ， 公 差 为 3 
的 等 差 数 列 . 











1 3 9 3 11 18 13 19 27 55 
6 2 7 15 8 17 24 34 29 
3 由 5 12 5 13 21 21 23 30 









































一 旦 我 们 找到 这 些 数字 之 间 在 斜 线 方向 存在 规律 ， 就 能 很 容易 地 发 现 其 他 有 
规律 的 序列 ， 原 来 下 表 中 呈 斜 线 分 布 以 斜体 表示 的 数列 是 素数 序列 ! 


















































1 by 9 3 11 18 13 19 27 55 
6 2 7 15 8 17 24 34 29 
3 1 5 12 5 19 21 21 23 30 
而 剩 下 的 数 构成 的 数列 当然 是 斐 波 那 契 数列 〈 见 题 1.3.17 )， 所 以 表 中 最 后 一 
列 要 填 的 数 从 上 到 下 依次 为 31, 33, 89. 国 


例 2.1.7 请 找 出 下 面 序列 的 下 一 个 成 员 .” 


1,11,21,1211, 111221,... 





Q@ 非常 感谢 德里 克 ' 瓦 达 拉 向 我 推荐 此 题 ， 原 题 见 文献 [32] 第 277 页 . 
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解答 如 果 把 序列 中 的 每 一 项 看 成 是 一 个 数 ， 就 很 难 发 现 规律 . 但 谁 说 过 它们 
是 一 个 数 呢 ? 如 果 你 把 每 一 项 与 它 的 前 一 项 做 比较 ， 并 将 它 看 成 一 个 “符号 ”， 就 
能 发 现 : 序列 中 的 每 一 项 都 “描述 ”了 它 的 前 一 项 . 例如 , 第 三 项 是 21, 它 可 以 描 
述 为 “一 个 2 和 一 个 1”， 即 1211， 刚 好 是 序列 的 第 四 项 ， 而 这 又 可 以 描述 为 “一 
个 1、 一 个 2 和 两 个 1”， 即 111221， 因 此 下 一 项 就 是 312211 (“三 个 1、 两 个 2 
= 四 

例 2.1.8 三 个 女人 要 登记 入 住 一 个 每 晚 花费 27 美元 的 汽车 旅馆 她 们 每 人 
给 了 行李 工 10 美元 代 她 们 去 前 台 交 钱 ， 并 要 她 找 回 3 美元 . 行李 工 到 前 台 时 ， 得 
知 房间 每 晚 只 要 25 美元 ， 于 是 她 把 25 美元 交 给 前 台 . 回 到 房间 后 ， 她 交 给 每 个 
客人 1 美元 , 而 隐瞒 了 房间 实际 的 价格 . 因此 行李 工 就 私吞 了 2 美元 , 而 每 个 客人 
付出 了 10 一 1 = 9 美元 ， 加 在 一 起 共 2 十 3 x 9 = 29 美元 问 还 有 1 美元 哪 去 了 ? 

解答 ”该 题 故 意 将 读者 引 到 思考 行李 工 所 获得 的 收入 与 客人 所 付出 的 钱 相 加 
应 等 于 30 美元 的 思路 上 来 . 例如 ， 我 们 将 思维 延伸 : 如 果 房 费 是 0 美元 呢 ? 这 时 
那 位 行李 工 就 可 以 将 27 美元 私 存 了 ， 而 客人 付出 的 还 是 27 美元 ， 两 者 相 加 就 等 
于 54 美元 了 ! 这 里 实际 的 “恒定 不 变量 ”并 不 是 30 美元 ,而 是 客人 付出 的 27 美 
元 ， 它 等 于 行李 工 所 得 到 的 2 美元 加 上 送 到 前 台 的 房 费 25 美元 . 图 

上 面 的 每 个 例题 都 有 一 个 共同 的 主题 : 不 要 给 自己 的 思维 强加 不 必要 的 束缚 . 
无 论 你 什么 时 候 碰 到 问题 ， 都 值得 花 1 分 钟 或 更 长 时 间 来 问 自 己 :“ 难 道 我 一 定 要 
给 自己 强加 本 不 需要 的 规则 吗 ? 难道 我 就 不 能 改变 规则 或 把 规则 转变 成 对 我 有 利 
的 吗 ?” 

好 和 孩子 最 终 也 许 会 做 到 上 述 要 求 ， 也 有 可 能 做 不 到 ， 但 我 知道 : 


淘气 、 顽 皮 的 孩子 总 是 比 文静 、 顺 从 的 孩子 更 能 解决 问题 . 


打破 或 转变 一 些 规则 . 这 不 会 伤害 到 任何 人 , 而 你 自己 却 能 从 中 得 到 乐趣 ,你 将 会 
从 此 开始 解决 新 的 问题 . 

本 三 最 后 ,我 们 用 唐纳德 纽曼 ( 以 不 同 的 方式 ) 提出 的 “积极 行为 问题 ” 作 
为 总 结 . 从 数学 角度 来 说 ， 该 问题 要 比 和 尚 登 山 问题 复杂 ， 但 它 的 解 非常 简洁 有 
趣 ， 我 们 现在 用 的 解 是 吉姆 : 普罗 普 给 出 的 . 

例 2.1.9 考虑 由 有 限 个 小 球 相连 组 成 的 网 格 ， 
其 中 一 些小 球 之 间 用 细 线 相连 ， 现 将 球 染 成 黑色 或 
白色 ， 如 果 与 每 个 白 球 相连 的 黑 球 数 至 少 与 和 它 相 
连 的 白 球 一 样 多 , 并 且 与 每 个 黑 球 相连 的 白 球 数 至 少 
与 和 它 相连 的 黑 球 一 样 多 ， 则 称 这 个 网 络 为 “集成 ” “ 
的 .例如 右 图 所 示 的 就 是 同一 个 网 络 的 两 个 不 同 种 
类 . 按 定义 左边 的 网 络 不 是 集成 的 ,因为 球 a 有 两 个 
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白 球 (c, gd) 与 其 相连 ， 而 上 只 有 一 个 黑 球 (5) 与 其 相连 .而 右边 的 网 络 是 集成 的 . 
问 : 给 定 任 一 个 网 络 ， 是 否 一 定 可 以 通过 将 小 球 染色 而 使 之 成 为 集成 的 ? 
解答 答案 是 “可 以 ” 我 们 称 连接 两 个 不 同 颜色 小 球 的 连 线 是 “平衡 ”的 . 例 

如 图 中 第 一 个 网 格 中 的 球 a 与 球 b5 之 间 的 连 线 是 平衡 的 ， 而 球 a 与 球 c 之 间 的 连 

线 是 不 平衡 的 ， 这样 一 来 ， 该 题 非常 有 趣 的 解 就 是 : 


使 平衡 线 的 数量 达到 最 大 ! 


现在 我 们 来 解释 这 个 精巧 的 解 是 如 何 得 到 的 ! 我 们 考虑 一 个 给 定 网 络 所 有 可 
能 的 小 球 染 色情 况 , 黑白 小 球 的 数量 有 限 , 所 以 必 有 一 种 情况 ( 可 能 超过 一 种 ) 能 
够 产生 最 大 数量 的 平衡 线 . 我 们 称 这 种 情况 下 的 染色 是 集成 的 , 否则 ， 我们 认为 染 
色 是 非 集成 的 . 因此 在 这 种 情况 下 , 必 有 一 部 分 被 染 成 白色 (这样 假 设 并 不 失 一 般 
性 ) 的 小 球 ， 称 为 4， 与 其 相连 的 白 球 要 比 黑 球 多 . 观察 从 4 发 散 出 的 所 有 细 线 ， 
只 有 连接 4 与 黑 球 之 间 的 细 线 才 是 平衡 的 ， 这 时 我 们 发 现 从 4 发 散 出 的 细 线 更 多 
的 是 非 平衡 的 . 然而， 如果 我 们 将 所 有 的 4 球 染 成 黑色 ， 则 从 4 发 散 出 的 细 线 中 
平衡 线 要 比 非 平衡 线 多 ， 因 此 将 球 4 重新 染色 只 影响 从 4 发 散 出 的 细 线 ， 可 知 ， 
将 球 4 重新 染色 可 产生 比 之 前 更 多 的 平衡 线 . 这 与 我 们 前 面 假定 未 重新 将 球 4 染 
色 前 情况 下 平衡 线 的 数量 已 达到 最 大 相 矛 盾 ! 

概括 地 来 说 ,我 们 得 到 : 如 果 一 种 染色 是 非 集成 的 ， 则 不 能 使 平衡 线 的 数量 达 
到 最 大 . 因此， 使 平衡 线 的 数量 最 大 的 染色 一 定 是 集成 的 ! 国 

你 能 从 这 一 解答 中 得 到 什么 新 颖 的 思路 吗 ? 当然 , 这 取决 于 你 解 题 的 经 验 , 但 
我 们 能 够 从 中 提炼 出 解决 问题 的 关键 所 在 : 使 平衡 线 的 数量 最 大 .其 根本 思想 就 
是 极端 原理 ， 实 际 上 也 就 是 经 验 丰富 的 解 题 者 最 喜欢 的 “历史 著名 问题 ”战术 ( 见 
3.2 市 ). 乍 一 看 ， 在 解 题 中 使 用 极端 原理 就 像 看 空手 道 高 手 毫 不 费力 地 打 断 一 块 
木板 一 样 . 一 旦 你 自己 也 熟练 掌握 这 一 方法 ,你 就 会 发 现 “ 打 断 多 块 木板 ”并 不 是 
很 困难 的 事 . 这 一 题 的 解法 的 另 一 显著 特点 则 是 对 反 证 法 的 熟练 运用 . 可 以 说 ,这 
个 解答 是 一 个 非常 标准 的 证 明 方 法 ( 见 2.3 节 ) . 

这 并 不 意味 吉姆 : 普罗 普 的 解答 不 够 巧妙 . 可 以 说 , 这 是 我 们 见 过 的 最 简短 有 
趣 的 方法 之 一 . 它 最 迷人 之 处 在 于 它 简单 的 方法 要 素 ， 就 像 折纸 艺术 一 样 ,仅仅 用 
一 张 白 纸 就 能 折 成 非常 漂亮 的 令 人 惊奇 的 艺术 品 . 记 住 ， 这 本 书 的 书 名 是 The Art 
and Craft of Problem Solving， 技巧 是 前 提 ， 这 是 我 们 一 直 所 强调 的 ， 没 有 方法 就 
不 可 能 有 好 的 艺术 . 但 最 终 解 决 问题 的 经 验 却 是 一 种 美学 . 很 多 有 趣 的 问题 通常 也 
是 非常 唯美 动人 的 ， 它 们 的 解 就 像 诗歌 或 绘画 一 样 令 人 赏心悦目 . 

好 了 ， 我 们 言 归 正 传 ! 你 怎样 才能 成 为 解决 问题 的 大 师 呢 ? 答案 非常 简单 : 
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坚忍 的 心理 素质 可 以 通过 逐渐 加 大 所 解决 问题 的 难度 和 数量 来 培养 .要 培养 创新 
的 思维 就 需要 有 意 地 让 自己 打破 规则 ， 有 意识 地 接受 别人 的 新 思维 (包括 要 “ 毫 无 
羞 愧 ” 地 将 其 据 为 已 有 ). 不 要 怕 走 弯路 , 试 着 不 要 让 失败 压抑 自己 的 思维 . 要 像 波 
利 亚 的 老鼠 一 样 , 即使 经 过 无 数 次 的 失败 仍 保持 着 要 尝试 其 他 方法 的 心 . 但 你 其 实 
又 不 完全 像 波 利 亚 的 老鼠 , 因为 即使 你 解决 不 了 问题 也 不 会 有 性 命 之 忧 . 记 住 这 点 
很 重要 . 解决 问题 不 是 一 件 易 事 , 但 确实 是 一 件 乐 事 , 至 少 大 部 分 的 时 候 是 这 样 的 . 

最 后 ,就 是 要 进行 大 量 的 练习 . 能 否 解 决 所 有 问题 ,这 并 不 重要 . 将 那么 几 个 
不 能 解决 的 问题 留 在 脑海 里 ,并 经 常 有 意 无 意 地 回想 起 它们 , 这 是 件 好 事 . 就 让 我 


们 从 下 面 这 些 问 题 开始 吧 ! 


问题 与 练习 


开始 的 一 些 题 (2.1.10-2.1.12 ) 是 训练 心理 的 练习 题 ， 你 没 必 要 都 去 做 ， 但 希 
望 能 看 一 遍 并 选 几 道 题 做 下 ( 其 中 一 些 题 很 长 , 读 起 来 需要 花 不 少时 间 和 精力 ,你 
可 以 做 个 日 志 以 便 记忆 ). 其 余 的 大 部 分 题 都 是 脑筋 急 转 弯 之 类 的 ,主要 是 训练 你 
的 开放 性 思维 ， 还 有 一 小 部 分 是 开放 题 ， 从 而 激发 你 的 想象 力 . 


题 2.1.10 下 面 我 们 来 做 两 个 有 趣 的 试验 , 你 
可 以 发 现 , 你 的 周边 视觉 虽 没 有 中 央视 线 敏 锐 ， 
但 要 更 敏感 . 

1. 在 一 个 晴朗 的 夜晚 ,注视 昂 宿 星团 ， 因 
为 该 星座 有 七 个 最 亮 的 星 ， 因 此 也 被 称 为 七 姐 
妹 星 团 ， 试 着 用 你 的 周边 视觉 看 着 星座 ， 而 不 
是 直接 盯 着 看 ， 即 : 只 是 去 “感受 ” 它 而 不 是 
去 “看 ” 它 , 你 会 发 现 自己 能 看 到 更 多 的 星星 . 

2.， 面 向 一 堵 墙 站 立 ， 让 你 的 朋友 拿 着 一 

张 写 有 字母 的 纸 片 缓慢 移动 进 你 的 视野 ， 你 会 
发 现 自己 只 会 先 注意 纸 片 的 移动 ， 然 后 才 注 意 
纸 片 上 的 字母 . 
题 2.1.11 很 多 运动 员 都 受益 于 “交叉 训练 ” 
方法 ， 即 为 了 提高 自己 所 从 事 的 体育 项 目的 成 
绩 ， 经 常会 有 规律 地 练习 其 他 体育 项 目 ， 比 如 
自行 车 运动 员 会 练 举重 或 慢跑 .同样 ， 当 我 们 
主要 把 精力 集中 在 解决 数学 问题 时 ， 多 样 化 的 
训练 也 是 有 帮助 的 .下 面 是 一 些 建议 

(a) 如 果 英 语 是 你 的 母语 ， 可 以 玩 些 文字 
游戏 ,很 多 报纸 上 都 有 .规则 就 是 : 将 被 打 乱 
顺序 的 字母 重新 拼 成 一 个 字 ， 例如 djauts 拼 
成 adjust， 试 着 做 做 这 个 游戏 ,达到 几乎 在 瞬 























间 无 意识 地 解 出 字谜 , 这 有 助 你 训练 自己 复杂 
的 联想 能 力 ， 同时， 你 也 会 发 现 这 种 字谜 能 
帮助 你 从 后 向 前 、 上 下 苏 倒 甚至 以 三 角形 的 形 
式 读 出 原文 字 ， 因 为 这 种 “重新 叙述 ”问题 的 
行为 会 使 你 的 思维 更 开阔 . 

(b) 另 一 种 非常 有 趣 的 文字 游戏 是 破解 密 
码 ， 即 破译 一 段 通过 替换 单个 字母 加 密 的 文字 
(例如 , 将 4 用 工 代 替 , B 用 G 代 蔡 , 等 等 ) 
如 果 你 做 到 不 动笔 就 几乎 能 破译 所 有 的 密码 ， 
便 能 提高 联想 能 力 、 演 绎 能 力 和 专注 能 力 . 

(c) 标准 的 纵横 字谜 游戏 也 很 有 趣 ， 但 在 
这 里 我 不 准备 着 重 推荐 大 家 玩 这 个 ， 因 为 它 只 
适合 训练 简单 的 联想 ， 数 独 游戏 也 是 一 样 ， 因 
为 它 包含 着 很 标准 的 逻辑 思维 .实际 上 ， 它 们 
都 可 以 训练 你 的 专注 能 力 和 逻辑 思维 ， 特 别 是 
在 你 想 找到 新 的 解 题 战略 时 .但 千 万 别 沉迷 于 
这 些 游戏 ,我 们 还 有 很 多 其 他 的 事情 需要 思考 . 

(d) 我 们 也 可 以 玩 一 些 战略 游戏 ， 如 国际 
象棋 或 者 围棋 ， 如 果 你 玩 纸牌 ， 可 以 试 着 在 玩 
牌 时 记 下 别人 出 的 牌 . 

(e) 学 习 一 门 乐器 ， 如 果 你 以 前 学 过 ， 那 
从 现在 开始 重新 练习 吧 . 





(学 习 一 种 “冥想 ”运动 项 目 ， 比 如 瑜 
伽 、 太 极 、 合 气 道 等 ， 西式 的 运动 项 目 如 高 尔 
夫 球 和 保龄球 也 可 以 . 

(g) 看 看 名 著 和 别人 的 解 迷 过 程 . 我 最 喜 

欢 的 小 说 有 艾 伦 : 坡 (他 也 是 破译 密码 的 天 
才 ) 的 《 金 甲虫 少 柯南 : 道 尔 的 《福尔摩斯 探 
案 》 系 列 (演绎 和 推断 方面 的 名 著 ), 奥 根 : 海 
瑞 格 〈 一 个 到 日 本 学 习 剑 术 的 西方 人 ， 他 真正 
学 到 了 怎样 集中 精神 ) 的 《剑术 与 禅 心 》， 以 
及 阿尔 弗 雷 德 . 兰 辛 的 《坚忍 号 》( 讲述 了 在 
南极 洲 遇 到 海难 后 通过 顽强 的 毅力 而 逃生 的 
真实 故事 ) . 
题 2.1.12 如 果 你 很 难 做 到 长 时 间 集 中 精力 ， 
可 以 试 试 下 面 的 训练 : 学 习 一 些 心 算 . 首先 ， 
计算 1 到 32 的 平方 ， 并 记 下 结果 ， 然 后 使 用 
恒等式 z2 -内 = (zx 一 y)(z 十 y) 快速 心算 ， 
例如 ， 要 计算 872， 我 们 可 以 使 用 等 式 : 














872? — 32 = (87 — 3)(87 + 3) 
= 84x90 
=10x (80x 9+4x9) 
= 7560. 


因此 87? = 7560 十 32 = 7569. 练习 该 方法 ， 
直到 能 快速 、 准 确 地 心算 出 两 位 数 的 平方 . 然 
后 再 尝试 计算 三 位 数 的 平方 ， 例 如 : 
5772 = 600 x 554 + 23? 
= 332 400 十 529 
= 332 929. 


这 样 的 心算 能 力 会 让 你 的 朋友 们 留 下 深刻 印 
象 ! 虽然 这 只 是 简单 的 练习 题 ， 但 做 这 些 题 有 
助 于 你 集中 精力 ， 这 种 锻炼 听觉 和 视觉 记忆 的 
方法 可 以 使 你 在 解决 更 困难 的 问题 时 更 易于 
集中 精力 . 


题 2.1.13 什么 时 候 研究 问题 并 不 重要 , 重要 
的 是 你 要 花费 时 间 思 考 . 但 要 注意 自己 的 习惯 
和 规律 . 例如 ， 如 果 你 思维 最 活跃 的 时 间 是 在 
早晨 淋浴 后 或 午夜 听 完 摇滚 音乐 后 ， 那 么 你 就 
应 该 在 每 天 选择 这 些 时 间 来 思考 问题 ，( 研究 
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发 现 走 路 或 跑步 有 益 于 思考 ,不信 你 可 以 尝试 
一 下 . ) 
题 2.1.14 如 果 你 现在 已 经 建立 了 适合 自己 
思考 的 时 间 规 律 ， 那么 就 请 尝试 偶尔 去 打破 这 
一 规律 。 比 如， 如 果 你 习惯 在 早晨 找 个 安静 的 
地 方 思考 ， 那 么 偶尔 去 尝试 一 下 在 晚上 听 音 乐 
会 时 或 者 其 他 时 间 来 考虑 问题 ， 这 就 是 我 们 在 
第 18 页 提 到 的 “打破 规则 ”的 方法 . 
题 2.1.15 下 面 请 做 个 思维 创新 的 练习 , 这 项 
练习 非常 有 趣 : 选 一 个 物体 ， 比 如 砖 块 ， 然 后 
尽 可 能 快速 地 给 出 它 的 更 多 用 途 ， 尝 试 不 受 任 
何 思维 的 约束 ， 甚 至 用 一 些 可 笑 的 想法 . 
题 2.1.16 一 类 趣味 问题 的 来 源 是 “横向 思 
维 ” 难 题 . 例如 ， 见 文献 [28]. 这 些 问题 通常 
都 来 源 于 日 常生 活 , 但 要 解决 这 些 问 题 需要 运 
用 大 量 的 周边 视觉 能 力 . 我 推荐 将 这 些 问题 作 
为 热身 题 . 
题 2.1.17 将 非 负 整数 分 成 如 下 三 组 : 

A= {0, 3, 6, 8, 9,.…… }, 

B= {1,4,7,11,14,...}, 

C = {2,5,10,13,.…}. 
请 你 解释 这 样 分 组 的 依据 
题 2.1.18 你 被 困 在 一 座 长 宽 高 都 为 15 米 ， 
且 离 地 30 米 高 的 房子 里 ， 房 子 拐角 处 靠近 地 
板 的 地 方 有 一 扇 打 开 的 窗户 , 窗 边 有 一 个 很 结 
实 的 钧 子 固定 在 地 板 上 .所 以 ， 如 果 你 有 一 根 
30 米 长 的 绳子 ， 就 可 以 把 绳子 的 一 头 系 在 钩 
子 上 ,然后 沿 着 绳子 候 下 去 逃生 . 现 有 两 根 长 
为 15 米 的 绳子 被 固定 在 天 花 板 上 ， 靠 近 中 央 ， 
相距 0.3 米 . 假定 你 能 够 轻松 顺 绳子 攀 息 ， 擅 
长 给 绳子 打 结 ， 而 且 带 有 一 把 锋利 的 小 刀 ， 除 
此 之 外 再 无 其 他 工具 (甚至 连 衣 服 都 没有 ) . 
绳子 非常 结实 ， 足 以 承受 你 的 体重 ， 但 不 能 纵 
向 切割 绳子 . 你 能 够 从 离 地 面 不 超过 3 米 高 的 
地 方 跳 下 逃生 . 问 : 怎样 做 才能 从 房 中 逃生 ? 
题 2.1.19 一 群 相互 嫉妒 的 教授 被 锁 在 房 里 ， 
每 人 只 有 一 支 铅笔 和 一 小 片 纸 ， 他们 想 找 出 所 
有 人 的 平均 (是 平均 数 , 而 不 是 中 位 数 ) 薪酬 ， 
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以 确定 自己 的 工资 是 否 比 其 他 人 高 . 但 每 个 人 
都 想 保 密 ， 不 让 其 他 人 知道 有 关 自 己 薪酬 的 信 
息 . 问 : 在 这 种 每 个 人 都 只 知道 自己 的 薪酬 ， 
而 不 知道 其 他 人 薪酬 的 任何 信息 的 情况 下 ,能 
确定 他 们 所 有 人 的 平均 薪酬 吗 ? 类 似 “ 三 个 人 
的 工资 之 和 超过 40000 元 ”或 “每 个 人 的 工 
资 都 不 超过 90 000 元 ”的 信息 是 不 允许 的 . 
题 2.1.20 A 瓶装 有 1/4 瓶 牛 奶 ，B 瓶装 有 
1/4 瓶 黑 咖 啡 . 把 B 瓶 中 一 部 分 咖啡 倒 人 A 瓶 
中 搅拌 ， 然 后 再 从 A 瓶 中 倒 和 一 部 分 液体 到 
B 瓶 中 , 直到 每 瓶 中 液体 的 体积 相等 . 问 : A 瓶 
中 咖啡 的 量 与 B 瓶 中 牛奶 的 量 之 间 有 何 关系 ? 
题 2.1.21 印第安 纳 : 琼斯 一 行 四 人 要 过 一 座 
在 大 峡谷 上 摇摇欲坠 的 1 公里 长 的 绳索 桥 . 天 
非常 黑 , 没有 手电 简 根 本 就 没 办 法 过 桥 , 此 外 ， 
这 座 桥 只 能 承受 两 个 人 的 重量 . 这 队 人 只 带 有 
一 支 光 线 较 弱 的 手电 简 ， 所 以 无 论 什么 时 候 最 
多 只 能 让 两 个 人 一 组 过 桥 ， 且 以 过 桥 速度 较 慢 
的 人 的 速度 走路 .琼斯 花 5 分 钟 就 可 以 过 桥 ， 
他 的 女 朋 友 却 要 花 10 分 钟 才能 过 桥 ， 他 爸爸 
则 要 20 分 钟 才 行 ， 他 和 爸爸 的 朋友 需要 25 分 
钟 . 为 逃避 恶人 ,他 们 必须 在 1 小 时 之 内 全 部 
安全 过 桥 .。 他们 能 做 到 吗 ? 

题 2.1.22 我 们 对 帕斯卡 三 角 ( 见 第 9 页 
题 1.3.16 ) 已 经 有 了 初步 的 了 解 . 请 你 寻找 
一 种 从 帕斯卡 三 角 中 得 到 斐 波 那 契 数列 的 方 
法 ( 见 第 9 页 题 1.3.17 ) . 


题 2.1.23 例 1.1.2 中 我 们 猜想 : 
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2.2 ”开始 分 析 问 题 的 战略 


nil 


试验 并 猜想 更 一 般 的 类 似 的 公式 ， 其 中 分 母 是 
三 项 乘积 ， 并 进行 进一步 推广 . 

题 2.1.24 如 图 所 示 , 你 可 以 不 走 重复 路 线 地 
一 笔画 出 图 A 所 示 的 图 形 . 但 无 论 如 何 , 看 上 
去 你 都 不 可 能 一 笔画 出 图 B 所 示 的 图 形 .你 
能 找到 快速 确定 某 个 图 形 是 否 能 一 笔画 出 的 


标准 吗 ? 


A B 











题 2.1.25 欺骗 性 的 问题 . 下 面 的 所 有 问题 看 
上 去 好 像 都 有 明显 的 解 ， 但 实际 并 非 如 此 ， 这 
些 明 显 的 解 并 不 正确 . 请 思考 并 解决 如 下 问题 . 

(a) 一 天 ， 玛 莎 说 : “我 已 经 经 历 了 5 个 
“ 某 十 年 代 ”' . ”通过 四 人 金 五 人 到 整数 ， 她 最 年 
轻 的 年 龄 可 能 是 多 少 ? 

(b) 从 图 书馆 随意 找 一 本 书 ， 你 找到 的 书 
有 90% 的 可 能 含有 插图 ， 从 所 有 含有 插图 的 
书 中 随意 找 一 本 ， 则 有 90% 的 概率 能 拿 到 含 
有 彩色 插图 的 书 ， 如 果 图 书馆 藏 有 10 000 本 
书 ， 则 含有 彩色 插图 的 书 至 少 有 多 少 本 ? 

(c) 向 上 抛 一 枚 均匀 硬币 ， 你 至 少 需要 抛 
多 少 次 ， 才 使 得 最 少 有 50% 的 概率 连续 出 现 
至 少 三 次 正面 朝 上 ? 

(d) 现 有 两 个 多 面体 ( 即 有 多 个 面 的 固 
体 )， 所 有 的 边 长 都 为 1， 其 中 一 个 为 底面 是 
正方 形 的 棱锥 ， 另 一 个 是 四 面体 〈 一 个 四 面体 
是 由 四 个 三 角形 组 成 的 ). 假定 我 们 将 两 个 多 
面体 沿 着 三 角形 的 一 面 粘 在 一 起 ( 粘 在 一 起 的 
两 个 面 完全 重合 ). 问 : 新 的 多 面体 有 儿 个 面 ? 





读 完 上 一 节 关 于 解 题 的 心理 战略 ， 你 可 能 会 感到 一 片 茫然 ， 也 许 你 会 问 :“ 如 
果 都 不 知道 如 何 开 始 分 析 问 题 ， 怎 么 能 学 会 解决 问题 呢 ? ”到 现在 为 止 ， 我 们 已 
经 提 到 了 四 种 非常 实用 的 战略 : 例 1.2.1 中 提 及 的 倒 推 法 和 化 抽象 为 具体 的 战略 ， 
例 2.1.1 中 提 及 的 异想天开 和 化 难为 易 的 战略 .可 以 说 这 些 战略 再 加 上 其 他 几 种 战 


略 足以 帮助 我 们 进行 解 题 前 的 分 析 . 


2.2 ”开始 分 析 问 题 的 战略 ”23 


就 像 之 前 所 讲 的 一 样 ， 任 何 成 功 的 解 题 过 程 都 包含 两 步 : 分 析 问 题 与 论证 问 
题 . 一 般 来 说 ， 相 对 于 精练 正式 的 论证 过 程 ， 分 析 过 程 总 是 让 人 觉得 星 汲 难 懂 . 但 
分 析 是 解决 问题 的 关键 . 分 析 的 过 程 总 是 伴随 着 曲折 、 错 误 以 及 对 题 意 的 误解 . 一 
旦 问题 得 到 解决 , 就 能 很 容易 回头 检查 自己 长 长 的 分 析 过 程 , 并 思考 为 什么 花 了 那 
么 长 时 间 才 找到 解 题 的 关键 . 对 每 个 人 来 说 ,这 就 是 解决 问题 的 本 质 : 只 有 当 你 长 
时 间 付 出 大 量 的 精力 ， 有 时 甚至 得 不 到 任何 成 果 , 才 会 灵光 一 现 , 找到 解决 问题 的 
关键 . 因此 ， 

鼓励 大 家 去 分 析 的 事情 就 是 好 事情 
下 面 是 一 些 特定 的 建议 . 
第 一 步 : 问题 的 定位 

在 解决 问题 前 必须 要 做 的 一 些 事 : 
仔细 看 题 . 注意 措 词 ， 如 正 还 是 负 、 有 限 还 是 无 限 等 . 
开始 归 类 : 是 “解答 ” 题 还 是 “证 明 ” 题 ? 该 问题 是 否 和 你 以 前 见 过 的 题 
目 类 似 ? 
仔细 辨别 假设 和 结论 . 
尝试 一 些 快捷 的 基本 的 头脑 风暴 : 

一 试 着 引入 一 些 方便 的 记号 . 

一 一 些 特定 的 论证 方法 ( 见 2.3 节 ) 是 否 貌 似 可 信 ? 

一 你 能 否 赁 直觉 猜 出 一 个 可 能 的 结果 ? 相信 你 的 直觉 ! 

一 题 中 是 和 否 含 有 看 上 去 很 重要 的 关键 词 或 概念 ” 例如 ， 素 数 、 完 全 平 

方 数 或 无 限 序列 等 概念 是 否 在 题 中 扮演 重要 角色 ? 

当 你 完成 这 些 工 作 后 ，( 千 万 不 要 着 急 ! ) 回头 再 重新 做 一 遍 . 多 看 几 遍 题目 
是 非常 有 好 处 的 . 当 你 重新 思考 题目 的 类 别 、 假 设 和 结论 时 ， 问 问 自己 是 否 能 用 公 
式 化 语言 重新 叙述 题目 . 例如 , 题目 的 假设 第 一 眼看 上 去 并 不 重要 , 你 在 第 一 次 看 
完 题 后 只 是 在 心里 将 它 逐 字 地 重复 了 一 遍 . 但 如 果 尝 试 着 去 重新 叙述 一 遍 时 ， 你 
也 许 会 从 中 发 现 新 的 信息 ， 有 时 仅仅 用 新 的 概念 重新 表述 一 过 假设 和 结论 就 能 给 
解 题 带 来 重要 帮助 (如 第 4 页 例 1.2.1 ) ， 同样， 可 以 注意 下 如 何 通过 重新 叙述 题 
目的 方法 来 解决 户口 调查 员 问题 (第 2 页 例 1.1.3 ). 大 家 还 可 以 回想 在 第 17 页 
例 2.1.7 中 ， 我 们 是 怎样 更 巧妙 地 重新 叙述 序列 1, 11, 21, 1211, 111221,… 来 解 题 
的 . 通常 大 家 可 能 都 是 默默 地 阅读 问题 , 但 有 些 人 喜欢 通过 大 声 地 朗读 题目 来 激发 














解 题 的 灵感 (如 将 “1211” 读 成 “一 二 一 一 ”而 不 是 “一 千 二 百 一 十 一 ”就 能 很 快 
找到 答案 了 ) . 


在 考虑 问题 的 结论 时 ， 特 别 是 解答 类 型 的 题 ， 有 时 自己 先 “ 猜 想 ” 一 个 答案 ， 
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然后 将 它 代 到 题 中 来 重新 阅读 问题 是 非常 有 帮助 的 .你 猜想 的 答案 有 可 能 是 错误 
的 ， 但 脑 中 带 着 这 个 答案 重新 阅读 问题 ， 将 有 助 于 你 明白 为 什么 这 个 答案 是 错误 


的 ， 从 而 认识 到 问题 中 一 些 更 重要 的 限制 条 件 . 

不 要 在 问题 的 定位 上 花 太 多 的 时 间 . 一 旦 你 清楚 了 问题 和 问题 的 条 件 , 你 就 已 
经 完成 了 对 问题 的 定位 . 你 可 以 花 些 时 间 猜 测 问题 的 答案 或 方法 , 但 不 要 对 此 有 太 
多 期 待 ， 通常 这 需要 进一步 分 析 . 


我 已 经 完成 了 定位 ， 接 下 来 怎么 做 呢 


这 时 , 你 已 经 理解 了 问题 问 什么 , 也许 对 接 下 来 的 工作 也 有 了 一 些 想法 . 这 里 
我 再 重复 一 遍 ， 这 涉及 我 们 已 经 学 过 的 四 个 基本 “启动 ”战略 : 倒 推 法 、 化 抽象 为 
具体 、 异 想 天 开 和 化 难为 易 ， 接 下 来 我 们 将 详细 地 讨论 这 些 战 略 . 


化 抽象 为 具体 这 一 战略 做 起 来 比较 容易 ， 而 且 也 比较 有 趣 ， 需 要 发 散 思 维 并 
做 试验 . 即 根据 题目 意思 ,代入 一 个 个 具体 的 数字 , 直到 能 从 具体 的 结果 中 找到 规 
律 , 然 后 接着 做 下 去 , 看 是 否 能 总 结 出 产生 你 所 找到 规律 的 原因 . 大 部 分 人 可 能 不 
知道 , 很 多 高 水 平 的 数学 研究 都 是 通过 这 种 低 技术 含量 的 方法 做 出 来 的 . 被 大 家 公 
认为 历史 上 最 伟大 的 数学 家 之 一 的 高 斯 ( 见 第 63 页 )， 就 是 这 一 方法 的 狂热 痴迷 
者 . 有 一 次 , 他 曾经 很 疯狂 地 计算 满足 不 等 式 zz 十 刀 < 90 000 成 立 的 整数 对 个 数 .” 

倒 推 法 当 你 知道 问题 的 结论 以 后 ， 不 妨 想 一 想 : “什么 样 的 条 件 才能 通过 一 
步 就 推 得 这 一 结论 ?” 有 时 你 一 旦 想到 这 一 点 , 往 回 倒 推 一 步 就 非常 “明显 ”了 . 你 
的 做 题 经 验 越 丰富 ， 就 越 能 明显 地 看 出 前 一 步 条 件 . 例如 , 假定 4 和 B 是 两 个 看 
上 去 没有 什么 关系 的 奇怪 表达 式 ， 然 而 你 必须 要 证 明 4 = B. 往 回 倒 推 一 步 应 该 
是 分 别 证 明 4 > B 和 B > 4. 如 果 你 要 想 证 明 4 承 B, 往 回 倒 推 一 步 ， 也 许 你 可 
以 证 明 4 总 是 偶数 ， 而 总 是 奇数 ， 从 而 使 结论 成 立 .， 当 你 磁 到 问题 时 ， 都 应 该 
花 些 时 间 思 考 下 从 结论 往 回 倒 推 一 步 可 能 的 结果 是 什么 . 当然 , 这 样 做 有 时 可 能 会 
失败 ， 但 有 时 这 一 方法 的 确 可 以 作为 一 种 证 明 的 战略 ( 见 后 面 的 2.3 节 ) . 

异想天开 和 化 难为 易 这 两 个 战略 主要 是 通过 将 心理 与 数学 相 结合 的 方法 来 
突破 开始 时 的 僵局 .你 可 以 想 一 想 : 是 什么 限制 条 件 使 得 问题 变 得 很 难 解决 ? 然 
后 ， 想 办 法 把 这 一 条 件 排 除 掉 ! 题目 也 许 并 不 允许 你 这 样 做 ,但 有 谁 会 在 意 这 些 
呢 ? 暂时 避 开 问题 最 难 的 部 分 能 使 你 的 解 题 工作 取得 进展 , 也 许 还 能 从 中 找到 突破 
点 . 例如 ， 如 果 题 中 涉及 又 大 又 讨厌 的 数 ， 就 用 一 个 很 小 很 漂亮 的 数 代替 它 . 如果 
题 中 涉及 复杂 的 代数 分 式 或 开 方 数 ， 我 们 可 以 试 着 解决 一 个 没有 这 一 项 的 相似 问 
题 ， 在 最 理想 的 情况 下 ， 和 暂时 避 开 问题 的 困难 部 分 将 能 使 你 得 到 很 有 启发 性 的 解 ， 
如 第 14 页 例 2.1.1. 而 在 最 不 理想 的 情况 下 , 你 还 是 不 得 不 将 精力 集中 在 问题 的 关 


@ 答案 是 282 697， 有 兴趣 的 读者 请 阅读 文献 [16] 第 33 页 . 
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键 难点 上 , 但 至 少 可 以 构想 出 一 个 中 间 问 题 , 该 问题 的 解 可 能 对 你 解决 手头 上 的 问 
题 有 所 帮助 . 并且, 像 这 样 暂 时 撤 开 问题 的 最 难 部 分 ,还 能 给 自己 带 来 乐趣 ,增强 
自信 心 。 即 使 你 最 终 没 能 解决 原 问 题 ， 至 少 你 还 能 解决 得 到 的 较 容易 的 问题 . 


下 面 通过 讲解 儿 个 例题 来 曾 释 如 何 使 用 上 述 战略 . 这 里 , 我 们 的 目的 不 是 解决 
问题 ， 而 仅仅 是 对 问题 做 一 些 初步 的 探讨 ， 重 要 的 是 要 记 住 : 只 要 取得 进展 就 好 . 
不 要 着 急 把 问题 彻底 解决 ! 分 析 的 过 程 也 很 重要 . 也许 你 不 相信 我 说 的 , 但 可 以 自 

尝试 一 下 : 
花 在 思考 上 的 时 间 都 是 值得 的 ， 哪 怕 看 上 去 你 没有 取得 任何 进展 . 

例 2.2.1 (俄罗斯 1995 年 竞赛 题 ) 对 序列 a0, al aa，… ， 等 式 





amn 十 am-nm 二 了 (aam 十 aan) (2.2.1) 


对 所 有 的 非 负 整数 m 和 n(m > n) 都 成 立 . 若 ai = 1， 则 aies5 的 值 是 多 少 ? 

部 分 解答 ”这 一 题 如 果 不 代 人 数字 进行 试验 ， 等 式 (2.2.1) 真 的 很 难 理解 . 我 
们 给 a,, 代入 一 些 值 ， 先 从 简单 的 开始 ,假设 m = n = 0, 则 ao 十 ao = ao， 
即 ao = 0. 现在 我 们 知道 co 和 ai 的 值 了 ,把 m= 1,n = 0 代入 (2.2.1) 中 ， 
则 2al = (a2 十 a0) = a2/2， 即 oa = 4a1 = 4. 一 般 来 说 ， 我 们 固定 n = 0， 
有 2am = aom/2 或 a2m = 4am， 现在 我 们 令 m = 2,n = 1， 则 





1 
Q2+1 十 Q2-1 二 可 (aa 十 a2). 


由 a4==4a2=4x4=16, 有 as+ail=3i(16 二 4 和， 得 到 as = 9， 此 时 ， 我 们 大 胆 
地 猜测 : 对 所 有 的 n= 1,2,3,… ，an = 72 都 成 立 . 如 果 这 个 猜测 是 正确 的 ， 最 好 
的 证 明 方 法 就 是 数学 归纳 法 .数学 归纳 法 的 具体 步骤 请 参阅 第 43 页 ， 此 例题 的 完 
整 解答 请 参阅 第 45 页 . 

例 2.2.2 (AIME 1985) 数列 











101, 104, 109, 116,.…. 


的 通 项 公式 为 os = 100 十 m2 (n = 1,2,3,…)， 对 每 个 n，d， 是 a 和 an+i 的 最 
大 公 因 数 ?， 对 正 整 数 n， 求 d,, 的 最 大 值 . 

部 分 解答 如 果 我 们 仅仅 把 a 的 前 几 项 列 出 来 ， 就 会 推测 qd 的 最 大 值 为 1， 
因为 该 序列 的 连续 项 看 上 去 都 是 互 素 的 . 但 我 们 可 以 先 看 一 个 简单 的 情况 ,因为 在 
这 一 关于 an 的 定义 中 ， 数 100 除了 能 写成 100 = 10? 之 外 ， 也许 并 没有 其 他 的 特 
丈 之 处 . 我们 看 看 由 表达 式 an = ww 十 n? 定义 的 数列 ， 其 中 ww 是 固定 的 数 . 对 不同 
的 wv 作 表 如 下 : 

@ 关于 最 大 公 因 数 概 念 的 更 多 内 容 可 查看 例 3.2.4、 题 3.2.15 以 及 7.1 节 ， 
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我 们 在 每 行 中 用 黑体 字 标 出 了 使 得 最 大 公 因 数 在 该 行 中 最 大 的 一 对 连续 项 
(至 少 在 那 一 行 的 前 七 项 中 是 最 大 的 ) .我 们 注意 到 ， 当 w = 1 时 , a2 与 a3 有 
公 因 数 5; 当 w=2 时 ,as 与 as 有 最 大 公 因 数 9; 当 w=3 时 ,a6 与 ar 的 
公 因 数 为 13， 从 中 我 们 发 现 规律 : 对 任何 固定 的 正 整 数 ww，az 与 azw41 的 最 
大 公 因 数 为 4u 十 1， 我 们 可 以 通过 下 面 的 代数 变换 说 明 这 一 推测 : 


最 大 
最 大 


a2u = Ut 2) 一 人 十 42 = (du +t 1), 
而 
azut1 = U2+1) =uthi+dt+1l= +5ut+1= (ht1)(u+1), 


从 表达 式 可 知 ，az 与 azufl 有 公 因 数 4u 十 1. 

这 是 一 个 很 鼓舞 人 心 的 进步 , 但 还 没有 完成 证 明 , 我 们 仅仅 得 到 4w 十 1 是 av 
与 au+i 的 公 因数 ， 还 没有 证 明 它 是 最 大 公 因 数 . 我 们 还 需要 证 明 4w 十 1 是 这 一 
数列 的 连续 两 项 之 间 的 最 大 公 因 数 . 如 果 你 懂得 一 些 简 单 的 数论 知识 , 证 明 这 些 结 
论 应 该 不 是 难事 我们 将 在 第 216 页 例 7.1.8 中 继续 讨论 该 题 . 

例 2.2.3 所 有 的 橱柜 排 成 一 行 并 标 有 编号 1, 2,3,…… ,1000. 起 初 ,， 所 有 的 橱 
柜 都 是 锁 着 的 . 一 个 人 经 过 这 里 ,并 每 隔 一 个 就 打开 一 个 橱柜 . 他 从 2 号 橱柜 开始 
打开 ， 因 此 编号 为 2,4, 6,…… ,998, 1000 的 橱柜 都 被 打开 了 .， 然后 有 第 二 个 人 经 过 ， 
并 从 第 三 个 橱柜 开始 每 三 个 就 改变 一 个 橱柜 的 状态 〈 即 如 果 原 来 的 橱柜 是 打开 的 ， 
就 将 其 锁 上 ， 若 原来 的 橱柜 是 锁 着 的 就 将 其 打开 ) . 接着 再 有 第 三 个 人 经 过 这 些 橱 
柜 ， 并 从 第 四 个 橱柜 开始 每 四 个 就 改变 一 个 橱柜 的 状态 . 将 这 一 过 程 一 直 继续 下 
去 ， 直 到 再 也 没有 能 改变 状态 的 橱柜 问 : 最 后 哪些 橱柜 是 锁 着 的 ? 

部 分 解答 在 本 题 中 ,1000 这 个 数 并 没有 什么 特殊 之 处 . 首先 我 们 通过 化 难为 
易 的 战略 将 问题 变 简 单 : 换 一 个 小 一 些 的 数 ， 我 们 选择 10. 然后 我 们 再 使 用 化 抽 
象 为 具体 的 战略 动手 做 一 个 表格 ， 并 使 用 标志 “o” 来 表示 橱柜 是 打开 的 ，“x” 来 
表示 橱柜 是 锁 着 的 . 开始 时 (第 1 步 ) 所 有 的 10 个 橱柜 都 是 锁 着 的 . 下 表 显 示 的 
是 每 次 有 人 经 过 以 后 橱柜 的 状态 共 列 有 10 行 ， 因 为 从 第 11 步 开 始 每 次 有 人 经 
过 橱柜 时 便 不 再 影响 橱柜 的 状态 . 
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步 厨 柜 编 号 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
上. > .ee 
2 0. 0 XK. :0 XK OX O 
3 XxX 0 0 0O Xx xx 0O 0 O 
4 X 0O 0O X Xx XxX XxX X 0 O 
5 0 以 区 详 苑 呈 XxX 
6 XE "Or 0 RO ‘OO "E RK 0 x 
也 XxX oo x 0 0O 0O x 0 XxX 
8 XxX 0 0 x 0 oo o oo x 
9 0 0 X 0 0 0 0 ‘XX 区 
1l0|.x o0o 0o0o x 0O 0O 0O 0O Xx O 





我 们 发 现 最 后 锁 着 的 是 编号 为 1,4,9 的 橱 框 ， 一 种 合理 的 猜测 就 是 : 最 终 编 
号 为 完全 平方 数 的 橱柜 是 锁 着 的 . 我 们 在 这 里 不 证 明 该 猜测 , 但 可 以 通过 倒 推 法 为 
最 终 完 成 解答 实现 实质 性 的 进展 ， 是 什么 因素 决定 了 一 个 橱柜 是 锁 着 还 是 开 着 呢 ? 
当 把 橱柜 状态 表 填 完 以 后 ， 你 就 会 知道 答案 : 锁 的 状态 改变 次 数 的 奇偶 性 ， 最 终 锁 
的 状态 由 打开 或 锁 上 橱柜 的 次 数 的 奇偶 性 来 决定 . 我 们 再 次 用 倒 推 法 的 思路 : 什么 
导致 锁 的 状态 改变 ? 我 们 尽量 把 问题 处 理 得 更 简单 些 , 仅仅 把 注意 力 集中 在 一 只 橱 
柜 的 锁 上 ， 比 如 说 6 号 橱柜 ， 它 在 第 1, 2, 3, 6 步 ， 共 四 次 改变 状态 (这 是 一 个 偶 
数 ， 因 此 锁 仍 旧 是 开 着 的 ). ”再 看 10 号 橱柜 ， 其 状态 在 第 1, 2, 5, 10 步 改 变 . 于 
是 我 们 明白 : 

第 mn 只 锁 在 第 步 改 变 状态 ， 当 且 仅 当 n 能 被 整除 . 
因此 我 们 把 前 面 的 猜测 重新 表达 为 下 面 仍 需要 证 明 的 等 价 形式 : 
证 明 : 整数 有 奇数 个 因数 当 且 仅 当 该 整数 是 完全 平方 数 ， 


要 证 明 这 个 特定 的 问题 有 很 多 种 方法 . 本 书 第 64 页 的 讨论 和 题 6.1.21 给 出 了 两 种 
完全 不 同 的 方法 . 

例 2.2.4 (LMO 1988) 25 个 人 围 坐 在 桌 旁 ， 每 人 手中 有 两 张 纸牌 .每 张 纸牌 
上 都 以 1,2,3,…,25 中 的 某 一 个 数 进行 编号 ， 且 每 一 个 数 恰好 出 现在 两 张 纸 牌 上 . 
每 个 人 都 把 自己 手中 编号 较 小 的 一 张 纸牌 传 给 他 右边 相 邻 的 人 , 如 此 继续 下 去 . 请 
证 明 : 最 终 会 有 一 个 玩家 手中 的 两 张 纸牌 的 编号 相同 . 

部 分 解答 乍 一 看 该 问题 ， 好 像 难以 下 手 .， 怎样 才能 证 明 类 似 这 样 的 问题 呢 ? 
我 们 还 是 利用 化 抽象 为 具体 和 化 难为 易 的 战略 ， 将 问题 化 难为 易 将 有 助 于 我 们 理 
@ 必须 假设 开始 时 (第 0 步 ) 所 有 的 橱柜 都 是 开 着 的 ， 然 后 第 1 步 有 一 个 人 改变 所 有 的 橱柜 的 状态 ( 都 锁 上 )， 这 


样 ，6 号 橱柜 的 状态 第 1 步 从 “o” 变 为 “x”、 第 2 步 从 “x” 变 为 “o”"、 第 3 步 从 “o” 变 为 “x”、 第 6 步 从 
“x” 变 为 “o”. 最 终 ， 锁 的 状态 和 开始 时 一 样 ， 仍 旧 是 开 着 的 .一 一 译 者 注 
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解 该 问题 .虽然 我 们 看 到 该 题 中 的 数 25， 马 上 就 能 想到 它 既 是 奇数 又 是 完全 平方 
数 ， 但 它 可 能 并 没有 什么 特殊 之 处 ， 我 们 就 以 2 个 人 为 例 . 如果 每 个 人 都 有 两 张 
分 别 编 号 为 1 和 2 的 纸牌 ， 我 们 发 现 按 题 中 所 述 方法 传递 纸牌 会 产生 周期 性 的 结 
果 : 每 个 人 都 把 编号 为 1 的 纸牌 传 给 与 他 相 邻 的 人 ， 这 样 每 个 人 总 是 持 有 分 别 编 
号 为 1 和 2 的 两 张 纸 牌 ， 所 以 题 中 的 结论 对 两 个 人 而 言 是 不 成 立 的 .那么 是 否 是 
人 数 的 奇偶 性 影响 结果 呢 ? 也 许 是 ! 我 们 使 用 记号 一 - 来 表示 某 个 人 手中 持 有 纺 


号 为 a 和 5 的 两 张 纸牌 .现在 我 们 考虑 四 个 人 的 情况 ,假设 开始 时 他 们 持 有 纸牌 
的 情况 为 : 


我 们 发 现 每 一 圈 传 递 完成 以 后 ,每 个 人 持 有 的 纸牌 中 的 一 张 是 1 或 2， 另 一 张 为 3 
或 4 所 以 题 中 的 结论 还 是 不 成 立 ， 只 要 参与 游戏 的 人 数 为 偶数 ,我 们 都 能 保证 该 
题 的 结论 不 成 立 ， 例如， 如 果 有 10 = 2 x 5 人 参加 ， 只 要 在 开始 时 给 每 个 人 的 两 
张 纸牌 中 ， 其 中 一 张 是 {1, 2……,5} 中 的 某 一 个 数 ， 另 一 张 是 {6,7,…,10} 中 的 
某 一 个 数 ， 这 样 ， 每 一 圈 传 递 以 后 ， 每 个 人 持 有 的 纸牌 其 中 一 张 都 标 有 1-5 中 的 
某 一 个 数 ， 而 另 一 张 则 是 标 有 6-10 中 的 某 一 个 数 ， 所 以 没有 人 持 有 两 张 编号 相同 
的 纸牌 . 
现在 ， 我 们 看 参与 游戏 的 人 数 为 奇数 的 情况 .下 面 的 例子 是 5 个 人 的 情况 . 


[1 2131114| 
1314151215| 





3 
| 5 

在 这 张 表 中 我 们 将 每 个 人 的 编号 较 小 的 纸牌 安排 在 第 一 行 ， 这 样 我 们 就 能 知 
道 这 行 纸牌 是 下 一 圈 每 个 人 需要 传递 的 纸牌 . 传递 一 圈 以 后 , 我 们 再 重新 安排 使 第 
一 行 的 编号 比 相应 的 第 二 行 的 编号 小 . 








这 时 ， 我 们 可 以 再 重复 上 述 过 程 . 但 在 此 之 前 ， 我 们 观察 到 排序 之 后 的 表格 
中 ,第 一 行 中 的 最 大 数 和 第 二 行 中 的 最 小 数 相等 . 所 以 在 进行 了 一 次 排序 之 后 , 每 
一 圈 的 再 次 传递 后 就 不 再 需要 排序 了 . 经 过 多 次 传递 ,我们 发现 最 终 第 一 行 中 的 3 
将 会 和 第 二 行 中 的 3 相遇 . 
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(传递 | 2 | 1 1 3 | 工 | 2 | (传递 | 2 1211|3|1| 
lalalsls|ls| 141415|13|15| 
大 家 观察 到 了 什么 ? 我 们 发 现 刚 好 有 两 个 3 同时 集中 到 其 中 一 个 人 手 上 . 这 个 
结论 是 不 是 在 所 有 情况 下 都 成 立 呢 ? 你 能 得 到 更 一 般 的 结论 吗 ? 5 这 一 奇数 在 例题 
中 起 到 什么 作用 呢 ? 也 许 用 7 个 人 做 进一步 的 试验 就 可 以 帮助 你 回答 这 些 问 题 了 . 
在 下 一 例题 中 ， 我 们 不 仅 没 能 解答 问题 ， 甚 至 得 出 的 猜测 都 是 错误 的 ! 然而 ， 
我 们 还 是 有 一 些 收获 的 , 尽管 没 能 得 到 完整 的 解答 , 但 这 对 于 我 们 理解 该 问题 还 是 
很 有 帮助 的 . 
例 2.2.5 ( 普 特 南 1983) 令 f(n) =n 十 [vn| ?, 请 证 明 : 对 任意 的 正 整 数 m， 
序列 





m, fm), DA 
中 存在 某 个 整数 的 平方 数 . 
部 分 解答 ” 读 完 题 ， 感 觉 非 常 难 ， 函数 f(n) 的 定义 非常 奇怪 ， 问 题 的 结论 也 
让 人 难以 理解 .因此 我 们 的 思考 过 程 就 这 样 开 头 : 问题 要 求 我 们 证 明 某 一 涉及 函 
数 f(m) 及 其 与 自身 形成 的 复合 函数 的 结论 对 所 有 的 正 整数 m 都 成 立 ， 唯 一 的 战 
略 就 是 化 抽象 为 具体 .我 们 需要 理解 函数 f(m) 的 变化 规律 ， 因 此 我 们 开始 做 试验 
列 出 不 同 变量 对 应 的 函数 值 ， 见 下 表 : 














m 10 1 12 13 14 15 16 17 18 
f(m) 13 14 15 16 17 18 20 21 22 


函数 的 变化 规律 看 上 去 比较 简单 : f(m) 随 着 m 增加 一 个 单位 而 增加 1， 直 到 
m 是 完全 平方 数 时 增加 2〈 具体 见 表 中 黑体 部 分 ) ， 当 你 观察 到 某 种 规律 的 时 候 ， 
应 该 试 着 寻找 产生 这 一 规律 的 原因 . 在 这 一 题 中 , 我 们 不 难 发 现 其 内 在 原因 . 例如 ， 
如 果 9< m=<16, 数 |Vm 恒 等 于 3， 因 此 , 当 9< m=<16 时 , f(m)=m+3. 
同 理 ， 当 16 < m < 25 时 ，f(m) = m 十 4, 我 们 只 需要 在 m 是 完全 平方 数 时 增加 
一 次 函数 值 的 跳跃 即 可 . 

既然 我 们 已 经 明白 了 函数 f 的 变化 规律 ， 接 下 来 我 们 再 来 看 看 该 函数 与 自身 
复合 后 的 情况 .我 们 还 是 利用 列表 做 试验 的 方法 ! 并 标记 : 


f° (m) = ff Fm) )), (2.2.2) 


@ Lz|」 表示 小 于 等 于 x 的 最 大 整数 ， 更 多 信息 见 第 139 页 . 
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其 中 等 式 右边 为 7 个 了 复合 而 成 的 函数 ， 并 在 表 中 用 黑体 字 标 出 会 产生 跳跃 项 的 
完全 平方 数 . 注意 : 我 们 不 再 试验 m 是 完全 平方 数 时 的 函数 值 ， 而 是 试验 当 mm 比 
某 一 完全 平方 数 大 时 的 结果 . 尽管 我 们 在 上 一 表格 中 得 到 了 m 与 f(m) 之 间 的 变 
化 规律 ， 但 在 这 里 我 们 仍 把 它们 填 到 表格 中 ， 这 是 一 个 非常 重要 的 解 题 习惯 : 


不 要 言 惜 在 试验 上 花费 的 时 间 1 多 花 点 时 间 观 察 表格 ， 直 到 你 能 理 
解 其 中 的 变化 规律 为 止 ， 然 后 再 多 花 些 时 间 来 分 析 . 





















































m | fm) | Fm) | Fm | FM) | Fm) | Fm) 
5 7 9 12 15 18 22 
6 8 10 13 16 20 24 
了 9 12 15 18 22 26 
8 | 10 13 16 20 24 28 
50 | 57 64 72 80 88 97 
51 | 58 65 73 81 90 99 
101 | 111 | 121 132 143 154 166 
102 | 112 | 122 133 | 144 | 156 168 
103 | 113 | 123 134 145 157 | 169 








从 这 个 表 中 我 们 能 发 现 更 多 的 规律 .从 表 上 看 ， 如 果 m =mw? 十 1 (其 中 必 为 
整数 )， 那 么 户 (m) 是 完全 平方 数 . 同样 地 ， 如 果 m = m2 十 2， 那 么 ft(m) 是 完 
全 平方 数 . 对 于 形 如 nn2 十 3 的 整数 ， 如 7 和 103， 却 没有 这 一 规律 : f6(103) 是 完 
全 平方 数 ,， 但 f5(7) 不 是 完全 平方 数 ， 反 而 f(7) 是 完全 平方 数 . 所 以 我 们 得 出 下 
面 的 “推测 ”是 不 正确 的 : 


如 果 mm 二 72 十 D， 那 么 f25(m) 是 完全 平方 数 . 


然而 ,异想天开 战略 要 求 我 们 至 少 要 验证 一 下 这 个 假设 ， 毕 竞 要 证 明 的 是 : 对 
于 任意 正 整 数 m, 存在 整数 7 使 得 广 (mm) 是 完全 平方 数 . 在 研究 这 一 结论 之 前 , 我 
们 先 考虑 一 个 问题 : 这 一 题 的 主要 难点 在 哪儿 ? 我 想 难 点 就 在 于 不 易 理 解 的 | Vm] 
这 一 项 , 所 以 我 们 首先 应 将 注意 力 放 在 这 一 表达 式 上 . 一 旦 我 们 理解 了 这 一 项 ,就 
能 真正 找到 f(m) 的 变化 规律 了 .定义 g(m) = [vm|. 那么 g(n? 十 5) 等 于 什么 
呢 ? 如 果 ? 足够 小 则 有 9("2 十 5) = n， 我 们 可 以 很 容易 地 得 出 这 一 结论 ， 那 么 
当 m 为 何 值 时 有 g(m) = n 呢 ? 答案 是 : 


1 入 mm < (二 1 一 02 十 27 十 1 


即 : 
当 且 仅 当 0<b<2n+1 时 , g(r 二 b)=n. 
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现在 我 们 再 回头 看 看 原来 的 “猜测 ”, 例如 , 考虑 5 = 1 时 的 情形 , 即 m= ?2+1 

且 g(m) =n， 则 有 : 
f(m)=m+gm)=n +1+n. 
将 函数 f 与 其 本 身 复合 ， 有 : 
fm=fm tntl)=m+nt1l+gm +nt1) 
=+n+l+n=n+2n+1= (n+1), 

所 以 原来 的 “猜测 ”在 = 1 的 条 件 下 是 成 立 的 . 


现在 我 们 再 来 检验 在 5 二 2 条 件 下 的 结论 ， 这 时 有 m 二 m2 十 2 且 g(m) =n， 
对 于 任意 正 整数 nn，2 < 2n 十 1 都 成 立 , 可 得 : 








f(m) =m+g(m)=n +2+n, 
而 且 
户 (2 十 2) = +n+t+2+ gn +n+ 2). 
既然 nn 十 2 < 2n 十 1 对 任意 的 n > 1 都 成 立 ， 可 以 得 出 g(n2 十 见 十 2) = mn， 所 以 
当 n>1 时， 





f(t+2)=n +n+t+2+n= nt+1)+1. 
从 上 式 中 我 们 发 现 一 个 很 有 趣 的 规律 ， 即 : 如 果 m 比 某 一 完全 平方 数 大 2 且 满 
足 m> 了 十 2=3 时 ,将 函数 f 与 其 本 身 二 次 复合 以 后 得 到 的 值 则 比 某 一 个 完全 
平方 数 大 1， 从 前 面 的 分 析 中 我 们 可 以 知道 ， 将 函数 f 与 其 本 身 二 次 复合 两 次 后 
可 以 得 到 一 个 完全 平方 数 ， 比 如 令 m = 6? 十 2 = 38， 可 得 f(m) = 38 十 6 = 44， 
f(44) = 44 十 6 = 50, 而 户 (50) = 64( 见 上 页 表 )， 所 以 有 f4(38) = 64， 形 如 
702 十 2 但 不 遵守 这 一 规律 的 情况 是 12 十 2 = 3， 因 为 f(3) = 4 
至 此 ， 我 们 已 经 取得 了 卓有成效 的 进展 .已 经 知道 如 果 m = 十 1 或 m= 
十 2, 那么 将 函数 f 进行 有 限 次 的 复合 之 后 可 以 得 到 一 个 完全 平方 数 ， 而 且 我 们 
也 找到 了 正确 的 解 题 方 向 ， 我 们 的 目标 是 得 到 一 个 完全 平方 数 ， 为 实现 这 一 目标 ， 
我 们 所 采取 的 方法 是 将 所 有 的 整数 写成 n? 十 的 形式 ， 且 0 入 < 27 十 1， 其 中 必 
是 一 个 “余数 ”， 另 一 个 更 有 趣 的 猜测 是 : 

如 果 m 有 余数 0， 那么 f2(m) 就 有 余数 b 一 1. 

如 果 我 们 能 证 明 这 一 猜测 , 那么 通过 将 函数 反复 复合 最 终 可 使 得 余数 为 零 . 但 不 幸 
的 是 这 一 猜测 还 是 不 成 立 的 . 例如 : 若 m =7=22+3, 则 户 (7)=12=32+3. 
尽管 这 一 猜测 是 错误 的 , 但 上 面 非常 详细 的 分 析 过 程 仍然 是 有 价值 的 . 从 这 些 分 析 
出 发 将 最 终 能 得 到 完整 的 解答 .我 们 将 后 面 的 分 析 过 程 留 给 读者 自己 完成 . 


MD 





MD 
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例 2.2.6 ( 普 特 南 1991) A 和 B 是 两 个 不 同 的 nxn 实数 矩阵 . 如 果 43 = B3 
且 A2B = B?A，, 甜 阵 4? 十 B?2 可 道 吗 ? 

解答 这 是 连 线性 代数 学 得 非常 好 的 学 生 都 很 怕 的 一 道 题 ， 但是， 如 果 你 对 自 
己 充满 信心 ， 这 道 题 其 实 并 不 是 那么 难 . 首先 ， 注 意 到 条 件 为 : A 冯 B, A3 = B3 
且 A2B = B?A. 而 要 结论 的 是 确定 矩阵 C := A? 十 B? 是 否 可 逆 ， 即 C 是 否 可 
逆 . 那么 ,怎样 才能 确定 一 个 矩阵 是 否 可 逆 呢 ? 一 种 方法 就 是 证 明 该 矩阵 的 行列 式 
非 零 . 该 方法 在 这 一 题 中 看 上 去 并 不 可 行 ， 因 为 题 中 的 矩阵 是 风 x n 维 的 , 而 n 
是 任意 的 整数 ， 当 n > 3 时 ， 行 列 式 的 计算 公式 是 非常 复杂 的 ， 另 一 种 可 证 明和 拢 
阵 C 是 可 逆 的 方法 是 证 明 对 任意 的 基 向 量 b1, bs,… ,b,, 有 Cb; 关 0, 但 这 样 做 也 
非常 困难 ， 因 为 还 需要 找到 一 组 基 问 量 . 

既然 很 难 找到 能 证 明和 矩阵 可 道 的 前 提 条 件 ， 那 么 我 们 何不 考虑 一 下 能 否 证 明 
该 矩阵 不 可 逆 呢 . 这 样 做 就 显得 简单 多 了 ,因为 要 做 的 就 是 找到 一 个 非 零 的 向 量 v 
使 得 Cv = 0， 可 见 这 是 一 个 行 得 通 的 方法 . 那 如 何 去 找 呢 ? 我 们 现在 也 不 知道 ， 
但 根据 异想天开 和 化 难为 易 的 战略 ， 我 们 来 分 析 一 下 解 题 的 途径 . 

接 下 来 需 利用 已 知 条 件 来 进行 分 析 ， 我 们 就 从 矩阵 C 开始 分 析 ， 试 图 以 某 
种 方式 得 到 零 . 异想天开 战略 再 一 次 告诉 我 们 应 分 析 和 矩阵 43 一 B53 的 构造 ， 
为 43 = B3, 而 C= A?++B?， 我们 马上 就 想到 将 立方 差 项 进行 分 解 ( 记 住 矩 阵 
乘法 是 不 能 应 用 交换 律 的 ， 所 以 B?A 不 一 定 等 于 4 万 2 ): 
(A2+B’)(A-B)= A AB+B’A- B=A— B+B’A- A’B=0. 


现在 我 们 完成 了 ! 因为 A 头马 ， 得 矩阵 A 一 BB 头 0 因此 存在 向 量 v 使 
得 (A 一 B)u 了 0. 令 v= (4 一 B)u,， 可 得 : 





Cu = ((A*+B’°)(A-B))u=0u=0. 
因此 ， 和 矩阵 4? + B? 总 是 不 可 逆 的 . 国 


例 2.2.7 (列宁 格 勒 数学 奥林匹克 竞赛 1988) p(x) 是 一 实 系 数 多 项 式 ， 请 证 
明 : 如 果 





PT) — P(r)— p(T)+p" (7) > 0 
对 于 任意 的 实数 z 都 成 立 ， 则 对 任意 的 实数 x 都 有 p(x) > 0. 
部 分 解答 如 果 你 以 前 从 未 见 过 类 似 的 题 型， 看 到 这 题 后 就 会 感觉 很 迷惑 导 
数 与 函数 是 否 为 非 负 有 什么 关系 ? 为 什么 要 强调 p(x) 是 一 个 多 项 式 ? 
我 们 可 以 把 这 个 问题 简单 化 ， 本 题 最 难 的 部 分 是 什么 ? 很 明显 ， 应 该 是 复杂 
的 表达 式 p(x) 一 p(x) 一 p(x) 十 p”(x).， 因 式 分 解 是 一 项 很 重要 的 代数 技巧 ( 见 
第 142 页 ) . 受 因 式 分 解 的 思想 启发 ， 则 


1—zx—7x + = (1 7)(l— 2), 
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我 们 有 : 
p(X) —p (2) 一 DO) 二 TD (7) = (pz) — "(2)) — (pz) — Pp (2)). 


换言之 ， 如 果 令 q(x) = p(z) 一 p(x)， 则 








p(x) —p(z)—p (zr)+p" (2) = q(x) — 9 (2). 
所 以 接 下 来 让 我 们 看 一 个 简单 一 些 的 问题 : 


如 果 g(z) 是 多 项 式 且 对 任意 的 实数 z 满足 g(z) -gq(z) 之 0， 那 和 
d(z) 满足 什么 结论 呢 ? 


是 否 有 可 能 g(x) > 0 对 任意 的 实数 z 都 成 立 ? 这 一 推论 有 可 能 正确 , 但 即使 正确 ， 
也 可 能 对 我 们 解决 原来 的 问题 没有 什么 帮助 , 但 它 的 确 值得 我 们 去 思考 . 异想天开 
战略 要 求 我 们 对 这 个 问题 进行 深入 研究 探讨 . 

不 等 式 g(x) 一 q9(z) > 0 等 价 于 q(xz) < q(x)， 于 是 ， 如 果 g(x) < 0， 则 gq (zx) 
也 一 定 为 负 值 . 因此 ， 如 果 函 数 y = g(x) 的 图 像 ( 从 左 到 右 ) 穿 过 xz 轴 到 达 其 下 
方 ， 则 它 必 定 停留 在 x 轴 的 下 方 ， 则 函数 q(x) 单调 递减 ! 下 面 分 三 种 情况 讨论 : 

(1) y = g(x) 的 图 像 穿 过 zx 轴 . 由 于 上 述 原因 ， 该 图 像 将 仅仅 穿 过 z 轴 一 次 ， 
即 冰 数值 从 正 值 变 为 负 值 并 逐步 递减 (因为 一 旦 函数 值 为 负 值 ， 就 会 永远 为 负 ) . 
且 由 于 q(x) 是 多 项 式 ， 可 知 : 





lim g(x)=+o00 且 lm do(z)= 一 oo， 





PE z+oo 

因为 当 x (不 论 正 负 ) 足够 大 时 ， 任 何 多 项 式 g(x) = 10 

anz" 十 an_iz" 1 十 .… 十 ao 的 值 都 是 由 其 最 高 突 次 5 

项 anzz 决定 . 因此，g(z) 的 最 高 次 震 n 一 定 为 奇数 了 PP 一 一 一 
且 满足 o。 < 0. 例如， 多 项 式 g(x) = -2zZ7 十 Z2 十 3 -5 | 





的 图 像 大 致 如 右 图 所 示 ， 但 该 多 项 式 并 不 满足 不 等 式 
q (7z) < q(7)， 由 alz) = 一 2 十 如 十 3 可 得 q(x) = 一 725 十 27， 这 两 个 多 项 式 的 
值 都 由 其 最 高 项 决定 . 当 x 是 一 个 很 大 的 正 数 时 ，d(z) 与 9 (x) 都 为 负 值 ， 但 由 
于 q(x) 的 最 高 次 宕 为 7， 而 g(x) 的 最 高 次 寡 是 6， 因此， 其 绝对 值 要 比 g(x) 的 
大 ， 即 如 果 正 数 > 足够 大 ， 可 得 q(x) < gq (x). 我们 把 上 述 分 析 总 结 如 下 : 如 果 
y 二 q(x) 的 图 像 穿 过 x 轴 ， 则 不 等 式 g(x) < q(x) 并 不 是 对 所 有 x 值 都 是 成 立 的 . 
因此 这 种 情况 是 不 可 能 的 . 

(2) 函数 y = q(xz) 的 图 像 始终 在 x 轴 的 下 方 (或 仅仅 有 相 切 的 部 分 ) . 
为 q(x) 是 多 项 式 ， 所 以 其 最 高 次 寡 一 定 为 偶数 ， 最 高 项 系数 为 负 ， 例 如 g(x) = 
-5zs 一 200 的 图 像 就 属于 该 类 型 . 然而 ， 我 们 前 面 提 到 的 问题 仍然 存在 ， 即 : 当 
正 数 z 足够 大 时 ， 会 得 到 q(x) < q(x)， 所 以 这 种 情况 也 是 不 可 能 的 . 
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(3) 函数 y = gq(z) 的 图 像 始 终 在 x 轴 的 上 方 〈 或 仅仅 有 相 切 的 部 分 ) ， 即 
d(z) > 0， 这 种 情况 一 定 满足 条 件 ， 因 为 我 们 已 经 把 其 他 的 可 能 性 全 部 排除 了 ! 但 
我 们 仍 需 要 理解 为 什么 这 种 情况 是 满足 条 件 的 .满足 该 图 像 要 求 的 g(x) 其 最 高 次 
寡 一 定 为 偶数 且 系 数 为 正 数 . 例如 gq(z) = zx? 十 10 的 图 像 就 满足 上 述 要 求 . 但 是 现 
在 g(x) = 2x. 当 zz 为 足够 大 的 正 数 时 , 因为 两 者 的 系数 都 为 正 , 便 有 q(x) > g(x). 

无 论 如 何 ， 我 们 都 证 出 了 一 个 非常 漂亮 的 推断 : 

如 果 g(x) 是 实 系 数 多 项 式 ， 且 g(x) > g(x) 对 于 任意 的 实数 z 都 

成 立 ， 那 么 g(x) 的 首 项 系数 为 正 ， 最 高 次 震 为 偶数 ， 且 该 多 项 式 恒 为 

非 负 数 . 


得 到 该 结论 将 使 我 们 对 最 终 解决 原来 的 问题 充满 信心 . 我 们 知道 g(x) = p(x) 一 
p(X) 的 最 高 次 寡 为 偶数 且 首 项 系数 为 正 ， 因 此 多 项 式 p(z) 也 满足 这 一 条 件 . 
此 我 们 可 将 原来 的 问题 转化 成 下 面 这 个 简单 些 的 问题 : 


证 明 : 设 p(z) 是 首 项 系数 为 正 的 最 高 交规 为 偶数 的 多 项 式 ， 如 果 
p(X) 一 p(X) 之 0 对 任意 实数 2 成 立 ， 则 对 任意 实数 z 都 有 p(x) > 0. 


例 2.2.8 ( 普 特 南 1990) 请 找 出 所 有 的 连续 可 微 函 数 f 使 得 如 下 方程 对 任意 
的 xz 成立 ， 
(Fo) = FO) + FO) at + 1990 
部 分 解答 这 一 题 最 困难 的 部 分 是 什么 ? 是 该 方程 中 即 包含 微分 又 有 积分 . 微 
分 方程 就 已 经 很 难 解 了 ， 而 积分 -微分 方程 就 更 难 求解 了 ! 所 以 采取 的 战略 就 应 该 
是 化 难为 易 ， 将 方程 两 边关 于 z 求 导 : 
d 2 d 和 /ANN2 
V0 = (f OOF + POY 1900). 
左边 是 2f(x)f'(x) (根据 链 式 求 导 法 则 ), 而 右边 变 成 (f(z))? 十 (了 (x))? (常数 1990 
微分 后 就 消失 了 ) . 
这 样 我 们 就 将 原来 的 问题 转化 成 了 下 面 的 求 微分 方程 问题 ， 
2f (2)f (2) = (Fo))2 十 (Po)2 
虽然 现在 还 是 不 太 完美 ， 但 比 原来 的 问题 要 简单 多 了 ， 你 知道 接 下 来 该 怎么 做 吗 ? 
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问题 与 练习 

对 于 下 面 的 这 些 问题 ， 你 的 任务 仅仅 是 通过 试验 和 用 化 抽象 为 具体 的 战略 来 
进行 推测 . 不 要 担心 你 现在 能 否 证 明 这 些 推测 . 这 样 做 的 目的 就 是 要 让 你 放松 自己 
的 心情 , 让 自己 的 思维 不 受 任何 约束 ,享受 那 种 天 马 行 空 般 的 感觉 ， 其 中 有 些 问题 
需要 你 推测 出 一 个 公式 或 某 一 算法 . “算法 ”一 词 指 的 是 一 些 计 算 过 程 ， 而 并 不 是 
简单 的 公式 ， 不 过 解释 和 实现 起 来 还 是 相当 简单 的 . 例如，f(n) = vnl 是 一 个 公 
式 ， 而 下 面 的 一 段 话 则 是 算法 : 


将 nn 进行 三 进 制 展开 后 , 计算 每 第 三 个 数字 之 和 ， 如果 这 个 和 是 偶 
数 ， 则 就 是 Fn) 的 值 ， 否 则 ，f(n) 等 于 这 个 和 的 平方 . 


后 面 我 们 还 会 再 提 到 这 些 问 题 并 给 出 更 严格 的 证 明 . 但 现在 更 重要 的 事 是 化 抽象 
为 具体 并 思考 这 些 问题 ， 我 们 再 次 重申 : 现在 你 能 否 完全 解决 这 些 问题 并 不 重要 . 
能 取得 一 些 进展 ， 或 者 能 提出 可 能 正确 的 猜测 就 已 经 是 很 理想 . “暂时 搁置 ”的 问 
题 能 给 你 一 个 好 心情 ,从 而 激发 你 的 大 脑 产 生 各 种 思想 来 解决 它 . 这 种 激发 过 程 有 
些 是 有 意识 的 ， 有 些 则 不 是 .同时 ,这些 想法 有 的 能 解决 问题 ,有 的 却 不 能 .但 无 
论 如 何 ， 想 法 是 多 多 益 善 的 !〈 顺便 说 一 句 ， 有 一 小 部 分 问题 我 故意 出 得 和 例题 很 
相似 .但 要 记 住 ， 看 到 问题 时 最 开始 的 战略 就 是 要 问 自己 :“ 这 和 我 看 到 的 例题 有 
相似 的 吗 ?”) 





题 2.2.12 如 图 所 示 , 画 出 或 者 自己 动手 做 儿 
个 (至少 8 个) 多 面体 下面 是 两 个 例子 : 一 
个 长 方 体 和 一 个 三 维 工 型 ， 对 于 每 个 多 面体 ， 
计算 项 点 、 面 和 楼 的 个 数 ， 例如， 我 们 知道 长 
方 体 有 8 个 顶点 ，6 个 面 和 12 条 楼 ， 而 图 中 
的 工 型 有 12 个 顶点 ，8 个 面 和 18 条 校 . 请 
找到 或 猜测 多 面体 的 顶点 、 面 和 棱 之 间 的 数量 


题 2.2.9 定义 f(x) =1/(1 一 x) 且 用 广 表示 
函数 与 其 自身 复合 ”次 形成 的 复合 函数 [ 见 
第 29 页 等 式 (2.2.2) ] .请 计算 户 989(2000). 
题 2.2.10 ( 普 特 南 1990) 令 





Ty =2, 
且 当 n> 3 时 有 : 
J 一 (n+4)Th, 1 一 4 2 十 (4 一 8)7T 3. 


则 该 数列 的 前 几 项 分 别 是 


T1711=3,， 72=6, 


2, 3, 6, 14, 40, 152, 784, 5168, 40 576, 363 392. 


请 将 荆 , 改写 为 形 如 ,= A 十 Bn 的 公式 形 
式 ， 其 中 4。 和 B 是 另外 两 个 著名 的 数列 . 
题 2.2.11 令 N 为 自然 数 集 {1,2,3,4,…: 
对 所 有 n EN 函数 f 满足 f(1) = 1, f(2n) = 
f(n), f(2n 十 1) = f(2n) 十 1， 请 寻找 一 个 简 
洁 的 算法 来 描述 f(n)， 你 的 算法 应 最 多 只 有 
一 句 话 . 
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题 2.2.13 一 般 位 置 的 ”条 直线 (任何 两 条 
直线 都 不 平行 ， 任 何 三 条 直线 不 相交 于 一 点 ) 
能 将 平面 分 成 多 少 个 区 域 ? 

题 2.2.14 球 上 的 大 圆 就 是 绕 着 球 的 赤道 画 
出 的 圆 ， 因此 ， 大 圆 的 圆心 就 是 球 心 ， 现 在 一 
个 球 上 有 nn 个 大 圆 , 且 任 意 三 个 圆 都 不 在 同一 
位 置 相交 . 问 : 这 些 圆 将 球面 分 成 了 多 少 个 区 





域 ? 


题 2.2.15 对 任意 的 整数 n > 1， 试 求 两 个 不 
同 的 正 整数 x 和 满足 
1 1 
Z Yy 
题 2.2.16 对 任意 的 正 整 数 n, 求 满 足下 列 方 
程 的 正 整 数 zi, x2,……，, zn. 


1 
二 元: 





te 
题 2.2.17 考虑 坐标 平面 上 的 三 角形 , 所 有 项 
点 都 在 平面 的 格 点 上 ， 即 顶点 坐标 为 整数 ， 令 
A、B 和 了 分别 代表 此 三 角形 的 面积 、 边 界 
上 格 点 数 和 内 部 格 点 数 ， 例 如， 对 于 顶点 位 
于 (0,0), (2,0), (1,2) 的 三 角形 有 请 验证 ! ) 
A 二 2, B ==4, 了 T= 1. 对 于 任意 顶点 在 格 点 上 
的 三 角形 ， 你 能 找到 4、 和 了 之 间 的 一 个 
简单 的 关系 式 吗 ? 


题 2.2.18 (英国 数学 奥林匹克 竞赛 1996) 定义 


Nn 
Wm) = 村 
求 所 有 使 得 gq(n) > g(n 十 1) 成 立 的 正 整数 n， 
并 证 明之 . 
题 2.2.19 湾 区 快餐 店 出 售 炸 鸡 块 , 并 将 这 些 
鸡 块 打包 出 售 , 一 包 中 包含 7 块 或 11 块 鸡 块 . 
求 最 大 正 整 数 n， 使 得 你 无 论 鸡 块 包 怎么 组 合 
都 不 能 恰好 得 到 n 块 炸 鸡 块 ， 你 能 将 此 推广 
吗 ? 
题 2.2.20 
(a) 为 
1 二 2 十 3 十 .…: 十 几 
找 一 个 简洁 的 公式 ， 其 中 nn 为 任意 正 整数 . 
(b) 为 
13 23 十 33 十 .十 ma 
找 一 个 简洁 的 公式 ， 其 中 nn 为 任意 正 整数 . 
(c) 试验 并 猜想 上 述 事实 的 推广 形式 : 对 
于 任意 正 整数 人， 
1 二 2 二 3% 十 .十 


是 否 存在 一 个 简洁 的 公式 ? 








(n= 1,2,...). 


k 


题 2.2.21 定义 s(n) 为 能 将 n 表示 为 由 至 少 
一 个 正 整数 组 成 的 有 序 和 的 方法 的 数量 . 例如 : 
4=1+3 








3 十 1=2 十 2 王 1 十 1 十 2 





=1+2+1=2+1+1=1+1+1+1, 
因此 s(4) = 8， 猜想 一 个 一 般 的 公式 . 


题 2.2.22 (土耳其 1996) 令 
1996 


II (1 + nz ) 
nl 

二 1 十 ar lasr ?+ amr"™, 
其 中 a1,a2,… ,am 非 零 , 且 <k2<.…< 
km 求 a1996. 


题 2.2.23 画廊 问题 . 一 个 展览 馆 画 亡 的 墙 
形成 一 个 mn 边 形 ( 不必 为 正 多 边 形 ， 其 至 不 
必 为 凸 多 边 形 ) .保安 位 于 画廊 内 某 些 固定 位 
置 . 假设 保安 能 转 头 ， 但 不 能 走动 ,为 了 保证 
每 十 墙 都 能 被 保安 看 到 ， 最 少 需要 多 少 保 安 ? 
当 n=3 或 n= 4 时， 显然 一 个 保安 就 足够 
了 . 对 于 n = 5 来 说 这 也 是 正确 的 ， 尽管 需要 
一 些 图 形 才 能 让 人 信服 ( 非 凸 的 情形 比较 有 意 
思 ). 但 对 于 n = 6， 存 在 一 种 需要 两 个 保安 
的 画廊 . 下 面 是 n= 5 和 mn = 6 时 的 图 形 . 
点 表示 保安 的 位 置 . 


CT 


你 能 发 现 一 个 描述 保安 数量 的 一 般 公式 ( 作为 
n 的 函数 ) 吗 ? 
题 2.2.24 约瑟夫 问题 . 一 组 n 个 人 站 成 一 
个 圆 ， 他 们 被 从 1 到 n 顺 时 针 连 续 编 号 ， 从 
2 号 开始 ， 我 们 按 顺 时 针 方向 每 隔 1 人 便 去 掉 
一 个 人 ， 例 如 ， 如 果 冯 = 6， 被 去 掉 的 人 按 顺 
序 为 2,4, 6,3,1， 则 最 后 剩 下 的 人 是 5 号 . 令 
j(n) 代表 最 后 剩 下 的 人 . 

(a) 若 n = 2,3,…… ,25， 计 算 j(n). 

(b) 寻找 一 种 方法 ,使 得 对 于 所 有 n > 1， 
都 可 以 计算 出 j(n). 你 或 许 不 能 得 到 一 个 “ 漂 
亮 ”的 公式 ， 但 尝试 寻找 一 种 简便 的 算法 ， 使 
之 容易 用 手工 或 计算 机 进行 计算 . 








题 2.2.25 令 g(n) 代表 帕斯卡 三 角 中 第 m” 行 
中 奇数 的 个 数 . 例如 ，g(6) = 4， 因 为 在 如 下 
所 示 的 行 中 包含 4 个 奇数 . 


1,6, 15, 20, 15, 6, 1 


猜想 g(n) 的 一 般 公式 (或 者 简单 计算 方法 ). 
题 2.2.26 折纸 游戏 (感谢 雅 姆 . 唐 东 ) 

(a) 龙 分 形 . 我 们 从 一 长 条 纸 开 始 ， 把 右 
端 折 葬 到 左 端 ， 这 时 如 果 展 开 它 ， 中 间 会 有 一 
个 v 形 折 痕 . 但 不 要 展开 纸 ! 相反 ,从 右 到 左 
再 折 著 一 次 . 换言之 , 把 形成 折 痕 的 “闭合 ” 端 
折 欠 到 “开放 ” 端 ， 现在， 如 果 展 开 纸 条 ， 你 
将 看 到 折 痕 图 案 从 左 到 右 依次 为 V V 和 . 

现在 , 探索 当 你 总 是 从 右 到 左 不 断 重复 这 
个 折 炙 过 程 时 会 发 生 什么 (这 很 快 就 会 进行 
不 下 去 ， 因 为 纸张 会 变 得 太 厚 了 ) .你 能 预测 
第 3 次 折 和 三 后 的 折 痕 吗 ? 第 5 次 呢 ? 第 n 次 
呢 ? 这 和 分 形 有 什么 关系 ? 

(b) 二 元 折叠 .我们 从 一 条 长 度 为 1 的 纸 

条 开始 ， 假 设 它 左 端 为 0， 右 端 为 I. 标记 中 
点 ( 即 0.5). 然后 把 纸 条 的 左 端 折 车 到 标记 
处 , 展开 纸 条 (现在 折 痕 位 于 0.25 ). 接 下 来 ， 
把 右 端 折 私 到 折 痕 处 ， 现 在 继续 这 个 过 程 : 把 
左 端 折 辣 到 最 新 折 六 处 ， 展 开 ， 把 右 端 折 炙 到 
最 新 折 痕 处 ， 等 等 ， 如 果 无 限 地 折 笃 下 去 ， 应 
该 会 收敛 到 纸 条 上 的 两 点 ， 这 两 点 位 于 何 处 ? 
接 下 来 ,假设 我 们 不 是 交替 地 从 左 端 、 右 端 进 
行 折 共 ， 而 是 任意 地 进行 有 限 次 折 钱 .你 能 预 
测 最 后 一 道 折 痕 的 位 置 吗 ? 尝试 一 些 例子 ， 如 
LL、LRR、RRRRRR 或 LLLLLLL," 等 等 . 
最 后 ,， 如果 不是 从 中 点 (0.5 ) 开始 , 而 是 从 任 
意 点 x 开始 ， 会 发 生 什么 ? 
题 2.2.27 ( 普 特 南 1991) 对 于 整数 n> 0, 令 
S(n) 二 n 一 m2, 其 中 mm 是 满足 m? < n 的 最 
大 整数 . 定义 序列 (ak) 忆 0,a0 = 4 且 ak+l = 
ak 十 S(ak) (k 之 0), 对 于 哪些 正 整数 A， 这 个 
序列 最 终 变 为 常数 ? 








@ 工 表示 左 端 ，R 表示 右 端 ， 一 一 译 者 注 
@ 见 第 98 页 例 3.4.16. 





2.2 开始 分 析 问 题 的 战略 ”37 


题 2.2.28 令 {x} 代表 最 接近 实数 x 的 整 
数 ， 例 如 ，{3.1} = 3，{4.7} = 5. 现在 定 
义 f(n) := n+{Vn}. 证 明 对 于 所 有 正 整 数 m， 
序列 


flm), fF), FFF(m))), 


不 包含 完全 平方 数 .( 将 此 题 与 第 29 页 例 2.2.5 
做 比较 . ) 


题 2.2.29 康 威 的 售票 员 问 题 . 伟大 的 数学 家 
约翰 : 康 威 ? 认为 户口 调查 员 问 题 有 一 个 美学 
上 的 缺陷 ， 因 为 这 个 问题 的 陈述 涉及 一 个 特定 
的 整数 . 他 写 下 了 以 下 巧妙 的 问题 ， 它 有 一 个 
唯一 的 整数 答案 ， 但 没有 提 到 具体 的 整数 ! 

我 坐 在 公交 车 上 ,无 意 中 听 到 两 个 售票 员 
的 谈话 .售票 员 A 说 : “我 有 正 整数 个 孩子 ， 
他 们 的 年 龄 是 正 整 数 ， 他 们 的 年 龄 之 积 是 我 自 
己 的 年 龄 ， 年龄 之 和 就 是 这 辆 公交 车 的 号 码 .” 

票 员 B 看 了 看 车 号 说 :“ 也 许 你 告诉 我 你 的 

年 龄 和 你 有 多 少 个 孩子 , 我 就 可 以 算出 他 们 的 
年 龄 了 ?”A 回答 :“ 不 ， 你 还 是 会 被 难 住 的 .” 
突然 B 喊 道 :“ 我 终于 知道 你 的 年 龄 了 !1” 

问 : 公交 车 的 号 码 是 多 少 ? 
题 2.2.30 警世 语言 ， 人 们 很 容易 被 试验 - 假 
设 的 轻松 性 所 诱惑 , 但 试验 和 假设 只 是 数学 研 
究 的 一 部 分 .有 时 信息 不 足 的 研究 会 让 我 们 误 
人 和 歧途. 下面 是 两 个 例子 . 类似 地 也 有 很 多 其 
他 的 例子 ， 参 见 文献 [12] 中 精彩 的 讨论 . 

(a) 令 f(n) := m2 十 见 十 41， 对 于 所 有 正 
整数 nn，f(n) 是 否 都 是 素数 ? 

(b) 令 t(n) 为 用 圆周 上 nn 个 点 之 间 所 有 
可 能 的 连 线段 划分 圆 后 所 能 得 到 的 最 大 的 区 
域 数 . 容易 检验 ( 请 验证 ! ) 


t(1)=1, t(2) 

















2, t(3) 


人 们 事实 上 会 不 可 避免 地 作出 t(n) = 2”-! 这 
样 的 猜想 . 然而 t(6) = 31, 而 不 是 32,( 请 再 
次 验证 ! ) 因此 应 该 有 另 一 种 解释 方法 ， 无论 
如 何 ， 你 能 推导 出 t(n) 正确 的 公式 吗 ? 


4, t(4)=8, 1(5)=16. 
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2.3 ”论证 方法 

正如 我 们 先前 所 说 ,每 个 问题 的 求解 都 包含 两 个 部 分 : 分 析 ( 通过 它 你 能 发 现 
问题 是 怎么 回 事 ) 和 论证 (通过 它 你 能 让 别人 或 者 自己 信服 你 的 发 现 ). 开始 的 分 
析 可 能 暗示 着 一 种 尝试 性 的 论证 方法 . 当然 , 有 时 一 个 问题 可 以 分 为 几 种 情况 或 者 
几 个 子 问题 ， 其 中 的 每 种 情况 或 子 问题 也 许 都 需要 完全 不 同 的 论证 方法 . 

论证 应 该 严格 而 清晰 ， 然 而 ,“ 严 格 性 ”和 “清晰 性 ”都 是 主观 术语 .在 你 的 
推理 中 应 该 避免 出 现 逻 辑 错误 或 者 上 下 脱节 . 当然 说 起 来 容易 做 起 来 难 . 论证 越 复 
杂 ， 确 定 它 逻 辑 上 是 否 正确 就 越 困难 .类似 地 ， 当 然 也 应 该 避免 有 意 的 模糊 陈述 ， 
不 过 你 的 论证 最 终 的 清晰 性 更 多 地 取决 于 目标 读者 . 例如 , 许多 职业 数学 家 会 接受 
把 “将 平衡 的 线段 数量 最 大 化 !” 作 为 “积极 行为 问题 ”( 第 18 页 例 2.1.9 ) 完整 而 
清晰 的 解答 . 

相 比 于 优雅 的 数学 论证 ,本 书 更 关心 问题 的 分 析 和 发 现 过 程 . 然而， 如 果 不 能 
让 其 他 人 理解 ， 思 路 再 巧妙 也 是 没有 用 的 . 进一步 来 说 ,数学 论证 的 流畅 性 会 帮助 
你 驾驭 并 修正 你 的 分 析 . 

你 至 少 应 该 适应 三 种 不 同 的 论证 风格 : 直接 推理 (也 被 称 为 “直接 证 明 ”)， 反 
证 法 和 数学 归纳 法 . 在 下 面 我 们 将 会 探索 这 些 方法 , 但 首先 是 一 些 关 于 论证 风格 的 
简要 说 明 . 
常见 缩写 词 和 格式 上 的 约定 

1. 大 多 数 好 的 数学 论证 始 于 假设 和 结论 的 清晰 陈述 . 成功 论 证 的 结尾 处 通常 
用 符号 作出 标记 . 我 们 使 用 Halmos 符号 ， 其 他 的 选择 是 使 用 缩写 词 ， 如 : 

QED 源 于 拉丁 语 “quod erat demonstrandum”( 这 就 是 要 证 明 的 ) 或 者 英 
文 “相当 优 美 地 完成 ”( quite elegantly done ); 

AWD 表示 “我 们 已 经 完成 了 ”( and we’re done ); 

Ws5 表示 “这 就 是 我 们 要 的 解答 ”( which was what we wanted ) . 

2. 类 似 于 通常 的 阐述 ， 数 学 论证 应 该 是 具有 名 词 和 动词 的 完整 句子 . 常见 的 
数学 动词 包括 

















使 用 到 的 话 ). 例如 


e-* dz = Vn. (2.3.1) 
@ 本 节 写 得 比较 简 咯 , 如 果 你 想 了 解 关于 多 辑 和 论证 方法 ( 如 数学 归纳 法 ) 的 更 多 内 容 , 可 参考 文献 [10] 的 第 0 音 
和 4.1 节 . 
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4. 当 你 考虑 论证 (或 子 论证 ) 的 倒数 第 二 步 时 ， 你 通常 希望 向 读者 标明 . 缩 
写 词 TS (to show， 为 了 证 明 ) 和 ISTS (it is su 人 hcient to show， 这 也 就 是 要 证 
明 ) 对 于 这 个 目的 来 说 相当 有 用 . 








5. 一 个 来 自 计 算 机 科学 并 逐渐 在 数学 中 通行 的 漂亮 记号 是 “:=”， 它 表示 “ 定 
义 为 ”. 例如 4 := B+C 引入 了 一 个 新 变量 4 并 定义 它 为 先前 定义 的 变量 如 和 C 
之 和 将 冒号 看 作 箭头 ， 我 们 永远 要 把 左边 和 右边 区 分 开 . “:=” 的 左边 表示 新 的 


定义 (通常 是 一 个 简单 变量 )， 右 边 是 一 个 由 已 有 定义 的 变量 组 成 的 表达 式 . 关于 
这 个 符号 的 一 个 例子 见 例 2.3.3. 

6， 一 个 正式 的 严格 论证 可 能 会 遇 到 很 多 逻辑 上 类 似 的 情形 .有 时 单独 写 出 
一 个 代表 性 的 情形 或 例子 就 能 清楚 地 说 明 问 题 . 每 当 此 时 ， 我 们 总 是 用 WLOG 
(without loss of generality ,不 失 一 般 性 ) 来 提醒 读者 . 但 是 你 需要 确定 ,通过 一 个 具 
体 情 形 能 真正 地 证 明 一 般 情形 . 例如 ,假设 你 想 要 证 明 1+2+3 二 … 十 n = n(n+1)/2 
对 于 所 有 正 整 数 n 都 成 立 ， 如 下 论证 是 错误 的 : “不 失 一 般 性 , 令 n = 5， 则 
1 十 2 十 3 十 4 十 5 二 15 二 5 x 6/2. 证 毕 . ”这 个 论述 显然 不 具备 一 般 性 ! 
推理 和 符号 逻辑 

这 儿 的 “推理 ”与 福尔摩斯 完全 没有 关系 , 推理 也 被 称 为 “直接 证 明 ”, 仪 仅 是 逻 
辑 证 明 的 最 简单 的 形式 . 一 个 推理 证 明 一 般 使 用 “如 果 P, 则 8” 或 者 “P 一 > @” 
或 者 “PP 蕴含 Q” 的 形式 ， 有 时 整个 论证 的 结构 是 推理 式 的 ， 但 局 部 使 用 其 他 的 
方式 ， 如 果 已 经 推出 了 倒数 第 二 步 ， 那 么 你 已 经 将 问题 简化 为 : 

倒数 第 二 步 成 立 ”一 > 结论 . 
当然 ， 倒 数 第 二 步 的 建立 可 能 包含 其 他 形式 的 论证 . 

有 时 P 一 > 8 和 Q 一 > PP 都 成 立 ， 在 这 种 情形 下 我 们 说 已 和 Q 是 逻辑 等 
价 的 , 或 者 已 < 全 Q@. 为 了 证 明 等 价 性 , 我 们 首先 证 明 一 个 方向 (例如 PP 一 > Q)， 
然后 证 明 它 的 逆 (@ 一 > P). 

请 注意 你 所 使 用 的 “ 列 含 ”的 方向 .回忆 P 一 > Q 在 逻辑 上 并 不 等 价 于 它 
的 逆 @ 一 > P. 例如 ， 考 虑 这 样 的 命题 “ 狗 是 哺乳 动物 ”. 这 等 价 于 “如 果 你 是 
只 狗 ， 那 么 你 是 哺乳 动物 ” 那么 它 的 逆 命 题 “ 如 果 你 是 哺乳 动物 ， 那 么 你 是 只 狗 ” 
当然 不 正确 了 ! 

然而 ，P 一 > Q 的 逆 否 命题 是 “( 非 9) 一 > ( 非 P)”， 这 两 者 是 在 逻辑 上 是 
等 价 的 .前 面 那 个 显然 正确 的 命题 “ 狗 是 哺乳 动物 ”的 逆 否 命题 是 真 命题 “ 非 哺乳 
动物 不 是 狗 ”. 

从 整体 上 来 说 , 大 多 数论 证 都 有 一 个 简单 的 推理 结构 . 但 从 局 部 来 说 ,每 段 独 
立 的 论证 可 以 有 很 多 替代 形式 . 现在 我 们 将 讨论 这 些 替 代 形 式 中 最 常见 的 形式 , 也 
就 是 反 证 法 . 
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反 证 法 

反 证 法 并 不 尝试 直接 证 明 问 题 , 而 是 先 假设 结论 不 成 立 , 然后 说 明 这 个 假设 会 
导致 一 个 荒 雇 的 结论 . 反 证 法 通常 对 直接 证 明 某 事 不 可 能 发 生 很 有 帮助 . 下 面 是 数 
论 中 的 一 个 简单 的 例子 . 

例 2.3.1 证 明 

刀 十 十 1 一 oa (2.3.2) 

没有 正 整 数 解 . 

解答 我 们 想 要 证 明 等 式 (2.3.2) 不 可 能 成 立 . 用 反 证 法 ， 假 设 等 式 (2.3.2) 成 
立 ， 如 果 刀 +b+1=o, 则 <a 且 o 一 刀 2=5 十 1 正如 在 第 32 页 例 2.2.7 中 
那样 ， 我 们 使 用 因 式 分 解 这 种 有 用 的 战术 ， 得 到 


(a—b)(a+b)=b+1. (2.3.3) 


因为 a>>5>1, 必然 有 a 一 b> 1 和 a 十 b> 2 二 5， 因此 等 式 (2.3.3) 左边 大 于 等 
于 1 x (5 十 2)， 这 严格 大 于 等 式 (2.3.3) 右边 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 原 假设 不 成 立 ， 
也 就 是 说 , “等 式 (2.3.2) 成 立 ” 这 个 命题 一 定 是 假 的 . 国 

下 面 是 另 一 个 涉及 不 可 能 性 的 证 明 ， 它 是 古 希腊 一 个 经 典 的 论证 . 

例 2.3.2 证 明 V2 不 是 有 理 数 . 

解答 为 了 寻找 矛盾 ,假设 V2 是 有 理 数 . 则 V2 能 表示 为 两 个 正 整数 的 商 
(不 失 一 般 性 ,我 们 假设 分 子 分 母 都 是 正 的 ) ， 现 在 我 们 将 使 用 极端 原理 "， 即 : 在 
满足 上 述 条 件 的 所 有 可 能 的 表示 方法 中 ， 我 们 选择 分 母 最 小 的 那个 . 

记 V2 = a/5， 其 中 a,b Ee N 且 b 尽 可 能 地 小 .这 意味 着 分 数 a/b 是 既 约 的 ， 
因为 如 果 不 是 这 样 的 话 ， 我 们 能 同时 将 a 和 5 用 一 个 大 于 1 的 正 整数 整除 , 使 a 
和 5 都 变 得 更 小 ， 这 与 5 的 最 小 性 矛盾 .特别 地 ，a 和 “不 可 能 都 是 偶数 . 

然而 ，V2 = a/b 蕴含 着 202 = a?， 因 此 a? 是 偶数 ( 因为 它 等 于 一 个 整数 的 
2 倍 ). 但 这 蕴含 着 a 必须 也 是 偶数 ( 因为 如 果 a 是 奇数 ，a? 也 会 是 奇数 ) 即 a 
等 于 一 个 整数 的 2 倍 . 因此 我 们 能 记 a = 2t， 其 中 te N， 代 入 原 式 ， 我 们 得 到 

20? = a? = (21)? 一 42， 
因此 刀 = 2 刀 . 但 现在 通过 完全 相同 的 推理 , 我 们 得 到 5 也 是 偶数 ! 这 是 不 可 能 的 ， 
这 样 我 们 就 导出 了 原 假设 ( 即 V2 是 有 理 数 ) 的 矛盾 . 图 
反 证 法 也 能 被 用 作证 明 “ 肯 定 ” 的 命题 ,请 考虑 下 面 的 例子 . 
例 2.3.3 (希腊 1995) 如 果 a, b,c, qd,e 是 实数 ， 并 使 如 下 方程 
az2 二 (c+Dz+(e+dg=0 








@ 见 3.2 节 . 
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有 大 于 1 的 实 根 ,证明 以 下 方程 





至 少 有 一 个 实 根 . 

解答 条 件 是 P(z) := az2 十 (c 十 b)z 十 (e+ qd)=0 有 大 于 1 的 实 根 并且 希 
望 得 到 的 结论 是 Q(z) := az4 二 bz3 +cz2 十 dz 十 e=0 至少 有 一 个 实 根 . 让 我 们 假 
设 结论 不 成 立 ， 即 Q(z) 没有 实 根 . 因此 Q(x) 对 于 所 有 实数 xz 恒 正 或 者 恒 负 . 不 
失 一 般 性 ， 我 们 假设 Q(z) > 0 对 于 所 有 实数 x 成 立 . 在 这 种 情况 下 a > 0. 

现在 我 们 的 战略 是 使 用 包含 Q 的 不 等 式 来 构造 一 个 矛盾 ， 其 中 可 能 要 以 某 种 
方式 利用 关于 P 的 假设 ， 怎 样 把 这 两 个 多 项 式 关联 起 来 ? 我 们 能 写 

Q(x) = art+br? +cer +drti+e 


二 azxt 二 (c+D)z?+(e+d)+br? -br +dr—d, 














因此 
Q(x) = P(2°) + (2 — 1)(br? +d). (2.3.4) 

现在 令 y 是 PP 的 一 个 根 ， 根据 假设 , y > 1， 因 此 ， 如 果 令 w := Vy， 我 们 

有 ww>1 且 Pl2) = 0. 将 x=w 代入 等 式 (2.3.4) 得 到 
Qu) = PO) + uo lb +d)= v1) + dad). 
回忆 我 们 假设 8 恒 正 ， 因 此 (w 一 1)(bw? 十 d) > 0. 但 我 们 也 能 将 x = 一 wu 代入 等 
式 (2.3.4)， 得 到 
Q(-u) = Pa) + (uo Db + ad) = (vu 1) 十 dg). 

因此 现在 (ww 一 1 了 (bw 十 d) > 0 和 (--w 一 1)(bw? 十 d) > 0 同时 成 立 ， 但 这 不 可 能 ， 
因为 一 1 和 一 一 1 分别 是 正 数 和 负数 ( 记 住 w > 1). 我 们 已 经 得 到 了 矛盾 ， 
此 8 和 恒 正 的 原 假设 不 成 立 ， 我 们 得 到 @ 必须 至 少 有 一 个 实 根 . 国 

在 这 个 例子 中 , 为 什么 反 证 法 会 起 到 作用 ? 当然 , 要 证 明 多 项 式 至 少 有 一 个 实 
根 还 有 其 他 方法 . 在 这 个 问题 中 帮助 我 们 解决 问题 的 是 如 下 事实 , 即 结论 的 否定 形 
式 产 生 了 一 些 容 易 利用 的 条 件 ， 一 旦 我 们 假设 Q 没有 实 根 ， 我 们 便 得 到 了 一 个 漂 
亮 而 又 很 有 帮助 的 不 等 式 . 当 你 开始 思考 一 个 问题 时 , 永远 应 该 先 想 想 下 面 这 个 问 
题 : “如 果 将 结论 否定 会 发 生 什么 呢 ? 我 们 会 得 到 一 些 容 易 利 用 的 结果 吗 ?” 如 果 
答案 是 “会 的 ”， 那 么 请 尝试 利用 反 证 法 证 明 这 个 问题 . 虽然 反 证 法 并 不 总 是 有 用 ， 
但 这 是 研究 的 本 性 . 回 到 我 们 先前 的 登山 的 比喻 , 我 们 正 尝试 攀登 数学 的 高 山 有 
时 结论 看 起 来 像 一 面 垂直 的 玻璃 墙 ， 但 它 的 否定 形式 可 能 有 很 多 的 “攀登 点 ”. 
此 其 否定 形式 相 比 起 原 结论 来 更 容易 研究 ， 它 们 拥有 一 个 相同 的 潜在 的 机 会 主义 
战略 原理 : 

任何 有 助 于 你 的 研究 的 事 都 值得 尝试 . 
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下 面 的 例子 涉及 了 一 些 基 础 数论 . 我 们 将 会 在 第 7 章 中 详细 研究 这 个 理论 . 然 
而 ,尽早 地 学 习 哪怕 只 是 一 点 “基本 生存 ”的 数论 也 是 很 重要 的 . 在 本 章 和 下 一 章 
中 我 们 将 会 讨论 几 个 数论 问题 ， 首 先 引入 一 些 极 其 有 用 和 重要 的 符号 . 

令 m 为 一 个 正 整 数 ， 如 果 a 一 b 是 m 的 倍数 ， 则 记 为 





a 三 b (mod m) 
( 读 作 “a 与 5 模 m 同 余 ”). 例如， 
10 三 1 (mod 3), 17= 102 (mod 5), 2== -1 (mod3)，32 三 0 (mod 8). 


这 个 由 高 斯 发 明 的 符号 用 起 来 非常 方便 .下面 是 一 些 你 可 以 立即 验证 的 事实 : 

。 如 果 a 除 以 m 得 到 余数 >， 则 a 三 7 (mod m). 

。 命题 a 三 5 (mod m) 等 价 于 说 存在 一 个 整数 k， 使 得 a = 5 十 mk. 

。 如 果 a= 三 b (modm) 且 c==d (modm), 则 a 二 c 三 b+d (mod m) 

且 ac= bd (mod m). 

例 2.3.4 ”证明 如 果 p 是 素数 ， 那 么 关于 模 p， 每 个 非 零 的 数 都 存在 唯一 的 
乘法 道 . 即 : 如 果 xz 不 是 p 的 倍数 ， 那 么 存在 唯一 的 y es {1,2,3,…,p 一 1} 使 
得 zy 三 1 (mod p).【 例 如， 如 果 p = 7， 则 1,2,3,4,5,6 的 乘法 逆 ( 模 7) 分 别 
为 1,4,5,2,3,6. ] 

解答 令 xe{1,2,3,…,p 一 1} 模 p 非 零 ， 即 xz 不 是 p 的 倍数 .现在 考虑 下 
列 p 一 1 个 数 





X,27,37,...,(p— 1)x. 
关键 的 思路 是 证 明 这 些 数 模 p 都 不 相同 .我 们 将 用 反 证 法 来 证 明 这 一 点 .假设 它 
们 并 非 不 同 的 .那么 一 定 存在 u,v € {1,2,3,…,p 一 1} 且 以 关 v， 有 


ux 三 vx (mod D) ， (2.3.5) 





但 等 式 (2.3.5) 蕴含 
ur—vr= (uv)r=0 (mod p), 


也 就 是 说 ，(w 一 v)z 是 p 的 倍数 . 但 根据 假设 ,zx 不 是 bp 的 倍数 ， 并 且 w 一 v 非 零 
且 绝 对 值 最 大 为 了 一 2 (因为 当 w wv 中 一 个 为 1 而 另 一 个 为 p 一 1 会 产生 最 大 的 差 
值 ). 因此 w 一 v 也 不 可 能 是 p 的 倍数 .因为 p 是 素数 ， 故 (ww 一 v)zx 不 可 能 是 p 
的 倍数 . 这 便 是 我 们 想 要 得 到 的 了 矛盾: 我们 已 经 证 明了 x,2x,37x,…,(p 一 1)zx 模 p 

都 不 相同 . 
因为 这 p 一 1 个 不 同 的 数 模 p 均 非 零 , (为 什么 ? ) 于 是 其 中 必须 恰好 有 一 个 数 
模 p 等 于 1. 因此 ,在 集合 {1,2,3,…,p 一 1} 中 存在 唯一 的 y 使 得 zy 三 1 (mod p). 
国 
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数学 归纳 法 
这 是 一 个 非常 强大 的 工具 , 用 来 证 明 那 些 用 整数 作为 “指标 ”的 命题 . 例如 : 
。 任意 n 边 形 的 内 角 和 为 180 x (mn 一 2) 度 . 
。 不 等 式 n! > 2” 对 于 所 有 正 整数 ”> 4 都 成 立 . 
上 述 每 个 命题 都 可 以 写 为 下 面 的 形式 : 


P(n) 对 于 所 有 整数 n 之 no 都 成 立 . 


其 中 P(n) 是 与 n 有关 的 命题 ， 而 no 是 “起 点 ”数学 归纳 法 有 两 种 形式 : 标准 
归纳 法 和 强 归纳 法 . 
标准 归纳 法 


下 面 是 标准 归纳 法 的 使 用 方法 : 


(1) 证 明 关于 P(no) 的 事实 ， 这 称 为 “基础 情形 ”， 并 且 证 明 起 来 通常 很 简单 . 
(2) 假设 P(n) 对 于 任意 整数 n 均 成 立 ， 这 称 为 归纳 假设 . 然后 证 明 归 纳 假设 
蕴含 着 P(n 十 1) 也 成 立 . 


这 就 证 明了 P(n) 对 于 所 有 整数 ”> no 均 成 立 ， 因 为 根据 (1) ，P(no) 成 立 ， 
并 且 (2) 列 含 着 P(no 十 1) 也 成 立 , 而 此 时 (2) 又 蕴含 着 Plno 十 1 十 1) 也 成 立 ， 以 
此 类 推 . 

下 面 是 一 个 类 比 . 假设 你 将 无 穷 多 个 多 米 诺 骨牌 摆 成 一 条 直线 , 它们 分 别 对 应 
于 命题 P(1), P(2),…. 如 果 你 让 第 一 个 骨牌 倒 向 右边 ， 那 么 你 能 确信 所 有 骨牌 都 
会 倒 下 ， 因 为 任意 一 块 骨 牌 倒 下 时 都 会 推倒 与 它 相 邻 的 右边 那 块 骨牌 . 
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1 D3 注 n nt+l 















































推倒 第 一 块 骨牌 相当 于 建立 了 基础 情形 说明 倒 下 的 骨牌 会 推倒 相 邻 的 骨牌 
也 就 证 明了 对 于 所 有 n > 1，P(n) 成 立 蕴 含 P(n 十 1) 也 成 立 . 

让 我 们 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 前 面 的 两 个 例子 . 

例 2.3.5 证明 任意 n 边 形 的 内 角 和 等 于 180 x (mn 一 2) 度 . 

部 分 解答 ”基础 情形 (no = 3) 是 如 下 著名 事实 ， 即 三 角形 内 角 和 为 180 度 
( 见 题 8.2.7 关于 证 明 的 提示 ) .现在 假设 这 个 命题 对 于 n 边 形 (m” > 3 ) 成 立 . 
下 面 我 们 证 明 这 纺 含 着 命题 对 于 n 十 1 边 形 也 成 立 ， 即 任何 n 十 1 边 形 的 内 角 和 
为 180 x (n 十 1 一 2) = 180 x (n 一 1) 度 . 
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令 5 为 任意 ni 十 1 边 形 ， 顶 点 为 V1,v2)… ,Vnpi. 
将 5 分 解 为 顶点 为 ,v2,vs 的 三 角形 全 和 顶点 


为 uva ,un+l 的 n 边 形 U. 

5 的 内 角 和 等 于 了 的 内 角 和 (为 180 度 ) 加 上 U 的 
内 角 和 [根据 归纳 假设 ， 其 为 180 x (n 一 2) ]. 因此 和 
为 180 十 180 x (n 一 2) = 180 x (mn 一 1)， 这 正 是 我 们 所 
需要 的 . 

上 述 证 明之 所 以 被 称 为 “部 分 解答 ”， 是 因为 我 们 的 论证 中 存在 一 个 小 瑕 症 ， 
我 们 怎么 知道 能 “在 边界 上 ”提取 一 个 三 角形 从 而 分 解 整个 多 边 形 呢 ? 如 果 多 边 形 
是 是 的 ， 这 当然 没有 问题 ， 但 如 果 是 四 的 (正如 例子 中 的 一 样 )， 要 说 总 能 提取 一 
个 三 角形 ， 这 并 不 那么 显而易见 

例 2.3.6 证 明 : 如 果 n 是 大 于 3 的 整数 ， 则 nl! > 2”. 

解答 基础 情形 (no = 4) 显然 成 立 : 4! > 24. 现在 假设 对 于 某 个 n, n! > 27 
成 立 ， 我 们 希望 以 此 来 证 明 “ 下 一 个 ”情形 ， 即 (n 十 1)! > 2"+1， 让 我 们 战略 性 地 
思考 这 个 问题 : 归纳 假设 的 左边 是 n!， 而 “目标 ”的 左边 为 (n 十 1)!， 如何 从 前 者 
得 到 后 者 ? 当然 是 在 归纳 假设 两 边 同 乘 以 n 十 1。 在 不 等 式 的 两 边 同 乘 以 一 个 正 数 
影响 不 等 式 的 成 立 ， 因 此 有 


(n+1)!> 2"(n+1). 


这 几乎 是 我 们 想 要 的 结果 ， 因 为 “目标 ”的 右边 为 2"11 = 2” x 2， 而 nn 十 1 显然 
大 于 2， 也 即 
(n+1)!>2"(n+1)>2"x2=2"°+. 国 

归纳 论证 用 起 来 可 能 相当 精妙 ， 有 时 充当 “指标 ”nn 的 变量 并 不 明显 ,而 有 时 
关键 性 的 一 步 就 在 于 巧妙 地 选择 这 个 变量 ， 或 者 是 从 P(n) 推导 P(n 十 1) 的 简洁 
的 算法 ， 下面 是 一 个 例子 . 

例 2.3.7 平面 被 若干 条 直线 分 为 一 些 区域 . 证 明 : 永远 能 做 到 用 两 种 颜色 给 
每 个 区 域 涂 色 ， 且 相 邻 的 区 域 颜色 不 同 ( 就 像 棋盘 格 一 样 ) . 

解答 ”问题 的 陈述 与 整数 并 无 直 
接 关 系 , 然而 , 当 我 们 进行 试验 时 , 自 
然 会 从 一 条 直线 开始 ， 然 后 是 两 条 直 
线 , 等 等 . 因此 “归纳 ”变量 的 一 个 自 
然 选择 便 是 我 们 所 画 的 直线 数量 ， 也 
就 是 说 ， 我 们 将 证 明 命题 P(n):“ 如 
果 用 条 直线 划分 平面 ， 则 能 用 两 种 颜色 为 所 得 的 区 域 染 色 ， 使 得 相 邻 两 块 的 颜 
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色 永 不 相同 . ”我 们 称 这 样 的 染色 方式 为 “好 的 ”. 显然 , P(1) 成 立 . 现在 假设 P(n) 
成 立 ， 然 后 画 第 n 十 1 条 直线 ,并且 “ 反 转 ” 这 条 直线 右边 的 染色 方式 . 
直线 左 侧 区 域 仍 有 “好 的 ”染色 方式 , 直线 右 侧 区 域 也 有 “好 的 ”染色 方式 (只 
是 反 转 了 原来 区 域 的 颜色 ). 根据 图 形 还 可 以 发 现 ， 以 这 条 直线 作为 公共 边界 的 两 
块 区 域 有 着 不 同 的 颜色 . 因此 , 新 的 染色 方法 是 “好 的 ”， 这 便 得 到 了 P(n 十 1). 国 


强 归纳 法 


顾名思义 ， 强 归纳 法 使 用 了 一 个 “更 强 ” 的 归纳 假设 . 在 建立 了 基础 情形 后 ， 
我 们 假设 对 于 某 个 mn， 下 面 所 有 命题 均 成 立 : 
P(no), P(no 二 1), P(no 2)， wy , P(n). 


然后 利用 此 假设 来 证 明 P(n 十 1) 成 立 ， 有 时 标准 归纳 法 不 能 推出 结论 ， 而 强 归纳 
法 却 能 .在 标准 归纳 法 中 ， 我们 只 使 用 P(n) 成 立 来 导出 P(n 十 1) 成 立 ， 但 有 时 ， 
为 了 证 明 P(n 十 1) 成 立 ， 我 们 需要 知道 一 些 关 于 “早期 ”情形 的 结论 ， 如 果 你 喜 
欢 多 米 诺 骨 有 牌 的 类 比 法 ,请 考虑 如 下 情形 ， 即 每 块 骨 有 牌 都 有 弹簧 阻止 其 倒 下 , 当 n 
增 大 时 弹 先 逐渐 变 硬 ,， 为 了 使 骨牌 n 十 1 倒 下 ,不 仅 需 要 前 一 块 的 推力 ， 也 需要 左 
边 所 有 倒 下 的 骨牌 的 推力 . 

关于 强 归纳 法 的 第 一 个 例子 是 继续 研究 第 25 页 例 2.2.1 提出 的 问题 . 

例 2.3.8 回顾 一 下 ， 序 列 oo,alaz,…: 满足 al =1 且 


1 
am+n 十 Qm-_n = 3 (02m 十 a2n) (2.3.6) 


对 于 所 有 非 负 整数 m 和 n(m > n) 均 成 立 ， 我 们 归纳 得 到 ao = 0,a2 = 4 且 
aam 二 4am 对 于 所 有 mm 均 成 立 ， 然 后 猜测 P(n) 成 立 ， 即 an = n2. 

解答 ”基本 情形 P(0) 和 P(1) 显然 成 立 ， 现 在 假设 P(k) 成 立 ， 其 中 = 
0,1,… ,wu， 我 们 有 [在 等 式 (2.3.6) 中 令 m =u,n=1] 








So | a2) ; (da, | a2) = :2 
强 归纳 假设 允许 我 们 利用 P(w) 和 P(w 一 1) 成 立 的 事实 ， 因此 得 到 


Qutil+ (vm 1) = 2 +2, 





Qu+l 十 Qu-1 一 


故 
ao 一 2 二 2 一 (一 2 二 IJ) 一 妇 十 24 二 1=( 人 (十 1 国 
前 面 的 例子 需要 P(w) 和 P(w 一 1) 成 立 的 事实 ， 下面 的 例子 对 于 的 两 个 任 
意 值 ， 利 用 了 P(k) 成 立 的 事实 . 
例 2.3.9 集合 的 一 个 分 划 是 将 这 个 集合 分 为 一 些 不 交 子 集 的 一 种 分 解 . 多边 
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都 是 原 多 边 形 的 顶点 . 一 个 给 定 的 多 边 形 可 以 有 很 多 不 同 的 三 角 剖 分 . 右 图 是 某 个 
九 边 形 的 两 个 不 同 的 三 角 剖 分 . 





给 定 一 个 三 角 剖 分， 如果 两 个 顶点 由 某 个 三 角形 的 边 相 连接 , 则 称 它们 是 相 邻 
的 .假设 我 们 决定 将 一 个 已 进行 三 角 剖 分 的 多 边 形 的 顶点 染色 , 问 : 我 们 需要 多 少 


对 于 单个 三 角形 来 说 就 需要 那么 多 种 颜色 . 下面 是 一 个 惊人 的 事实 : 
三 种 颜色 对 于 多 边 形 的 任意 三 角 剖 分 都 已 足够 . 


证 明 我 们 将 对 多 边 形 的 顶点 数 n 进行 归纳 ， 我 们 想 要 对 所 有 整数 n > 3 证 
明 如 下 命题 P(n): 


对 于 n 边 形 的 任意 三 角 训 分 , 我 们 能 够 用 三 种 颜色 对 顶点 染色 , 使 

得 没有 两 个 相 邻 的 顶点 有 相同 颜色 
基础 情形 P(3) 显然 成 立 ， 归纳 假设 是 
PP(3), P(4),…,P(n) 都 成 立 . 我 们 接 下 来 证 
明 这 蕴含 着 P(n 十 1) 成 立 . 给 定 一 个 已 进行 
三 角 剖 分 的 n 十 1 边 形 , 选择 任 一 条 边 , 并 考 
虑 包含 这 条 边 的 顶点 为 x,y,z 的 三 角形 T. 1/ 
这 个 三 角形 将 n 十 1 边 形 截 为 两 个 更 小 的 已 5 
进行 三 角 训 分 的 多 边 形 L 和 RR[ 分 别 为 左 (left ) 和 右 (right ) 的 缩写 ]. 事实 上 ， 
志和 RR 中 的 一 个 可 能 不 存在 ( 当 n = 4 时 这 便 会 发 生 )， 但 这 不 影响 接 下 来 的 证 
明 . 将 工 的 顶点 涂 成 红色 、 白 色 和 蓝 色 , 使 得 没有 相 邻 的 顶点 拥有 相同 的 颜色 . 根 
据 归 纳 假设 ， 这 能 够 做 到 ! 

注意 我 们 也 已 经 将 了 的 两 个 顶点 (x 和 y ) 进行 了 染色 ， 并 且 其 中 一 个 顶点 
也 是 R 的 顶点 .不 失 一 般 性 ,假设 x 是 蓝 色 的 ,，y 是 白色 的 . 

根据 归纳 假设 ， 可 以 用 红 、 白 和 蓝 三 种 颜色 对 RR 染色 ， 使 其 没有 两 个 顶点 颜 
色相 同 . 但 我 们 必须 注意 ， 因 为 R 与 全 共用 两 个 顶点 (y 和 z)， 因此, 顶点 z 一 
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定 是 红色 的 ， 而 顶点 y 是 白色 的 .如果 我 们 足够 幸运 ，RR 的 染色 方式 会 与 了 的 染 
色 方 式 相符 . 但 如 果 不 相符 怎么 办 呢 ? 没 问 题 ， 只 要 将 颜色 重新 命名 就 可 以 了 ! 也 
就 是 说 ,将 RR 的 染色 方式 中 的 红色 、 蓝 色 和 白色 进行 交换 . 例如， 如 果 在 五 原来 
的 染色 方式 中 y 是 红色 的 而 z 是 蓝 色 的 ， 只 需 将 R 的 红色 顶点 重新 染 成 白色 ,将 


蓝 色 顶点 重新 染 成 红色 ， 并 且 将 白色 顶点 重新 染 成 蓝 色 . 
至 此 , 我 们 已 经 成 功 地 将 任意 三 角 剖 分 的 nn 十 1 边 形 用 三 种 颜色 染色 , 使 其 没 
有 两 个 相 邻 的 顶点 拥有 相同 颜色 .因此 P(n 十 1) 成 立 . 国 


注意 : 在 这 个 例子 中 ， 我 们 确实 需要 强 归 纳 假设 .或 许 我 们 本 可 以 像 第 43 页 
例 2.3.5 中 那样 处 理 , 将 n 十 1 边 形 分 解 为 一 个 三 角形 和 一 个 n 边 形 , 但 在 三 角 剖 
分 得 到 的 三 角形 中 ， 存 在 一 个 “边界 ”三 角形 可 供 我 们 选择 ， 这 点 并 不 显而易见 . 
选择 任意 一 条 边 ， 然 后 假设 P(k) 对 任意 有 <n 成立， 这样 证 明 更 为 容易 些 . 

强 归 纳 法 背后 隐藏 着 一 个 思想 : 要 灵活 地 定义 假设 和 结论 . 在 下 面 的 例子 中 ， 
为 了 取得 进展 ， 我 们 需要 一 个 不 同 寻 常 的 强 归纳 假设 . 

例 2.3.10 ”证明 


1 3 ee 2n—1 所 1 
2 4 2n Van 
解答 首先 令 P(n) 代表 上 述 命 题 ，P(1) 显然 成 立 ， 因 为 1/2 < 1/V3.， 现在 
我 们 在 归纳 假设 P(n) 成 立 的 条 件 下 ， 尝 试 证 明 P(n 十 1) 也 成 立 ， 我 们 想 要 证 明 


a 


提出 大 括号 中 的 量 ， 并 利用 归纳 假设 ， 只 需 证 明 




















1 人 ea 
V3n \2n+2/ ~ Van+3 
但 很 不 幸 ， 这 个 不 等 式 不 成 立 ! 例如 ， 如 果 将 n= 1 代入 ， 便 会 得 到 


序 () < 二 
V3 \4) ~ v6 
这 蕴含 着 V2 < 4/3， 显 然 不 成 立 . 

这 是 怎么 回 事 呢 ? 我 们 使 用 了 异想天开 战略 ,结果 却 失 败 了 ， 这 种 情况 常常 发 
生 . 我 们 想 要 证 明 的 不 等 式 ， 虽 然 成 立 但 非常 微妙 ( 左 式 只 比 右 式 小 一 点 点 )， 特 
别 是 对 于 比较 小 的 n. 开始 关于 P(1) 的 假设 太 弱 而 不 能 得 到 P(2)， 于 是 我 们 注定 
会 失败 . 

正解 ”从 一 开始 就 加 强 假 设 ， 让 我 们 将 3n 用 3n 十 1 代替 . 记 如 下 命题 


(oC 
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为 Q(n). 


当然 Q(1) 成 立 ， 事 实 上 ， 这 是 一 个 等 式 (1/2 = 1/V4)， 几 乎 是 不 等 


式 所 能 达到 的 极限 ! 因此 让 我 们 尝试 将 Q(n) 作为 归纳 假设 来 证 明 Q(n 十 1) 成 立 . 
和 前 面 一 样 ， 我 们 尝试 显而易见 的 代数 证 明 ， 并 且 希 望 证 明 如 下 不 等 式 : 


-1 








1 (¥ - 
V37 十 1 \2n 1 
两 边 平 方 并 且 交 叉 相 乘 ， 上 式 变 为 : 





-2 





1 
< 
) V3n 二 4 


(3n+4)(4n2 + dnt+1) < 4 +2n+1)(3nt+1). 
并 能 化 简 为 《经 过 一 些 烦 琐 的 相 乘 ) 19n < 20n， 这 当然 成 立 ， 我 们 完成 了 . 国 


问题 与 练习 


题 2.3.11 令 ab,c 为 满足 ao2 十 刀 = c2 的 整 
数 ， 利 用 如 下 两 种 方法 ,证 明 : abec 一 定 是 偶 
数 . 

(a) 通过 考虑 不 同 的 奇偶 性 情形 ; 

(b) 利用 反 证 法 . 

题 2.3.12 通过 下 面 的 练习 , 确保 你 完全 理解 
例 2.3.2. 

(a) 证 明 V3 是 无 理 数 . 

(b) 证 明 V6 是 无 理 数 . 

(c) 如 果 你 尝试 通过 与 前 面相 同 的 论证 方 
法 来 证 明 V49 是 无 理 数 ， 论 证 在 哪里 会 不 成 
立 ? 

题 2.3.13 证 明 不 存在 最 小 的 正 实数 . 

题 2.3.14 证 明 logio 2 是 无 理 数 . 

题 2.3.15 证 明 V2 + V3 是 无 理 数 . 

题 2.3.16 复数 能 被 排序 吗 ? 也 就 是 说 ,能 否 
定义 一 个 “不 等 ”关系 ,使 得 任意 两 个 复数 a 十 下 
和 c 十 di 能 进行 比较 ,并且 能 够 确定 哪 一 个 “更 
大 ”， 哪 一 个 “更 小 ”， 或 者 两 者 相等 ?( 利用 
范 数 函数 |z 十 iy| = Vz2 十 2 的 构造 方法 不 
算数 ， 因 为 这 将 每 个 复数 都 转换 成 实数 ， 而 回 
避 了 任意 两 个 复数 能 否 比较 的 问题 . ) 

题 2.3.17 证 明 如 果 a 是 有 理 数 而 5 是 无 理 
数 ， 则 a 十 b5 是 无 理 数 . 


题 2.3.18 判断 下 面 的 论断 正确 与 否 并 说 明 











原因 : 如 果 a 和 都 是 无 理 数 ， 则 a” 是 无 
题 2.3.19 证 明 第 42 页 关于 同 余 关系 的 讨论 
中 所 给 出 的 命题 . 


题 2.3.20 证 明 第 42 页 例 2.3.4 的 如 下 推广 : 
令 mm 为 正 整数 ， 令 5S 表示 小 
于 m 并 且 与 m 互 素 ( 即 与 mm 没 
有 除 1 以 外 的 公 因数 ) 的 正 整数 组 
成 的 集合 .那么 对 于 每 个 x € 5,， 
存在 唯一 的 y ES 使 得 zy 三 1 
(mod m). 
例如 ,如 果 m= 12, 则 5 = 了 行 ,5,7,11}. 每 
个 ze5 模 12 的 “乘法 逆 ” 为: 5 x 5 = 
1 (mod 12),7x7 三 1 (mod 12)， 以 此 类 推 . 
题 2.3.21 存在 无 穷 多 个 素数 . 在 所 有 关于 这 
一 重要 事实 的 证 明 中 ,最 古老 的 或 许 是 由 古 希 
腊 人 发 现 ， 并 由 欧 几 里 得 写 下 的 . 这 是 一 个 利 
用 反 证 法 的 经 典 证 明 . 我 们 从 假设 只 存在 有 限 
多 个 素数 pl pz,pa，……,pN 开始 ， 现 在 考虑 
数 Q := (pipzpa…:pw) 十 1( 这 是 精妙 而 关 
键 的 一 步 ) . 
请 完成 接 下 来 的 证 明 ! 
题 2.3.22 ( 普 特 南 1995) 令 5 为 一 个 关于 乘 
法 封闭 (也 就 是 说 , 如 果 a 和 ?属于 9, 那么 
ab 也 属于 5 ) 的 实数 集合 . 令 荆 和 U0U 为 5 的 
不 交 子 集 ， 它 们 的 并 为 S$， 假设 任意 三 个 (不 





必 不 相同 ) 人 中 的 元 素 之 积 属 于 全 , 任意 三 个 
U 中 的 元 素 之 积 属 于 UV, 证 明了 和 UV 中 至 少 
一 个 集合 关于 乘法 是 封闭 的 . 

题 2.3.23 如 果 你 尚未 完成 第 35 页 题 2.2.13， 
请 回 到 那个 问题 ， 正 确 答案 是 ("2 十 n 十 2)/2. 
现在 利用 归纳 法 进行 证 明 . 

题 2.3.24 证 明 有 nn 个 元 素 的 集合 共有 27 个 
子 集 , 包括 空 集 和 它 本 身 . 例如 , 集合 {a, b,c} 
有 8 个 子 集 : 


2, {a0}, {5}, {c}, {a, 2b}, {a,c}, {2, c}, {a, b, c}. 
题 2.3.25 证 明 几 何 级 数 的 求 和 公式 


n 


a = 





题 2.3.26 证 明 几 个 实数 或 者 复数 和 的 绝对 
值 至 多 等 于 它们 的 绝对 值 之 和 .， 提示 : 你 需要 
首先 验证 三 角 不 等 式 , 即 lo 十 中 冬 |a| 十 |0| 对 
于 任意 实数 或 者 复数 a 和 均 成 立 

题 2.3.27 证 明 对 于 所 有 正 整 数 n, 7" 一 1 均 
能 被 6 整除 . 


题 2.3.28 (德国 1995) 令 z 为 使 得 z 十 xz- 


为 整数 的 实数 . 证明 对 于 所 有 正 整 数 n 来 说 ， 


2 十 Z ”都 是 整数 . 
题 2.3.29 证 明 伯 努 利 不 等 式 : 如 果 z > 一 1， 
z 关 0 并且 n 是 大 于 1 的 正 整 数 ， 则 


(1+27z)” >1+nz. 


题 2.3.30 在 研究 了 第 35 页 题 2.2.11 后 , 你 
可 能 已 经 得 到 如 下 结论 : f(n) 等 于 n 的 二 进 
制 表 示 中 “1” 的 个 数 ，[ 例如 f(13) = 3， 因 
为 13 的 二 进 制 表示 为 1101. ] 请 利用 归纳 法 
证 明 f(n) 的 这 个 特征 . 

题 2.3.31 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2006) 假 
设 一 个 无 限 大 的 正方 形 网 格 中 开始 时 有 n 格 
为 灰色 ， 剩 下 的 方 格 为 白色 .在 每 一 步 中 ， 新 
的 网 格 在 前 一 步 的 基础 上 以 如 下 方式 形成 : 对 
于 网 格 中 的 每 一 格 , 检查 此 方 格 、 其 上 方 的 方 
格 和 右边 的 方 格 . 如 果 在 这 三 个 方 格 中 有 两 个 
或 三 个 是 灰色 的 ， 那么 在 下 一 张 网 格 图 中 ， 将 
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那个 位 置 涂 成 灰色 ,反之 则 涂 为 白色 . 证明 在 
至 多 n 步 之 后 所 有 方 格 都 会 变 为 白色 . 

下 面 是 n == 4 时 的 一 个 例子 . 第 一 张 网 格 
图 显示 了 初始 状态 , 第 二 张 网 格 图 则 显示 了 经 
过 一 步 变化 后 的 状态 . 



























































题 2.3.32 在 例 1.3.17 中 已 经 定义 了 斐 波 那 
契 数 列 万 , 户 , 户 …… 证 明 : 对 于 所 有 正 整 
数 n， 以 下 每 个 命题 都 成 立 . 

a) 及 十 3 十 请 十 … 十 fon-1 = fon: 

b) fo+ fut fon = fonii—l. 


1 1+V5Y /1— V5 
ll js 外) 
e) 如 果 M 是 矩阵 | 则 
M*= | fnt1 :fa | 

fn fii 
(f) fn+tifn-1 - A > (一 1)”. 
(g) for + f2 = fonti: 


题 2.3.33 如 果 你 完成 了 第 36 页 题 2.2.17， 
你 应 该 发 现 ， 对 于 一 个 位 于 坐标 平面 内 的 三 角 














形 ， 如 果 它 的 所 有 顶点 都 在 格 点 上 ， 那 么 
1 
A=35B+I-1, 


其 中 A4、B 和 了 分 别 代表 此 三 角形 的 面积 、 边 
界 格 点 数 和 内 部 格 点 数 . 这 是 皮 克 定 理 的 一 个 
特殊 情形 ， 这 个 定理 对 于 顶点 在 格 点 上 的 任意 
多 边 形 都 成 立 (包括 非 凸 的 多 边 形 ). 利用 归 
纳 法 证 明 皮 克 定理 . 较 简单 的 版 本 是 : 假设 这 
对 三 角形 成 立 ( 即 假设 基础 情形 正确 ) ， 较 难 
的 版 本 是 : 首先 证 明 这 对 三 角形 成 立 ! 

题 2.3.34 考虑 一 个 21999 x 21999 的 正方 形 ， 
去 掉 其 中 一 个 1 x 1 的 正方 形 ， 证 明 无 论 被 
去 掉 的 小 正方 形 位 于 何 处 ， 都 能 够 用 一 些 形 如 
“大 正方 形 减 去 小 正方 形 ”的 工 型 铺 满 剩余 部 
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分 ( 见 第 9 页 题 1.3.18 中 另 一 个 涉及 用 工 型 ”元 素 都 属于 集合 5 = {1,2,… ,2n 一 1}， 如 果 

来 平 铺 的 问题 ) 对 于 每 个 ;= 1,… ,n， 第 i 行 和 第 i 列 的 元 

题 2.3.35 (IMO 1997) 一 个 nxn 的 矩阵 的 。 素 包 含 了 5 的 所 有 元 素 ， 则 该 年 隆 称 为 银 短 
阵 ， 证明 对 于 无 穷 多 个 ”存在 银 和 矩阵 . 


2.4 其 他 重要 战略 


很 多 战略 能 在 分 析 问 题 的 不 同 阶段 使 用 ,而 不 仅仅 是 开始 阶段 . 下面 我 们 只 专 
注 于 一 些 重要 的 方法 . 在 任何 研究 分 析 过 程 中 ,都 要 将 它们 牢 牢 记 在 脑子 里 . 在 后 
面 的 音节 中 我 们 将 会 讨论 更 多 的 高 级 战略 


作 图 ! 


要 成 为 一 名 有 创造 力 的 解 题 者 ， 其 
开放 思维 的 核心 就 是 随时 注意 到 问题 能 
否 用 不 同 的 方式 来 表示 . 一 般 情况 下 ， 我 找到 了 ! 
将 一 些 问题 转化 为 图 形 形 式 往往 会 得 到 
意 想 不 到 的 结果 .例如 ， 和 沿 仆 山 问题 
(第 15 页 例 2.1.2 ) 就 有 一 种 令 人 惊讶 的 
富有 创造 性 的 解法 . 但 如 果 我 们 用 一 个 
简单 的 距离 -时 间 图 来 理解 它 , 会 有 什么 
结果 呢 ? 

显然 ， 无论 如 何 画 两 条 路 径 ， 它 们 一 定 会 在 某 个 地 方 相交 ! 

当 一 个 问题 涉及 一 些 代 数 变量 时 ， 花 些 时 间 思 考 这 些 变量 能 和 否 被 理解 为 坐标 
总 是 值得 的 . 接 下 来 的 这 个 例子 将 利用 向 量 和 格 点 来 解 题 . ( 见 第 36 页 题 2.2.17 
和 第 49 页 题 2.3.33 中 关于 格 点 的 练习 . ) 

例 2.4.1 求 共有 和 多少 满足 0 < s,t < 1 的 有 序 实数 对 (s,t)， 使 得 3s 十 7t 
和 5s 十 t 都 是 整数 ? 

解答 你 可 能 会 想 要 把 (s, 理解 为 平面 上 的 点 , 但 这 对 解 题 并 没有 多 大 帮助 . 
另 一 种 方法 是 将 (3s + 7t, 5s 十 t) 看 作 一 个 点 .对 于 任何 s,t 我 们 都 有 























(3s 十 7t,5s 二 +t) = (3,5)s+ (7,1)t. 


条 件 0 < s,t < 1 意味 着 (3s + 7t,5s 十 如 是 一 个 在 顶点 为 (0,0), (3,5), (7,1) 
和 (3,5) + (7,1) = (10,6) 的 平行 四 边 形 内 部 的 向 量 的 终点 .下 图 展现 了 s = 0.4， 
t 二 0.7 时 的 情形 . 
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因此 ， 计 
算 满足 0 < s,t < 1 并 使 得 3s 十 7t 和 5s 十 t 都 是 整数 的 有 序 实数 对 (s, 的 个 数 ， 
等 价 于 计算 在 上 述 平 行 四 边 形 中 的 格 点 数 . 这 很 容易 ， 答 案 是 31. 图 


利用 皮 克 定 理 (第 49 页 题 2.3.33 )， 这 个 问题 能 得 到 很 好 的 推广 ， 见 第 57 页 
题 2.4.26. 


使 用 图 形 没 有 帮助 ? 用 其 他 方法 转化 问题 ! 

将 一 个 问题 从 文字 形式 转化 为 图 形 形 式 的 方法 ， 只 是 周边 视觉 战略 的 一 个 基 
本 方面 .发 散 你 的 思维 用 其 他 方法 来 重新 理解 问题 . 你 已 经 遇 到 过 的 一 个 例子 是 
第 17 页 例 2.1.7， 那 道 题 中 一 个 看 起 来 像 是 数列 的 序列 , 实际 上 是 关于 数 的 描述 的 
序列 . 另 一 个 例子 是 厨 柜 问题 (第 26 页 例 2.2.3 )， 在 那 道 题 中 ， 一 个 组 合 数学 问 
题 变 形 为 数论 问题 . “组 合 数学 二 数论 ”是 这 些 “ 交 义 ” 问 题 中 的 应 用 最 广泛 并 
且 最 富有 成 效 的 , 但 也 有 很 多 其 他 的 可 能 的 交叉 方法 . 数学 中 的 最 显著 的 一 些 进步 
恰恰 出 现在 某 人 发 现 了 一 种 新 的 重新 表述 方法 之 后 . 例如 , 笛 卡 儿 将 几何 问题 转化 
为 数值 和 代数 形式 ， 并 推动 了 解析 几何 的 发 展 ， 进 而 推动 了 微 积分 的 发 展 . 

我 们 的 第 一 个 例子 是 个 很 经 典 的 问题 . 

例 2.4.2 从 国际 象棋 棋盘 "中 去 掉 两 个 处 在 斜 对 角 方 位 的 方 格 ， 我 们 能 用 
31 个 2x1l 的 多 米 诺 骨牌 来 平 铺 覆 盖 棋 盘 上 剩 下 的 区 域 吗 ?〈 也 就 是 说 ， 每 个 方 格 
都 被 覆盖 ， 并 且 骨 有 牌 不 能 重 疮 . ) 

解答 起 初 这 看 起 来 像 一 个 几何 /组 合 数学 问题 , 并 有 着 很 多 情形 和 子 情形 . 但 
实际 上 这 只 是 一 个 关于 颜色 计数 的 问题 . 不 失 一 般 性 ， 假 设 被 去 掉 的 两 个 方 格 都 
是 白色 的 ， 因 此 我 们 感 兴趣 的 形状 中 包含 32 个 黑色 方 格 和 30 个 白色 方 格 . 然而 
任何 放置 在 棋盘 上 的 骨牌 必然 恰好 占据 一 个 黑色 的 方 格 和 一 个 白色 的 方 格 . 因 此 
31 块 骨牌 需要 31 个 黑色 的 和 31 个 白色 的 方 格 ， 故 这 样 的 平 铺 是 不 可 能 的 国 








© 


国际 象棋 棋盘 由 黑白 相间 的 8 x 8 个 方 格 组 成 .一 一 译 者 注 
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引入 染色 思想 来 将 问题 变形 ， 这 是 个 很 古老 的 方法 . 然而 , 过 了 数 年 后 才 有 人 
想到 用 这 种 方法 来 证 明 画 廊 问 题 (第 36 页 题 2.2.23 ) .这 个 问题 首先 由 维克托 
克 莱 在 1973 年 提出 ， 并 很 快 就 被 瓦 交 拉夫 赫 瓦 塔 尔 解决 ， 不 过 他 的 证 明 方 法 着 
实 复杂 . 1978 年 ， 菲 斯 克 发 现 了 下 面 这 个 优美 的 染色 论证 . ”如 果 你 还 没有 思考 过 
画廊 问题 ， 请 在 继续 阅读 前 先进 行 独立 思 

例 2.4.3 ”画廊 问题 的 解 . 如 果 令 g(n) 表示 n 边 画 廊 最 少 需 要 的 保安 数 ， 通 
过 简单 的 试验 ， 有 g(3) = 9(4) = 9(5) = 1 和 g(6) = 2， 尽 可 能 地 尝试 画册 有 “有 瞳 
室 ” 的 画廊 ,结果 看 起 来 似乎 并 不 存在 
需要 超过 两 名 保安 的 7 边 或 8 边 画 廊 . 。 
然而 , 我 们 可 以 利用 6 边 画 万 需要 2 个 
保安 的 例子 (第 36 页 ) 来 构造 一 个 看 。 
起 来 需要 3 名 保安 的 9 边 画廊 . 右 图 是 
8 边 画 亡 和 9 边 画廊 的 例子 ， 图 中 的 点 
表示 保安 . 

如 果 这 种 情形 成 立 , 我 们 便 有 一 个 尝试 性 的 猜想 , 即 g(n) = [Ln/3j. 这 个 问题 
的 一 个 关键 性 困难 是 ,即使 我 们 画 出 了 画廊 ， 也 难以 确定 需要 多 少 个 保安 . 并 且 随 
着 n 逐渐 变 大 ， 画 廊 可 能 变 得 相当 复杂 . 

利用 染色 方法 进行 转化 能 为 该 问题 求解 
提供 帮助 :将 画廊 多 边 形 进行 三 角 剖 分 . 回忆 
我 们 在 第 45 页 例 2.3.9 中 已 经 证 明 的 结论 : 
能 用 三 种 颜色 将 三 角 剖 分 得 到 的 三 角形 的 顶 
点 进行 染色 ， 使 得 没有 相 邻 的 顶点 有 相同 的 
颜色 ， 现在 选择 一 种 颜色 ， 并 且 将 保安 放 在 























画廊 三 角 剖 分 的 例子 . 
这 个 过 程 对 于 所 有 三 种 颜色 都 成 立 ， 必 定 有 一 种 颜色 最 多 在 |m/3] 个 顶点 上 
出 现 〈 和 否则 的 话 ， 如 果 每 种 颜色 都 在 多 于 |n/3| 个 顶点 上 出 现 ， 加 起 来 总 共 会 超 
过 个 顶点 )， 选 择 那 种 颜色 ， 于 是 我 们 便 证 明了 最 多 需要 |n/3| 个 保安 
因此 g(n) < [mn/3]. 为 了 证 明 g(n) = [n/3|， 只 需要 对 于 每 个 n 构造 一 个 例 
子 ， 其 中 需要 |m/3] 个 保安 .这 很 容易 做 到 ， 只 要 利用 前 面 的 9 边 形 中 的 构造 方 
法 就 可 以 了 . 如 果 lm/3| =7, 只 要 作出 7 个 “ 尖 刺 ”问题 就 解决 了 ， 以 此 类 推 . 国 





@ 赫 瓦 塔 尔 的 证 明 方法 的 讨论 可 参考 文献 [17]， 其 详尽 的 解 题 过 程 和 相关 问题 可 参考 文献 [23] . 
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下 面 的 例子 〈 曾 用 在 1996 年 IMO 美国 队 训练 中 ) 是 相当 造作 的 . 第 一 眼看 
上 去 它 像 是 一 个 复杂 的 代数 问题 ， 但 事实 上 它 是 另 一 个 问题 的 粗糙 伪装 〈 至 少 对 
于 三 角 学 记忆 深刻 的 人 来 说 是 这 样 的 ) . 
例 2.4.4 求解 以 下 方程 
5(Vi—z+VvV1i+z)= 6r+8V1— x2. 


解答 注意 常数 5,6,8 和 V1 一 zx? 和 VIi 土 x 这 几 项 它们 看 起 来 像 是 三 边 为 
3-4-5 的 三 角形 (也 可 能 是 三 边 为 6-8-10 的 三 角形 ) .回忆 如 下 基本 公式 : 


sin20 十 cos20 = 1 sn =4/ . -4 co =4/ 
首先 进行 三 角 换 元 x = cos 09， 此 处 之 所 以 选择 余弦 函数 而 非 正 强 函数， 是 因为 上 


述 半 角 公 式 包 含 V1 土 cos96， 而 不 包含 VI 土 sn0， 通 过 这 个 恰当 的 三 角 换 元 ， 我 
们 立即 得 到 V1 一 xz?==sin6, 是 


Vis VIToD = Va te, 


0 0 
5V2 (sn 十 Cos 2 一 6cos0 十 8sin 0. (2.4.1) 


这 里 我 们 引入 一 个 简单 的 三 角 工 具 , 给 定形 如 a cos 0 十 bsin9 的 表达 式 ， 可 以 写 为 
































因此 原 方程 变 为 


acos0+bsin0 = 





a b 
COSO0 + sin9 |. 
Va?2++b2 Va?++b2 可 ) 








这 很 有 用 ， 因 为 
因此 ， 





T 和 J 分 别 是 a := arctan(a/5) 的 正弦 和 余 弱 . 


acos0+bsin0= Va?+b(sinacos0+tceosasing) 


= Va? + bsin(a++0). 





[Nw 


特别 地 ， 我 们 有 
sinx + cosx 一 V2sin C 十 7)- 


应 用 上 述 等 式 ， 方程 (2.4.1) 变 为 (注意 V62 十 82 = 10) 


0 TV 3 |， 和 
5V2V2 sin (G3 | 7 10 (Beoso | $sin0), 
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因此 ， 如 果 a = arctan(3/4) ， 我 们 有 
sin (3 十 了 = sin(a + 0). 
角度 相同 ， 得 0 = 7/2 - 2a， 因 此 
#0050=sin(20) =2sinaeosa =2 (3) (G3) 全 2 图 
5 5 25 

将 一 个 问题 转化 为 几何 或 者 图 形 形 式 通常 有 助 于 解答 ， 但 在 一 些 情形 下 反 过 
来 做 也 能 对 解 题 提 供 帮助 . 经 典 的 例子 当然 是 解析 几何 啦 ， 它 将 图 形 转化 为 代数 . 
下 面 是 一 个 更 奇异 的 例子 ， 它 从 表面 上 看 是 几何 问题 ， 但 本 质 上 却 不 是 . 

例 2.4.5 给 定 空间 中 n 个 星球 ， 其 中 n 为 正 整数 ， 每 个 星球 都 是 一 个 完美 
的 球体 并 且 有 相同 的 半径 R， 对 于 星球 表面 上 的 一 点 ， 如 果 从 其 他 任何 星球 上 都 
看 不 到 这 一 点 ， 则 称 此 点 为 私有 的 . 〈 忽 略 星球 上 人 的 身高 、 云 的 遮挡 以 及 视角 等 
等 问题 . 另外 ， 假 设 星球 两 两 之 间 不 接触 . ) 很 容易 验证 ， 如 果 n = 2， 所 有 星球 
私有 面积 的 总 和 是 4xR?， 这 恰好 是 一 个 星球 的 表面 积 。 当 n = 3 时 你 能 得 到 什么 
结论 呢 ? n 为 其 他 值 的 情形 又 是 怎样 的 呢 ? 

部 分 解答 ”通过 一 些 试验 我 们 知道 ， 如 果 n = 3， 总 的 私有 面积 仍然 等 于 一 个 
星球 的 表面 积 . 对 于 更 大 的 n 进行 试验 也 得 到 相同 的 结果 . 因此 我 们 猜想 : 总 的 
私有 面积 总 是 等 于 一 个 星球 的 表面 积 ， 而 不 管 这 些 星球 位 置 如 何 . 在 立体 几何 中 ， 
这 是 一 个 看 起 来 非常 环 手 的 问题 ， 但 它 确 实 是 这 样 吗 ?“ 私 有 ”和 “共有 ”的 概念 
似乎 有 着 对 偶 关 系 , 或 许 这 个 问题 本 质 上 就 不 是 几何 问题 ， 而 是 逻辑 问题 . 首先 我 
们 需要 一 些 “ 记 号 ”， 假 设 存在 一 个 统一 坐标 系统 ， 比 如 经 度 和 纬度 ， 因 此 我 们 能 
在 任何 星球 上 确定 “同一 ”位 置 . 例如 ， 如 果 这 些 星球 是 在 房间 内 球 浮 的 小 球 , 那 
么 “北极 ”就 意味 着 星球 上 最 靠近 天 花 板 的 点 . 

取 定 一 个 统一 坐标 系统 ， 则 对 于 某 个 以 x 为 私有 点 的 星球 P 来 说 ， 我 们 能 得 
到 什么 结论 呢 ? 不 失 一 般 性 , 令 z 为 “北极 ,显然 其 他 星球 的 中 心 一 定位 于 卫 的 
“赤道 ”平面 的 南边 , 但 这 却 将 除 P 以 外 的 星球 的 “北极 ” 变 为 共有 的 ， 因 为 它们 
的 北极 一 定 能 从 PP 的 南半球 上 的 某 个 点 (或 者 在 其 与 P 之 间 的 某 个 星球 的 南 半 
球 ) 看 到 ， 也 就 是 说 ， 我 们 非常 轻松 地 证 明了 如 下 结论 : 

如 果 某 坐标 点 x 在 一 个 星球 上 是 私有 的 ， 那 么 它 在 其 他 所 有 星球 

上 都 是 共有 的 . 

在 得 到 这 个 漂亮 的 发 现 之 后 ， 倒 数 第 二 步 就 非常 清楚 了 ， 证 明 
给 定 任 一 坐标 点 x， 它 一 定 是 某 个 星球 上 的 私有 点 .” 
我 们 将 此 留 作 练 习 . (或 者 这 是 一 个 问题 ? ) 


@ 细心 的 读者 也 许 会 发 现 我 们 在 此 掩盖 了 一 个 细节 ， 即 也 许 存在 不 满足 这 一 规律 的 点 ,但 这 些 点 的 测度 为 零 ， 因 此 
并 不 影响 我 们 的 结果 . 
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上 面 的 例子 仅仅 触及 广阔 的 交叉 思想 的 一 点 皮毛 .尽管 重新 表述 问题 的 概念 
是 战略 性 的 ， 它 的 实现 却 是 战术 性 的 ， 而 且 经 常 需要 专业 知识 来 支持 .在 第 4 章 
我 们 将 会 继续 讨论 其 他 的 一 些 交 义 思想 . 
改变 你 的 视角 

改变 视角 是 周边 视觉 战略 的 另 一 种 表现 形式 .有 时 间 题 看 起 来 很 难 只 是 因为 
我 们 选择 了 “错误 ”的 视角 . 花 一 些 时 间 来 寻找 “自然 ”的 视角 会 有 很 大 收获 .下 
面 是 一 个 经 典 的 例子 . 

例 2.4.6 一 个 人 从 一 座 桥 上 路 和 人 河中， 并 且 逆流 而 上 以 匀速 游 了 一 个 小 时 . 
然后 她 掉头 以 相同 的 速率 顺 流 而 下 游泳 . 当 游泳 者 游 到 桥 下 的 时 候 , 一 个 路 人 告诉 
她 ， 当 她 一 开始 跳 人 水 中 时 ,她 的 帽子 就 掉 人 水 里 了 . 这 名 游泳 者 继续 以 相同 的 速 
率 顺 流 而 下 , 在 下 游 相距 桥 1 公里 处 人 锯 上 了 帽子 . 求 水 流 的 速度 是 每 小 时 多 少 公里 ? 

解答 当然 可 以 用 常规 方法 来 解 这 道 题 ， 通 过 令 x 等 于 水 流速 度 ，y 等 于 游泳 
速度 , 等 等 .但 如 果 我 们 以 帽子 的 视角 来 看 问题 会 怎样 呢 ? 帽子 并 不 认为 它 自己 在 
移动 ,在 它 看 来 , 游泳 者 开始 抛弃 了 它 , 然后 以 某 个 速度 ( 即 水 流速 度 加 上 游泳 速 
度 ) 朝 远 离 它 的 方向 游 了 一 个 小 时 ,然后 这 个 游泳 者 掉头 以 相同 速度 游 了 回来 . 因 
此 ， 游 泳 者 在 掉头 后 恰好 过 了 一 小 时 的 时 间 赶 上 了 帽子 ， 整 个 过 程 伦 了 2 个 小 时 ， 
而 在 此 期 间 帽 子 顺 流 而 下 移动 了 1 公里 ， 因 此 水 流 的 速度 是 每 小 时 0.5 公里 . 国 

另 一 个 展示 “自然 ”视角 威力 的 例子 请 见 “ 四 只 虫子 ”问题 (第 61 页 例 3.1.6) 
这 个 经 典 的 问题 结合 了 聪明 的 视角 与 对 称 性 的 基本 战术 . 








问题 与 练习 

题 2.4.7 三 角 数 是 指 始 于 1 的 连续 整数 之 和 . 
最 开始 的 几 个 三 角 数 分 别 是 
1,1+2=3,1+2 上 +3=6,1+2 上 3 上 +4= 10. 
请 证 明 如 果 了 人 是 一 个 三 角 数 , 那么 8T 十 1 是 


完全 平方 数 ， 当 然 你 可 以 用 代数 方法 证 明 , 但 
希望 你 在 此 能 使 用 图 形 证 明 . 


题 2.4.8 可 以 很 轻松 地 使 用 归纳 法 证 明 如 下 


题 2.4.10 帕 特 在 城市 工作 并 与 萨 尔 一 起 住 
在 郊区 ， 每 天 下 午 ， 帕 特 登 上 一 列 恰好 在 下 午 
5 点 到 达 郊 区 站 的 火车 ， 萨 尔 则 在 下 午 5 点 
前 离开 家 并 且 以 匀速 开车 ， 从 而 能 恰好 在 下 午 
5 点 到 达 火 车 站 接 帕 特 ， 萨 尔 的 行驶 路 线 从 未 
改变 . 

有 一 天 ， 这 个 传统 被 打破 了 ， 因 为 帕 特 工 
作 的 地 方 停电 了 . 帕 特 只 能 提前 回 家 ,并 且 赶 








事实 : 前 ”项 连续 完全 立方 数 的 和 等 于 第 上 个 
三 角 数 的 平方 ， 你 可 以 用 图 形 证 明 这 一 结论 
吗 ? 

题 2.4.9 证 明 : 除了 2 的 震 以 外 的 所 有 正 整 
数 都 可 以 写成 至 少 两 个 连续 正 整数 之 和 .请 党 
试用 图 形 而 不 是 代数 方法 来 证 明 . 


上 了 一 列 在 下 午 4 点 到 达 郊 区 站 的 火车 . 帕 特 
没有 打 电 话 给 萨 尔 让 她 早点 来 接 他 ， 而 是 决定 
步行 回 家 以 锻炼 身体 ， 并 且 沿 着 萨 尔 来 接 他 的 
路 线 步行 ， 因 为 他 知道 在 途中 会 碰 到 了 配 尔 然后 
能 坐 上 车 一 起 回 家 . 事实 确实 如 此 ， 最 后 帕 特 
比 平常 提前 了 10 分 钟 到 家 .假设 帕 特 的 步行 
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于 
x 


速度 是 常数 ， 开 车 掉头 不 需要 时 间 ， 萨 尔 驾 驶 
速度 是 常数 ， 问 帕 特 步行 了 多 长 时 间 ? 

题 2.4.11 不 用 代数 方法 ， 证 明 前 n 个 正 奇 
数 之 和 为 n>. 

题 2.4.12 城市 A 和 B 通过 一 条 公路 相连 . 
日 出 时 ， 帕 特 开始 沿 着 这 条 路 从 A 骑 自 行车 
到 B, 与 此 同时 , 达 娜 开始 从 B 骑 自 行车 到 A. 
两 个 人 都 匀速 骑 行 ， 并 在 正午 相 会 . 帕 特 在 下 
午 5 点 到 达 B, 而 达 娜 则 在 晚上 11:15 到 达 A. 


请 问 几 点 日 出 ? 

题 2.4.13 一 只 虫子 在 坐标 系 中 从 (7,11) 
往 (-17;,-3) 谎 行 ， 这 只 虫子 在 第 二 象限 
(zz 为 负 y 为 正 ) 以 外 的 地 方 以 每 秒 一 个 单位 
长 度 的 速度 匀速 店 行 ， 而 在 第 二 象限 中 则 以 每 
秒 0.5 个 单位 长 度 的 速度 匀速 爬行 ， 问 这 只 虫 
子 应 该 走 哪 条 路 径 才 能 用 时 最 短 ? 请 推广 此 问 
题 ! 

题 2.4.14 12 点 以 后 ， 时 针 和 分 针 何 时 第 一 
次 相遇 ? 这 是 一 个 有 趣 的 并 有 中 等 难度 的 代数 
问题 ， 如 果 你 以 前 没 做 过 ， 那 么 试 一 试 吧 . 不 
过 ， 如 果 你 抛弃 复杂 的 代数 方法 ， 而 从 自然 视 
点 看 待 这 个 问题 ,那么 便 能 在 几 秒 钟 内 口算 解 
决 . 现在 就 尝试 一 下 吧 ! 

题 2.4.15 索尼 娅 治 着 一 个 向 上 的 自动 扶梯 
行走 ,如果 每 秒 钟 走 一 级 台阶 ， 到 达 顶 端 时 她 
共 走 了 20 步 . 如 果 每 秒 钟 走 两 级 台阶 ， 到 达 
顶端 时 共 走 了 32 步 ， 她 从 未 跳 过 任何 一 级 台 
阶 ， 请 问 这 个 自动 扶梯 共有 多 少 级 台阶 ? 

题 2.4.16 是 否 可 以 使 用 红色 、 白 色 和 蓝 色 为 
27 个 相同 的 1x1x1 立方 体 的 面 染 色 , 以 便 将 
它们 排列 成 所 有 外 部 面 都 为 红色 的 3x3x3 立 
方 体 ; 然后 重新 排列 成 所 有 外 部 面 都 为 蓝 色 的 
3x3x3 立 方 体 ; 最 后 , 重新 排列 成 所 有 外 部 
面 都 为 白色 的 3 x 3 x 3 立方 体 ? 一 般 情况 下 
呢 (n 种 颜色 和 7 x nxn 立方 体 )? 

题 2.4.17 请 完成 第 54 页 例 2.4.5 行星 问题 
的 解答 过 程 . 





题 2.4.18 ( 普 特 南 1984) 求 
2 
人 (Vw- 2 


的 最 小 值 , 其 中 0<u<v2 且 v>0. 

题 2.4.19 在 单位 立方 体 的 一 角 上 有 一 只 虫 
子 ， 它 希望 候 到 对 角 去 .如果 虫 子 能 够 从 立方 
体 的 内 部 疏 行 的 话 ， 那 么 它 的 最 短 疏 行距 离 当 
然 是 V3， 但 现在 虫子 只 能 从 立方 体 的 表面 疏 
行 ， 那 么 它 爬 行 的 最 短路 径 是 多 长 呢 ? 

题 2.4.20 (AIME 2006) 令 x,y,z 是 满足 以 
下 条 件 的 实数 : 














题 2.4.21 令 a,b 是 大 于 1 的 整数 ， 且 这 两 
个 数 没有 公 因 数 . 请 证 明 等 式 

b—l1 pe a—l1 bj 

| | 

站 和 二 二 

并 求 上 式 的 值 . 

题 2.4.22 令 ao 是 大 于 0 小 于 1 的 任意 实 
数 ， 定义 数列 GT7Q23 Oy 满足 条 件 Qm 二 1 二 
V1i—an(n= 0,1,2,...), 取 
何 值 都 有 


证 明 : 无 论 ao 





2 V5—1 
lim a = 


no0 2 
题 2.4.23 对 正 整 数 n， 定义 5,, 是 下 列 和 式 
的 最 小 值 


5- Vr- 1)2 十 azx. 


其 中 a1,a2z,… ,an 取 正 值 且 满 足 
Ql 十 Q2 十 … 十 Qn 二 17. 
求 S10. 








题 2.4.24 数列 ao,ai,a2,… 满足 al =1 且 
本 四 1— Vi—a2 
nl 2 。 
求 
lim 2”a,. 


题 2.4.25 第 45 页 例 2.3.9 介绍 了 三 角 剖 分 . 

令 t(n) 是 n 边 形 的 不 同 三 角 剖 分 的 数目 ， 你 

能 找到 t(n) 的 公式 或 算法 吗 ? 例 如 ,( 请 验证 !) 
t(3) = 1, +(4) = 2, #(5) = 5, t(6) = 14. 


题 2.4.26 (中 国 台湾 1995) 设 a,b,c,d 均 是 
整数 ,满足 ad 一 bc 二 kk>0 上 是 

gcd(a,b) = gcd(c,d) = 1. 
证 明 存在 上 个 有 序 实数 对 (zi, x2)， 使 得 当 
0< wi,z2 <1 时 , azxi 十 bx2 和 czl 十 dza 都 
是 整数 . 
题 2.4.27 将 


(1 十 pd 再 213)100 


展开 并 化 简 后 共有 多 少 项 ? 

题 2.4.28 再 谈 皮 克 定 理 回忆 皮 克 定 理 
(第 49 页 题 2.3.33 ) ， 它 指出 顶点 位 于 格 点 
的 多 边 形 的 面积 是 T+ B/2 一 1, 其 中 I 了,B 分 
别 是 多 边 形 内 部 和 边界 上 的 格 点 数 . 下 面 是 使 
用 动态 观点 来 证 明 皮 克 定 理 的 梗概 . 
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(a) 首先 , 将 皮 克 定 理 简 化 为 “基础 情形 ”， 
即 对 于 顶点 为 格 点 且 边 界 上 和 内 部 没有 其 他 
格 点 的 所 有 三 角形 ， 面 积 为 1/2， 同样 地 ， 对 
于 顶点 为 格 点 且 边 界 上 和 内 部 没有 其 他 格 点 
的 任何 平行 四 边 形 已 ， 面 积 为 1. 

(b) 现在 想象 用 PP 平 铺 整个 平面 ， 接 下 
来 ， 想 象 一 个 大 的 形状 3S， 用 [5] 表示 它 的 面 
积 . 令 工 表示 5S 内 部 的 格 点 数 . 接 下 来 ， 想 
象 放大 3 并 保持 它 的 形状 . 解释 为 什么 如 果 
S 足够 大 ， 比 率 [S]/L 应 该 非常 接近 1. 

(c) 注意 PP 的 每 个 副本 对 工 贡献 了 4 个 
格 点 ， 但 是 这 些 格 点 中 的 “大 部 分 ”被 计算 了 
4 次 . 因此， 如果 3 足够 大 ,，[S]/(L[P]) 应 该 
非常 接近 1. 

(d) 解释 为 什么 这 可 以 让 你 得 出 [P] 必须 

正好 是 1 的 结论 . 
题 2.4.29 在 周 长 为 1 米 的 圆 形 轨道 上 有 几 
个 小 球 ， 轨 道 的 宽度 和 小 球 的 半径 忽略 不 计 . 
随机 指定 每 个 小 球 顺 时 针 或 逆 时 针 运 动 . 在 0 
点 时 ， 每 个 小 球 开 始 以 每 分 钟 1 米 的 速度 运 
动 ， 其 运动 方向 就 是 开始 指定 的 方向 ， 当 有 两 
个 小 球 相 碰 时 ， 它 们 均 反 弹 并 以 相同 的 速度 朝 
反方 向 运动 (遵守 非 弹 性 碰撞 定律 ) . 

一 分 钟 以 后 ， 相 对 于 他 们 开始 运动 时 的 位 
置 ， 小 球 现在 可 能 位 于 何 处 ? 这 里 要 考虑 三 个 
因素 : 小 球 的 数量 ， 它 们 起 始 的 位 置 和 它们 初 
始 的 方向 . 








第 3 章 问题 求解 的 战术 


现在 来 考虑 解决 问题 的 战术 层面 . 前 面 说 过 , 所 谓 战 术 是 被 广泛 应 用 的 数学 方 
法 , 并 且 常 常 能 起 到 简化 问题 的 作用 . 仅仅 使 用 战略 很 少 能 解决 问题 ， 若 想 完 成 一 
项 工作 ， 需 要 更 多 地 关注 战术 能 力 〈 当 然 了 ， 也 要 经 常 关注 高 度 专业 化 的 工具 ) . 
尽管 有 很 多 不 同 的 战术 ,但 在 本 章 中 我 们 只 阐述 一 些 能 被 用 于 诸多 不 同 数学 框架 
中 的 最 重要 的 战术 . 

在 第 2 章 中 已 经 阐述 了 很 多 战略 思想 ， 那 些 都 只 是 些 普 通 的 常识 . 相 比 较 而 
言 , 本章 中 的 战术 思想 虽 容 易 使 用 , 但 并 不 显而易见 .我 们 暂时 把 目光 回 到 对 登山 
问题 的 分 析 上 ， 一 项 仆 山 战术 很 不 明显 但 很 重要 ， 那 就 是 : 


把 你 的 展 狂 起 来 ! 


一 个 典型 的 例子 是 : 登山 初学 者 在 登山 时 可 能 会 
意识 地 抱 住 大 石头 ， 因 为 他 认为 这 样 才 不 至 于 从 兰 
石上 掉 下 来 ， 但 实际 上 只 要 他 有 足够 的 勇气 ， 咬 紧 牙 
关 ， 将 辟 部 向 后 项 起 ， 奇 迹 就 会 发 生 ， 由 于 登山 者 重 
直 于 岩石 表面 的 重力 增 大 ， 他 的 脚 和 岩石 之 间 的 摩擦 
力 便 增加 了 ， 因 此 在 登山 时 这 样 做 更 加 安全 . 之 前 之 后 
同样 地 ,你 会 发 现 后 面 的 某 些 战术 思想 也 比较 特殊 . 但 只 要 掌握 了 它们 , 解决 
问题 的 能 力 就 会 有 长 足 的 进步 
很 多 解决 问题 的 基础 战术 都 会 涉及 寻找 次 序 . 一 些 问 题 很 难 解决 , 是 因为 它们 
看 起 来 “混乱 ”或 无 序 , 问题 可 能 显得 缺少 某 些 部 分 ( 事实、 变量 、 模 式 ), 或 者 各 
部 分 之 间 看 不 出 有 什么 联系 ， 发 现 (并 利用 ) 这 些 次 序 就 能 很 快 地 简化 这 类 问题 . 
下 面 我 们 将 要 开始 学 习 解 决 这 类 问题 的 战术 ， 以 帮助 找到 或 发 现 那 些 表面 上 没有 
而 实际 上 却 存 在 的 次 序 ， 第 一 个 主题 是 对 称 ， 它 是 次 序 问题 中 一 种 最 典型 的 形式 
对 称 是 指 用 具体 的 方式 去 寻找 或 展现 问题 中 的 次 序 ， 例 如 通过 镜像 对 称 的 方 
法 .而 用 其 他 的 战术 去 寻找 或 是 发 现 问题 中 的 次 序 ， 都 是 通过 抽象 的 甚至 是 “ 隐 
喻 ”的 方式 来 完成 的 .下 面 就 要 讨论 三 种 “ 准 对 称 ” 的 方式 ,它们 仅仅 需要 简单 的 
观察 , 但 往往 能 得 出 令 人 吃惊 的 有 用 信息 . 第 一 个 战术 是 极端 原理 ， 这 一 战术 可 使 
用 在 积极 行为 问题 (第 18 页 例 2.1.9 ) 中 ， 其 关键 是 将 思维 集中 在 问题 中 的 最 大 
和 最 小 的 实体 上 . 第 二 个 战术 是 鲍 复 原理 , 这 一 战术 起 源 于 一 个 看 似 没有 意义 的 事 
实 , 即 如 果 你 的 客人 比 你 所 拥有 的 空房 间 要 多 , 那么 其 中 的 一 些 客 人 便 不 得 不 共用 


I 
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一 些 房间 . 最 后 一 个 战术 是 不 变量 的 概念 , 即 当 你 将 注意 力 集中 在 问题 中 你 认为 不 
可 能 变化 的 方面 ( 比如 说 奇偶 性 ) 时 ,你 能 从 中 得 到 多 少 信息 , 这 是 一 个 非常 有 用 
的 数学 基础 概念 ， 很 多 看 上 去 不 同 的 战术 和 工具 都 来 源 于 这 一 思想 . 


3.1 对称 


我 们 对 对 称 性 都 有 一 种 直观 的 感受 , 例如 ,每 个 人 都 知道 圆 是 对 称 的 ， 这 对 我 
们 认识 问题 是 很 有 帮助 的 . 然而 ,如 果 能 用 一 种 正式 的 方式 去 定义 对 称 , 就 有 助 于 
加 深 我 们 对 它 的 理解 . 如 果 存 在 一 个 或 者 多 个 非 平凡 的 “操作 ”使 得 物体 没有 发 生 
变化 ， 就 称 这 个 物体 是 对 称 的 .将 有 上 述 特性 的 操作 称 为 对 称 操作 .” 

我 们 允诺 给 出 正式 的 定义 ， 但 是 上 面 的 定义 显得 相当 含糊 不 清 ， 所 谓 的 “ 操 
作 ” 到 底 是 什么 意思 ? 几乎 什么 意思 都 有 . 在 这 里 故意 说 得 含糊 ,是 因为 我 们 的 目 
的 是 要 让 你 在 尽 可 能 多 的 情形 中 理解 对 称 性 ， 下面 是 一 些 例 题 . 

例 3.1.1 正方 形 是 关于 对 角 线 对 称 的 ， 镜 像 对 称 是 正方 形 多 种 对 称 性 之 一 . 
其 他 的 对 称 性 包括 顺 时 针 旋 转 90 度 对 称 ， 以 及 关于 两 对 边 中 点 的 连 线 对 称 . 

例 3.1.2 圆 有 无 穷 多 的 对 称 ， 例 如 ， 对 任意 给 定 的 w， 按 顺 时 针 方 向 旋转 
a 度 ， 圆 都 对 称 . 

例 3.1.3 “无穷 数列 








Ce ,3,1,4,3,1,4,3,1,4,... 


是 对 称 的 ， 因 为 “将 任意 的 数 向 左 或 向 右 平移 三 个 位 置 ” 的 操作 不 改变 原 数 列 . 
对 称 性 为 什么 非常 重要 呢 ? 因为 它 能 提供 “免费 的 ”信息 ,起 到 简化 问题 的 作 
用 .比如 说 ， 如 果 你 已 经 知道 某 一 物体 围绕 某 个 点 顺 时 针 旋 转 90 度 对 称 ， 那 么 此 
时 我 们 只 需要 关注 这 个 物体 的 四 分 之 一 部 分 即 可 . 而 且 , 你 还 知道 旋转 中 心 是 个 很 
特殊 的 点 , 值得 进一步 研究 ， 这 对 于 深入 分 析 问 题 是 很 有 价值 的 . 这 些 思想 将 在 后 
面 的 问题 中 得 到 应 用 , 但 在 开始 分 析 问 题 之 前 , 在 考虑 是 否 使 用 对 称 思想 时 应 该 牢 





。 周边 视觉 和 打破 规则 的 战略 告诉 我 们 应 在 一 些 看 似 不 太 可 能 的 地 方 寻找 对 
称 ， 而 不 要 担心 某 些 地 方 “看 起 来 不 那么 对 称 ” 在 这 些 情形 下 ,最 聪明 的 
办 法 就 是 将 该 事物 当成 是 对 称 的 并 继续 做 下 去 ， 因 为 或 许 从 中 可 以 得 到 一 
些 有 用 的 结果 . 

对 称 的 另 一 非 正式 定义 是 “和 和谐". 这 比 我 们 “正式 的 ”定义 更 加 含糊 不 清 ， 
但 并 非 毫 无 价值 .每 当 我 们 观察 问题 时 ， 都 先 寻 找 和 谐 与 美 . 即便 我 们 不 
知道 怎么 定义 这 两 个 词 , 但 是 ， 当 我 们 使 得 自己 做 的 东西 更 和 谐 或 更 美 时 ， 
就 已 经 走 上 了 正确 的 道路 . 

@ 我 们 在 叙述 中 有 意 地 避 开 了 精准 数学 定义 中 所 需 的 “变换 ”或 者 “ 同 构 ”等 术语 
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几何 对 称 


大 部 分 几何 问题 都 用 到 了 对 称 关 系 . 做 题 之 前 要 先 问 下 列 关 于 对 称 的 问题 . 

。 对 称 的 关系 是 否 存在 ? 

。 如 果 不 存 在 的 话 ， 能 否 找到 一 个 近似 的 对 称 ? 

。 如 何 发 现 对 称 关系 ? 

这 里 给 大 家 讲解 一 个 很 简单 但 很 具 代表 性 的 例子 . 

例 3.1.4 一 正方 形 中 有 一 内 切 圆 ， 同 时 ， 另 一 正方 形 又 内 接 
于 该 圆 ， 请问: 这 两 个 正方 形 的 面积 之 间 存 在 怎样 的 比例 关系 ? 

解答 ”这 个 问题 当然 可 以 通过 代数 的 方法 来 解决 ( 设 小 正方 形 
的 边 长 为 xz， 然后 用 勾 股 定理 或 其 他 的 方法 来 处 理 ). 但 是 ， 这 个 
问题 还 有 一 个 更 好 的 解决 方法 .以 上 的 图 形 中 充满 了 对 称 ， 可 以 自 
由 地 对 很 多 形状 进行 旋转 或 镜像 对 称 变 换 ， 而 仍然 保持 这 两 个 正方 
形 的 面积 不 变 ， 如 何 从 上 述 可 能 性 中 进行 选择 呢 ? 需要 用 到 一 个 假 
设 , 即 这 些 图 形 是 相互 府 入 的 . 如 果 将 小 的 正方 形 旋 转 45 度 , 那么 
它 的 四 个 顶点 刚好 与 圆 和 大 正方 形 的 四 个 切 点 重合 ， 因 此 马上 就 能 
得 到 结论 了 . 即 : 小 正方 形 的 面积 显然 是 大 正方 形 面积 的 一 半 ! 里 

最 简单 的 几何 对 称 问题 是 旋转 对 称 和 镜像 对 称 ， 请 始终 关注 旋转 对 称 或 者 是 
镜像 对 称 是 否 能 帮 你 发 现 问题 中 的 次 序 ， 下 一 个 例子 展现 了 镜像 对 称 在 处 理 问题 
中 的 作用 . 

例 3.1.5 “有 一 条 自 西向 东 流 消 的 河 ， 你 家 在 距 这 条 河北 部 2 公里 的 地 方 , 奶 
奶 的 家 位 于 你 家 西方 12 公里 北方 1 公里 的 地 方 . 每 天 你 都 会 从 自己 家 到 奶奶 家 
去 ， 途 中 要 先 经 过 这 条 河 〈 为 奶奶 挑 水 )， 问 怎样 选择 路 径 才 会 使 走 的 路 程 最 短 ? 

解答 首先 , 作 图 ! 将 你 家 所 在 的 位 置 记 为 点 Y, 奶奶 家 所 在 的 位 置 记 为 点 G， 
这 个 问题 当然 可 以 通过 微 积 分 学 来 处 理 ， 但 是 这 样 做 的 话 难 度 很 大 (对 初学 者 而 
言 , 你 需要 对 两 个 根 式 之 和 求 微分 ). 该 问题 从 表面 上 看 似乎 没有 任何 对 称 性 可 言 ， 
但 是 河 实际 上 起 到 了 镜像 对 称 的 作用 .， 画 一 个 简单 路 径 ，( 如 图 所 示 先 走 YA 再 
走 4G ) 观察 一 下 是 否 有 对 称 之 处 ? 我 们 称 Z 和 G' 分 别 为 你 家 的 房子 和 奶奶 家 




















G 


小 河 
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对 于 你 到 达 河 边 然后 挑 水 到 奶奶 家 所 走 的 路 径 ， 我 们 在 河 的 南面 做 出 一 条 关 
于 小 河 对 称 的 路 径 . 注意 到 4G = 4G'， 所 以 你 到 奶奶 家 房子 的 对 称 点 与 到 奶奶 
家 的 路 径 长 度 相 同 ， 因 此 , 在 这 两 点 间 的 最 短 距离 是 直线 Y BCG' .最终 你 选择 的 路 
径 则 是 先 走 YB， 再 走 BG， 因 为 YBG 的 长 度 与 YBG’' 的 长 度 是 相等 的 . 该 长 
度 刚好 是 一 个 直角 边 长 分 别 是 12 公里 和 5 公里 的 直角 三 角形 的 斜 边 长 ， 因 此 答案 
是 13 公里 . 图 

当 考虑 一 个 对 称 情 形 时 ,应 该 将 注意 力 集中 在 那些 对 称 以 后 不 变 的 “固定 ” 物 
体 上 .比如 ,如 果 某 一 物体 是 关于 轴 镜 像 对 称 的 , 那么 该 轴 是 固定 的 并 值得 对 其 展 
开 分 析 ( 如 上 一 题 的 河流 就 是 对 称 轴 ) . 下面 是 另 一 个 例子 , 这 是 一 个 关于 旋转 对 
称 和 关键 不 动 点 的 经 典 例题 . 

例 3.1.6 有 四 只 虫子 分 别 位 于 单位 正方 形 的 四 个 顶点 上 ， 突 然 ， 每 只 虫子 都 
按 逆 时 针 的 方向 朝 它 相 邻 的 虫子 所 在 的 位 置 仆 去 ， 已 知 虫 子 的 扑 行 速度 为 每 分 钟 
1 个 单位 长 度 ， 那 么 经 过 多 长 时 间 这 四 只 虫子 可 以 在 某 一 位 置 相遇 ? 

解答 这 是 一 个 有 关 旋转 对 称 的 问题 ， 由 于 这 
些 虫子 中 并 没有 哪 只 是 很 “杰出 ”的 ， 如 果 它 们 开 
始 的 形状 是 个 正方 形 , 那么 它们 将 会 一 直 保 持 着 这 
种 形状 , 这 是 问题 的 关键 所 在 , 并 且 是 非常 有 效 的 
突破 口 。 信 不 信 由 你 . 

随 着 时 间 一 点 一 滴 地 过 去 , 这 些 虫子 们 的 疏 行 
路 径 形 成 了 一 个 按 逆 时 针 方向 收缩 的 正方 形 , 但 是 
正方 形 的 中 心 点 并 未 改变 . 这 个 中 心 点 是 个 很 “ 特 








一 旦 将 注意 的 焦点 转移 到 自然 参照 系 上 , 许多 看 似 棘 手 的 问题 就 会 变 得 容易 . 在 这 
种 情况 下 ， 我 们 应 考虑 极 坐 标 系 ， 比 如 说 ， 可 以 挑 出 其 中 的 一 只 虫子 ,〈 对 于 选 哪 
一 只 并 没有 特殊 要 求 ! ) 观察 从 正方 形 的 中 心 与 这 只 虫子 所 在 点 间 的 线段 ， 这 个 线 
段 将 会 按 逆 时 针 方 向 旋转 ,并且 (更 重要 的 是 ) 它 会 收缩 . 当 它 收缩 到 0 时 , 这 只 
虫子 刚好 与 另外 的 虫子 相遇 . 那么 这 个 线段 收缩 的 速度 是 多 少 呢 ? 此 时 我 们 似乎 已 
经 忘掉 了 线 在 转动 的 这 个 事实 .从 这 条 辐 形 线 的 观点 来 看 ， 这 只 小 虫 总 是 按照 45° 
角 在 行进 . 已 知 小 虫 的 行进 速率 是 每 分 钟 1 个 单位 长 度 ， 那 么 它 的 径 向 分 速度 则 
是 每 分 钟 1 x cos 45" = V2/2 个 单位 长 度 ， 也 就 是 说 ， 该 射线 是 以 这 个 速率 在 收 
缩 ， 已 知 该 辐 形 线 的 原始 长 度 是 V2/2， 所 以 这 些小 虫 一 分 钟 后 能 够 相遇 . 图 

下 面 是 一 个 简单 的 计算 问题 , 该 问题 亦 能 用 传统 方法 很 容易 地 解决 ， 然 而， 下 
面 的 方法 则 展示 了 利用 图 形 的 对 称 性 和 画图 战略 相 结合 来 解决 此 类 问题 的 威力 . 该 
方法 还 能 用 在 其 他 许多 更 难 的 问题 上 . 





62 ”第 3 章 问题 求解 的 战术 


1 
a7T 


例 3.1.7 口算 定 积 sosradr 的 值 


解答 面 出 从 0 到 lx 这 段 上 的 正弦 和 余弦 曲线 ,然后 就 会 注意 到 这 两 个 图 像 
是 关于 直线 z = 1 对 称 的 ， 因 此 : 


7 7 
/ cos2z dz = / sin2 x dx. 
0 0 


从 而 ， 我 们 所 要 求 的 值 即 为 : 


2 
下 面 这 个 问题 来 自 1995 年 国际 数学 奥林匹克 竞赛 ， 
它 比 其 余 的 问题 要 难 ， 但 也 只 是 难 在 技巧 上 .， 想 要 解决 这 
类 问题 ， 必 须 对 托 勒 密 定理 有 所 了 解 . 定理 叙述 如 下 : 
令 ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 ， 即 四 个 顶点 和 
在 圆 上 的 四 边 形 ， 则 B 


AB.CD+ AD.BC= AC.BD. 


见 题 8.4.29 和 题 8.5.49 中 不 同 的 证 明 思 想 . 圆 内 接 四 边 形 的 一 个 重要 特征 ( 见 
第 251 页 ) 简 述 如 下 : 
一 个 四 边 形 是 圆 内 接 四 边 形 当 且 仅 当 它 的 对 角 互 补 ( 即 两 角 之 和 等 

于 180 度 ). 

例 3.1.8 在 凸 六 边 形 A4BCDEF 中 ， 
有 AB = BC = CD, DE = EF= FA, 
LBCD = LEFA = /3. 设 点 G 和 五 
是 这 个 六 边 形 内 部 的 点 ， 满 足 LAGB = 
ZLDHE = 2n/3. 证 明 : 


1 1 1 /3™ nt 
;/ (co mtsinnz)dr =3 | 1 dz = 一 . 国 
0 0 


AG+GB-+-GH+DH+HE>Z>CK. 


解答 就 所 有 的 几何 题 而 言 ， 第 一 步 需 
要 做 的 就 是 按 题 意 用 铅笔 、 圆规 和 直 尺 作出 
一 幅 准 确 的 图 形 . 通过 寻找 图 中 的 对 称 关 系 ,， 注意 到 ABCD 和 人 BFA 都 是 等 边 
三 角形 ， 所 以 就 有 BD = BA 和 DE ABE， 通过 图 形 的 对 称 性 ， 用 直线 BE 作 
为 镜像 对 称 轴 看 起 来 比较 好 . 作 点 C 和 下 关于 直线 BE 的 镜像 对 称 点 ， 分 别 记 
为 点 C/ 和. 

一 种 往往 对 导出 几何 不 等 式 行 之 有 效 的 战术 是 将 若干 个 长 度 的 总 和 与 单个 长 
度 作 比 较 , 因为 两 点 间 直 线 最 短 . 四 边 形 4GBC' 和 四 边 形 太 BF'D 都 是 圆 内 接 四 








F 
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边 形 ( 因为 对 角 互 补 ). 应 用 托 勒 密 定理 , 则 有 4G.BC' +GB.4C' =CG.4PB， 
因为 A4BC' 是 等 边 三 角形 , 则 4G + GB = 0'G. 同 理 ,，DH -+HE=HF. 两 
点 间 最 短 的 路 径 是 直线 ， 所 以 就 有 : 


CF=0OF<C0CG+GHI+HF=AG+GB+GH+DH+HE, 
其 中 当 且 仅 当 点 G 和 万 都 在 线段 C0'F' 上 时 等 号 成 立 . 图 
代数 对 称 


不 要 只 将 注意 力 限制 在 物质 形态 或 几何 体 所 存在 的 对 称 关 系 上 . 比如 说 , 数列 
也 可 以 具有 对 称 关系 ， 像 帕斯卡 三 角 如 下 的 一 行 : 


1,6, 15, 20, 20, 15, 6, 1. 


这 只 是 个 开始 , 在 任何 情况 下 ， 只 要 能 想象 出 “成 对 ”的 东西 ， 就 可 以 考虑 其 中 存 
在 的 对 称 关系 .考虑 了 对 称 关系 通常 会 给 你 带 来 回报 . 





高 斯 对 偶 定理 


卡尔 : 弗 里 德里 希 . 高 斯 (1777 一 1855 ) 无 颖 是 有 史 以 来 最 伟大 的 数学 家 之 
一 . 有 很 多 称颂 他 的 早熟 和 过 人 智慧 的 故事 , 但 是 没有 人 知道 这 些 故 事 的 真实 性 有 
多 高 , 因为 大 多 数 故 事 都 是 由 高 斯 本 人 述说 的 . 下 面 这 件 关于 他 的 轶 事 有 很 多 种 不 
同 的 版 本 ， 在 这 里 我 们 就 向 大 家 介绍 一 种 广泛 流传 的 说 法 吧 . 

在 高 斯 10 岁 的 时 候 ， 有 一 次 ,老师 在 班 上 提出 了 一 道 看 上 去 计算 很 兄长 的 连 
加 题 以 惩罚 学 生 ， 题目 是 这 样 的 : 


1 十 2 十 3 十 … 十 98 十 99 十 100. 


当 其 他 小 朋友 都 还 在 慢 慢 地 将 这 些 数 逐个 做 加 法 的 时 候 ， 小 高 斯 却 找到 了 解决 这 
个 问题 的 捷径 , 所 以 很 快 得 到 了 答案 5050, 而 且 他 是 唯一 做 出 正确 答案 的 学 生 . 他 
注意 到 1 与 100、2 与 99、3 与 98 等 相 加 后 的 结果 都 是 101， 这 样 就 可 以 找到 
50 个 101， 因 此 结果 就 是 101 x 50 = 5050. 更 正式 的 方法 是 把 这 道 题目 书写 两 遍 ， 
第 一 遍 按照 题目 给 的 顺序 ， 第 二 遍 则 将 此 顺序 颠倒 一 下 : 

8 三 99 十 100， 

S 一 100 十 99 区 和 于 1 


然后 , 显然 有 25 = 100 x 101. 这 种 方法 的 好 处 是 不 需要 去 管 所 给 的 数 的 个 数 是 偶 
数 还 是 奇数 (注意 : 这 种 方法 就 是 最 初 采用 的 配对 方法 ) . 

这 是 个 非常 聪明 的 技巧 ， 尤 其 是 对 于 一 个 只 有 10 岁 的 小 孩 ， 这 种 方法 的 应 用 
范围 也 是 相当 广泛 的 ， 并 不 仅仅 局 限 在 求 和 上 .发现 问题 中 任何 形式 的 对 称 关 系 ， 
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然后 仔细 思考 是 否 能 通过 建立 配对 的 关系 起 到 简化 问题 的 作用 . 下面 我 们 来 研究 
一 下 “ 厨 柜 问题 "， 它 首次 出 现在 第 26 页 例 2.2.3 中 .当时 我 们 已 经 将 它 简 化 为 : 
证 明 : d(n) 是 奇 数 当 且 仅 当 ni 是 完全 平方 数 

这 里 d(n) 表示 的 因数 (包括 1 入) 的 个 数 ， 现 在 我 们 可 以 运用 高 斯 配对 工 
具 了 . 这 里 的 对 称 关 系 是 n 的 任 一 因数 d 总 有 另 一 因数 nd 与 其 相对 应 .例如 ， 
当 n = 28 时 ， 它 的 因数 显然 包括 2 和 14， 因 此 ， 当 我 们 找到 n 所 有 的 因数 时 ， 
会 注意 到 任何 一 个 因数 都 有 唯一 和 它 “ 配 对 ”的 另 一 个 因数 ， 但 当 n 是 一 个 完 
平方 数 时 除外 ， 此 时 Vn 与 其 本 身 配 成 一 对 .例如 ，28 的 因数 是 1, 2,4, 7, 14, 28， 
它们 可 以 被 重新 排列 为 (1, 28), (2, 14), (4,7) 这 种 成 对 的 关系 ， 显 然 ，qd(28) 是 偶 
数 . 另 一 方面 ， 完 全 平方 数 36 的 因数 是 1,2,3,4,6,9,12,18,36， 它 们 配 成 对 的 形 
式 为 (1, 36), (2, 18), (3, 12), (4,9), (6, 6)， 注 意 到 6 是 和 6 本 身 配 成 一 对 的 ， 所 以 
它 实际 的 因数 个 数 是 奇数 ( 因为 在 这 个 例子 里 6 只 能 算 一 个 因数 ). 所 以 我 们 可 以 
得 到 结论 : 当 且 仅 当 是 完全 平方 数 时 d(n) 是 奇数 . © 图 

上 面 所 讨论 的 方法 在 下 例 中 几乎 可 以 完全 照搬 使 用 ， 虽然 它们 的 内 容 完 全 不 
同 . 下面 这 个 例子 是 证 明 一 个 在 数论 中 非常 有 名 的 定理 . 

例 3.1.9 ”威尔逊 定理 . 证 明 对 于 所 有 的 素数 p， 都 存在 以 下 的 关系 : 

(p—1)!== -1 (mod p). 

解答 ”首先 我 们 来 举 个 例子 ,假设 p = 13， 那 么 题目 中 的 乘积 可 以 表示 为 
lx2x3x4x5x6x7x8x9x10x11x12. 求 出 此 乘积 模 13 的 值 的 方法 之 
一 就 是 把 它 乘 出 来 , 但 这 并 不 是 我 们 要 使 用 的 方法 ! 我 们 要 寻找 更 小 的 部 分 乘积 从 
而 能 很 轻易 地 算出 模 p 的 值 . 对 于 乘法 而 言 ， 最 简单 的 数 是 0、1 和 -1. 由 于 p 
是 素数 ， 故 在 1,2,3,…,p 一 1 这 些 因数 中 ,没有 任何 一 个 因数 模 p 与 0 同 余 . 同 
样 地 ， 没 有 任何 部 分 乘积 模 p 与 0 同 余 . 另 一 方面 ,，p 是 素数 这 个 特性 确保 了 任 
何 非 零 数 都 有 唯一 的 模 p 乘法 逆 元 ， 即 ， 如 果 z 不 是 p 的 倍数 ， 那 么 就 存在 唯一 
的 ye {1,2,3,…,p 一 1} 满足 zy = 1 (mod p).【〔( 回 忆 第 42 页 例 2.3.4 对 上 述 命 
题 的 证 明 . ) 

有 了 上 述 信息 ， 就 可 以 像 橱 柜 问 题 那样 操作 : 将 所 有 的 x € {1,2,3,:…,p 一 1} 
与 它 “ 自 然 的 ”对 偶 ye {1,2,3,…,p 一 1} 相配 对 ,使 得 zy = 1 (mod p). 例如 ， 
假设 p = 13， 相 匹配 的 对 偶 为 


(1,1), (2,7), (3, 9), (4, 10), (5, 8), (6, 11), (12, 12). 





我 们 可 以 把 
12!I=1x2x3x4x5x6x7x8x9x10x1lx12 
@ 实际 上 ， 解 此 题 还 有 一 种 完全 不 同 的 使 用 计数 和 对 称 技术 的 方法 ， 见 第 185 页 题 6.1.21 . 
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写 为 
1x(2x7)(3x9)(4x10)(5x8)(6x11)x12==1xlxlxlxlxlx12= -1 (mod 13). 


我 们 注意 到 ，1 和 12 是 仅 有 的 和 自身 配对 的 元 素 ， 也 注意 到 12 = -1 (mod 13). 
把 它 推广 到 一 般 的 情形 : 当 且 仅 当 x = 土 1 时 ，z 是 它 自 身 的 模 p 乘法 道 元 ,这 很 
容易 理解 如 果 z2 三 1 (mod p)， 那么: 





2—1=(r—1)(z+1)=0 (mod D). 


因为 p 是 素数 ， 这 意味 着 x 一 1 或 x 十 1 中 一 个 是 p 的 倍数 ， 因 此 ， 仅 有 的 可 能 
7X 三 土 ] (mod p). 国 





多 项 式 及 不 等 式 中 的 对 称 
代数 学 中 常会 涉及 具有 多 个 变量 或 者 是 高 次 的 问题 , 这 些 问题 往往 是 很 难处 理 
的 ， 除 非 可 以 从 题 中 探索 出 内 在 的 对 称 关 系 来 解 题 . 下 面 是 一 个 很 有 意思 的 例子 . 
例 3.1.10 解 方 程 zt 二 十 x? 十 ZX 十 1 二 0. 
解答 ”这 道 题 有 其 他 的 解法 ( 见 第 118 页 )， 但 在 这 里 我 们 要 采用 的 方法 是 : 














以 系数 的 对 称 性 为 起 点 ， 找 出 各 项 阶 数 的 更 多 的 对 称 性 . 将 等 式 两 边 同时 除 以 x?: 
下 -十 
大 二 了 于 0 





这 样 处 理 后 看 上 去 并 没有 起 到 化 简 的 作用 ， 但 你 可 以 经 过 进一步 将 题目 变形 后 使 
之 显得 更 对 称 了 ， 具 体形 式 如 下 : 








1 1 
于 二 (3.1.1) 
i 1 
现在 运用 代 换 ， 令 必 二 2 十 了 则 有 : 


1 
吧 一 于 十 2 二 二， 
化 
故 (3.1.1) 变 为 忆 一 2 二 4 十 1 二 0 或 忆 十 wu 一 1 = 二 0， 能 求 出 : 


一 1 土 V5 
= 一 5 











vu 


、 1 ot 、 
因为 x 十 一 = 二 ww， 将 等 式 变 形 为 x2? 一 wz 十 1 = 二 0, 或 是 : 
4 





4 人士 V2 一 4 
2 
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将 上 面 这 些 式 子 联 列 ， 即 有 : 


—14V5 ( 尘 人 9 - 
ee 0 一 1 土 V5 士 iV10 士 2V5 6 
过 2 加 4 

最 后 几 步 纯粹 是 “技巧 方面 的 细节 ”， 解 决 该 题 的 关键 步 又 就 在 于 增加 问题 的 
对 称 性 ， 然 后 作对 称 替换 w= x 十 xz. 

在 下 一 个 例子 中 ， 我 们 将 运用 对 称 的 方法 来 化 简 不 等 式 

例 3.1.11 证 明 : 对 任意 的 正 数 a,05,c， 不 等 式 

(a+b)(b+oe)(ct+a) 2 8abc 

成 立 ， 当 且 仅 当 a = 5 = c 时 等 号 成 立 . 

解答 可 以 观察 到 上 述 不 等 式 存 在 对 称 关 系 ， 如 果 改 变 这 些 变量 的 顺序 ， 原 不 
等 式 的 结果 并 不 会 改变 .这 就 说 明 没 必要 把 左边 的 式 子 全 都 乘 出 来 ，( 真是 个 明智 
的 方法 ! ) 而 只 要 观察 各 个 乘 数 项 ， 对 于 序列 















































我 们 只 要 看 看 项 a + 50， 然后 循环 置换 om 六 bm ccry oa 一次， 然后 再 做 一 次 . 
含有 两 个 变量 的 算术 -几何 平均 不 等 式 意味 着 ( 详细 内 容 见 5.5 节 ): 





a +b > 2Vab, 
b+c>2Vbe, 
c+az> 2Veca. 
通过 将 上 面 三 个 不 等 式 相 乘 ， 即 可 得 到 所 要 的 不 等 式 . 图 


下 面 我 们 有 必要 详细 地 介绍 一 下 循环 置换 的 概念 ， 给 定 一 个 含有 n 个 变量 的 
表达 式 f(z1, za，…,zn)， 循 环 和 定义 如 下 : 

Sn Bn) := 

1 jz za 2 十 za2Za 21 十 :十 (ZaZTD 7 1). 
例如 ， 假 设 变量 是 z,y,z， 则 有 


i 一 23 十 中 十 妈 和 ee = X22 + yr + zy 





下 面 就 用 这 个 概念 来 分 解 一 个 三 变量 对 称 立 方式 . 




















@ 原 方程 是 一 元 四 次 方程 ， 恰 有 4 个 复 根 ， 此 处 给 出 23 = 8 个 根 ， 其 中 有 4 个 是 增 根 . 经 验算 ， 原 方程 的 4 个 
根 是 : 3 ( 二 10+2V5),4( yr ET 2V 引 . 译 者 注 
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例 3.1.12 分 解 因 式 : 3 十 中 十 03 一 3abc. 
解答 上 式 存在 一 种 对 称 关 系 ， 让 我 们 大 胆 设想 ， 小 心 求证 .最 简单 的 猜测 是 


其 中 一 个 因 式 可 能 是 a 十 5 十 c， 所 以 我 们 将 a 





b+c 与 中 十 中 十 2 相 乘 ， 就 能 


得 到 立方 项 ， 同 时 会 得 到 一 些 误差 项 .具体 来 说 ,我 们 有 : 





D+) > (a2b + ba) 一 3abc 


Oo 








a ++ 3abc=(ai+b 
= (a+b 
一 (Q 十 0 


b? + ce?) > (oa20 + b2a + abe) 


Oo 











二 (a+b++o) (ee 开本 


D+)— >》 (ob(a +b+o)) 


Oo 


Oo 








= (a+b 
符号 > 可 以 起 到 节省 时 间 的 作用 ,一 
错误 的 机 会 . 
问题 与 练习 


题 3.1.13 求 从 点 (3,5) 到 点 (8,2) 的 既 接触 
到 z 轴 又 接触 到 y 轴 的 最 短路 径 的 长 度 . 
题 3.1.14 在 第 4 页 例 1.2.1 中 ， 可 以 看 到 
四 个 连续 整数 的 乘积 总 是 比 某 一 个 完全 平方 
数 小 1 那么 任意 的 等 差 数列 的 四 个 连续 项 的 
乘积 (例如 3x8x13x1l8) 满足 什么 结论 呢 ? 
题 3.1.15 找 出 (并 证 明 ) 任意 整数 的 所 有 因 
数 的 乘积 所 满足 的 公式 ， 例 如 ， 如 果 n = 12， 
那么 它 的 所 有 因数 的 乘积 为 : 
lx2x3x4x6x 12=1728. 
你 可 以 在 公式 中 使 用 d(n) 函数 (该 函数 在 
第 64 页 的 橱柜 问题 中 定义 ) 
题 3.1.16 请 问 集合 {1,2, 3, 4,… ,30} 有 多 
少 个 子 集 具 有 所 有 元 素 的 和 大 于 232 的 属性 ? 
题 3.1.17 ( 普 特 南 1998) 给 定 0 < < oa， 
以 点 (ab) 为 三 角形 的 一 个 顶点 ， 另 一 顶点 在 
x 轴 上 ， 第 三 个 顶点 在 直线 y = x 上 ， 求 这 个 
三 角形 的 最 小 周 长 . (假设 存在 最 小 周 长 的 三 
角形 . ) 








-D+ ab beac). 


旦 熟练 运用 这 个 符号 ， 也 可 以 减少 发 生 


题 3.1.18 如 果 对 一 个 含有 多 个 变量 的 多 项 
式 的 变量 进行 相互 奉 代 以 后 多 项 式 不 变 ， 那 么 
就 称 这 个 多 项 式 是 对 称 的 . 例如， 多 项 式 
f(x,Yy,2) := 7 + Yyz 
是 对 称 的 ， 因 为 
f(x,y,2) = f(x,z,Y) = f(y,7,z) = f(y,z,7) 
= f(z,7,Yy) = f(z,y, 7). 
如 果 一 个 含有 多 个 变量 的 多 项 式 所 有 项 都 是 
7 次 的 ， 就 称 该 多 项 式 为 ” 次 齐 次 多 项 式 . 比 
如 ，g(z,y) := x? + 5zy 就 是 2 次 齐 次 多 项 
式 . 〈5zy 这 一 项 被 视 为 2 次 ， 因 为 它 是 两 个 
1 次 项 的 积 . ) 一 般 而 言 ， 具 有 个 变量 的 多 
项 式 g(zl za ,ZK) 是 7 次 齐 次 多 项 式 ， 如 
果 对 于 所 有 的 t+， 都 有 : 
gtziytza ,try) = t g(r1, T2,: ,Tk). 
给 定 三 个 变量 x,y,z, 定义 几 个 初等 对 称 函 数 : 
51 :一 2 十 十 2 
52 :二 TY 二 YZ 二 ZY， 
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53 :一 TYZ. 


这 些 初 等 对 称 函 数 sx 都 是 次 齐 次 对 称 ， 并 
且 所 有 项 的 系数 都 等 于 1， 初等 对 称 函 数 可 以 
用 任意 多 个 变量 来 定义 ， 例 如 ， 对 于 四 个 变 
量 x,y,z,w 有 : 

S51 :二 TX 十 Y 十 ZZ 十 w， 

52 :二 XY 十 XZ 十 Tw 十 YZ 十 yw 二 Zw， 

53 := TYZ 十 ZUVU + TW + YY, 


54 := XYZW. 
(a) 验证 


T+ +2 = r+Y+2) — 2xy + yz + zr) 


2 
一 51 一 2s2， 


其 中 s 是 三 个 变量 的 初等 对 称 函 数 
b) 同样 地 ，z? 十 奶 十 2 也 可 以 表示 为 
由 初等 对 称 函数 组 成 的 多 项 式 . 
0) 对 (z 十 四 (Zz 十 2)(y 十 z) 同样 成 立 . 
d) 对 xy 十 yz 十 Zz 十 zz 十 yx 十 ZY 
也 成 立 . 
e) 是 否 任何 含有 三 个 变量 的 对 称 多 项 式 
都 可 以 写成 由 初等 对 称 函数 组 成 的 多 项 式 ? 
f) 是 否 任何 一 个 含有 三 个 变量 的 多 项 式 
(不 一 定 是 对 称 的 ) 都 可 以 写成 由 初等 对 称 函 
数组 成 的 多 项 式 ? 

(g) 请 把 它 推广 到 具有 更 多 变量 的 多 项 式 
上 ， 如 果 你 被 弄 糊涂 了 ， 看 看 具有 两 个 变量 的 
多 项 式 (si := x 十 y, sz := zy ). 

(h) 循环 和 与 初等 对 称 函 数 之 间 有 关系 
吗 ? 如 果 有 ， 是 什么 关系 呢 ? 
题 3.1.19 回想 一 下 例 3.1.6 中 提 到 的 四 只 虫 
子 问题 .它们 是 按照 旋转 的 方法 来 仆 行 的 ， 例 
如 一 个 虫子 开始 时 是 面 朝 正 北 方向 行进 的 ,但 
逐渐 面 对 正 西 了 ， 此 时 它 转 了 90?"， 虫子 的 旋 
转角 度 可 能 会 超过 360"， 当 四 只 虫子 相遇 时 ， 
每 只 虫子 已 经 转 了 多 少 度 呢 ? 
题 3.1.20 考虑 下 面 的 双人 游戏 . 每 位 选手 轮 
流 将 硬币 放置 在 矩形 桌面 上 ,但 放置 硬币 时 不 
能 碰 到 已 经 放 在 桌 上 的 硬币 ,游戏 开始 时 桌子 





上 是 没有 硬币 的 ,合法 地 放置 最 后 一 枚 硬币 的 
选手 获胜 、 请 问 第 一 位 选手 有 必 赢 的 策略 么 ? 
题 3.1.21 如 图 所 示 , 一 个 直径 无 穷 小 的 台球 
在 射线 BC 的 C 点 处 以 角度 a 入 射 ， 台 球 
沿 着 由 “入射 角 等 于 反射 角 ” 规 定 的 路 径 在 线 
段 4B 和 BC 之 间 弹 跳 . 如 果 4B = BC, 请 
确定 台球 在 这 两 条 线段 之 间 弹 跳 的 次 数 ( 包括 
在 点 C 处 的 第 一 次 弹跳 ) ， 请 以 包含 w 和 
的 函数 形式 表达 . 


4 








B C 
题 3.1.22 椭圆 是 平 而 上 到 两 定点 (焦点 ) 的 


距离 之 和 等 于 常数 的 所 有 点 的 轨迹 . 证 明 椭 圆 
的 反射 原理 ， 即 : 若 一 球 桌 的 边缘 是 椭圆 形 ， 
从 椭圆 的 一 个 焦点 处 向 任意 点 击 出 小 球 ， 该 小 
球 经 过 反射 后 一 定 经 过 另 一 焦点 

题 3.1.23 抛物 线 是 平面 上 到 定点 (焦点 ) 的 
距离 与 到 定 直线 ( 准 线 ) 的 距离 相等 的 所 有 点 
的 轨迹 . 证 明 抛 物 线 的 反射 原理 ， 即 : 一 束 光 
线 垂直 于 准 线 人 射 ， 磁 到 抛物 线 凹面 的 任 一 
点 ， 光 线 将 沿 镜面 反射 后 经 过 焦点 . 

题 3.1.24 设 球 心 为 (0,0, 0) 半径 为 20 的 球 
面 上 的 任 一 点 (z,y, 2) 的 温度 为 了 (zy >) := 
(z 十 四? 十 (y 一 2)?， 球 面 的 平均 温度 是 多 少 ? 
题 3.1.25 ( 普 特 南 1980) 计算 


nA/2 dz 
/ 1 十 (tanz)V2 


题 3.1.26 (匈牙利 1906) 从 菱形 的 4 条 边 各 
自 向 外 作 正 方形 ，K, 工 , M,N 是 这 4 个 正方 
形 的 中 心 。 证 明 四 边 形 KLMN 是 个 正方 形 . 
题 3.1.27 ( 塞 纱 尔 : 范 德 维 尔 德 ) 在 标准 的 
8 x 8 国际 象棋 棋盘 上 放置 8 个 车 ， 使 得 不 
会 有 两 个 车 在 同一 行 或 同一 列 ， 即 没有 车 能 
够 互相 攻击 . 现在 把 没有 被 车 占据 的 方 格 中 的 
27 个 染 成 红色 .证 明 总 是 可 以 将 车 移动 到 一 
组 不 同 的 8 个 未 染色 的 方 格 ( 即 , 至 少 有 一 个 


以 前 是 空 的 方 格 上 现在 有 一 个 车 ) ， 使 得 这 些 
车 仍然 不 能 互相 攻击 .证 明 : 如 果 把 28 个 方 


题 3.1.28 概率 中 的 对 称 ， 设 想 在 区 间 [0, 1] 
上 任 取 三 个 点 ， 则 这 个 区 间 就 被 分 割 为 四 段 
那么 每 段 的 平均 长 度 是 多 少 ? 显然 该 问题 的 答 
案 “应 该 ”是 1/4, 如 果 这 四 段 中 每 段 长 度 ( 平 
均值 、 标 准 差 等 ) 的 概率 分 布 是 相同 的 ， 那 么 
确实 是 这 样 ， 想 象 一 下 ， 如 果 我 们 不 是 在 一 条 
线段 上 任 取 三 个 点 ,而 是 在 一 个 周 长 为 1 的 加 
周 上 任 取 四 个 点 ， 无 论 第 四 个 点 取 在 何 处 ,将 
这 个 圆 在 此 处 切断 并 “展开 ”， 就 会 形成 上 述 
被 分 成 四 段 的 单位 区 间 ， 考 虑 这 段 话 的 意义 ， 
然后 再 尝试 思考 下 面 的 几 个 问题 ! 

(a) 一 副 有 四 个 A 的 纸牌 经 过 洗 牌 以 后 ， 
再 将 牌 一 张 张 地 抽 走 ,直到 抽 到 第 1 张 A, 那 
么 平均 有 多 少 张 牌 已 被 抽 走 了 呢 ? 

(b) (吉姆 . 普罗 普 ) 给 定 一 副 有 52 张 牌 
的 纸牌 ,随机 取出 26 张 , 有 ( 呈 ) 种 取 法 , 然后 
将 取出 的 26 张 牌 放 在 原来 纸牌 的 上 面 ， 放 置 
的 顺序 就 是 它们 被 抽出 的 顺序 ， 现 在 这 副 牌 中 
占据 相同 位 置 的 牌 的 数量 的 期 望 是 多 少 ? ( 关 
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于 期 望 的 更 多 问题 见 第 210 页 . ) 

(c) (感谢 安德鲁 斯 托 克 ) 如 图 所 示 ， 一 
个 由 13 座 桥梁 组 成 的 系统 将 一 条 河流 的 北岸 
与 南岸 连接 起 来 ， 对 于 每 一 座 桥 ， 抗 议 游行 将 
阻塞 该 桥 的 概率 为 50%， 并 且 这 些 概率 是 独 
立 的 (想象 对 每 座 桥 抛 一 枚 硬币 )， 能 够 从 此 
岸 到 达 彼 岸 的 概率 有 多 大 ? 


北岸 











南 


(d) ( 普 特 南 1992) 在 球面 上 随机 选择 
4 个 点 ， 以 这 4 个 点 为 顶点 构造 一 个 四 面体 . 
球 心 位 于 四 面体 内 部 的 概率 是 多 少 ? 

(e) ( 湾 区 数学 竞赛 1999) 在 球面 上 随机 
选取 11 个 点 ， 这 11 个 点 都 位 于 球 的 某 个 半 
球 上 的 概率 是 多 少 ? 


王 


当 你 开始 解决 问题 时 ， 遇 到 的 困难 之 一 就 是 有 太 多 的 东西 需要 去 记录 并 且 理 
解 . 一 个 问题 中 可 能 会 涉及 含有 多 个 ( 也 可 能 是 无 穷 多 个 ) 元 素 的 数列 . 一 道 几何 
题 可 能 会 用 到 许多 不 同 的 直线 和 其 他 的 形状 .一 个 解 题 能 手 总 是 会 试图 把 这 些 方 
面 组 织 好 .极端 原理 是 解决 这 类 问题 的 一 种 基本 的 战术 : 


如 果 可 能 的 话 , 把 你 要 解决 的 问题 中 的 各 个 元 素 假想 为 是 “有 顺序 ” 
的 . 关注 其 中 的 “最 大 ”和 “最 小 ”的 元 素 ， 它 们 也 许 会 形成 一 种 令 人 


感 兴 趣 的 结果 . 


这 个 话题 已 经 是 老生 常 谈 了 ， 但 是 在 处 理 很 多 问题 时 很 有 效果 〈 例 如 ， 见 第 18 页 
的 积极 行为 问题 . ) 下 面 来 给 大 家 举 个 简单 的 例子 . 
例 3.2.1 令 B 和 W 分 别 代 表 有 限 个 白色 和 黑色 的 点 的 集合 , 在 平面 上 , 任 


证 明 所 有 点 必定 在 同一 线段 上 . 
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解答 通过 试验 ,我 们 发 现 这 些 点 若 不 在 同一 直线 上 ,， 则 
这 些 点 有 无 穷 多 个 . 通过 画 很 多 复杂 的 图 表 , 发 现 “ 总 能 画 出 
一 个 新 的 点 ”， 这 样 可 能 就 能 证 明 结 论 , 但 是 这 样 做 并 不 简单 . 
利用 极端 原理 就 能 使 问题 迎刃而解 : 假设 所 有 点 不 全 在 同一 
直线 上 ， 那 么 它们 至 少 构 成 一 个 三 角形 .考虑 面积 最 小 的 三 
角形 , 它 的 两 个 顶点 同色 , 因此 它们 中 间 必 有 一 点 与 顶点 不 同 
色 ， 这 样 就 又 形成 了 一 个 更 小 的 三 角形 一 一 矛盾 ! 图 

请 记 下 极端 原理 如 何 使 问题 迎刃而解 的 ， 它 简单 得 就 像 作 弊 了 一 样 . 前 面 用 
到 的 论证 结构 是 非常 典型 的 反 证 法 论证 ， 即 : 先 假设 你 想 证 明 的 结果 不 成 立 ， 然 
后 观察 最 小 (或 者 最 大 ) 的 元 素 ， 并 且 论 证 存在 一 个 更 小 (或 者 更 大 ) 的 元 素 ， 
最 后 便 得 到 需要 的 矛盾 .一 个 由 实数 组 成 的 集合 只 要 是 有 限 的 ， 它 总 有 一 个 最 
小 的 和 一 个 最 大 的 元 素 ， 而 无 穷 集合 可 能 不 包含 极限 值 (例如 ， 考 虑 无 穷 集合 
{1,2,1/2,22,1/22,23,1/23,….}， 它 既 没有 最 小 元 素 也 没有 最 大 元 素 ) ， 但 如 果 集 
合 由 正 整数 组 成 ， 我 们 可 以 使 用 如 下 的 良 序 原理 : 


非 空 正 整数 集合 有 最 小 元 素 . 


下 面 是 另 一 个 简单 的 例子 , 它 使 用 的 战术 是 极端 原理 . 关键 之 处 在 于 灵巧 的 几 
何 构造 . 

例 3.2.2 (韩国 1995) 假设 平面 上 存在 有 限 个 点 ,选择 其 中 的 任意 三 点 4, B,C 
构成 三 角形 4BC， 其 面积 总 是 小 于 1， 请 证 明 所 有 这 些 点 都 位 于 一 个 面积 小 于 4 
的 三 角形 的 内 部 或 三 条 边 上 . 

解答 ”假设 在 给 定 的 点 构成 的 所 有 三 角形 中 ， 
A4BC 是 其 中 面积 最 大 的 一 个 . 用 L4BC] 表示 
A4BC 的 面积 ， 那 么 有 [4BC] < 1. 假设 A4BC 
是 和 LMN 的 中 位 线 三 角形 ( 换 句 话说 ， 人 LMN 
的 三 条 边 上 的 中 点 分 别 是 4, B, C， 如 右 图 所 示 ) . 

我 们 有 [LMN] = 4[4BC] < 4， 且 题 中 所 说 的 
点 都 位 于 人 LMN 内 部 或 三 条 边 上 . 假设 有 一 点 PP 
位 于 人 LMN 的 外 部 ,我 们 能 够 连接 点 P 与 人 ABC 
的 两 个 顶点 ， 形 成 一 个 面积 大 于 [4BC] 的 三 角形 ， 
这 与 4BC] 是 最 大 的 矛盾 . 国 

我 们 必须 认识 到 问题 中 的 次 序 及 最 大 最 小 值 ， 如 果 可 能 的 话 ， 要 假设 这 些 元 
素 都 是 按照 一 定 次 序 排列 的 〈 我 们 称 之 为 单调 化 )， 把 这 些 都 看 作 “ 免 费 信息 ”， 
这 样 就 可 以 起 到 简化 问题 的 作用 .下 一 个 例子 再 一 次 说 明了 极端 原理 是 极其 关注 
所 给 出 的 元 素 中 的 最 大 值 (和 最 小 值 ) 的 ， 我 们 第 一 次 遇 到 的 类 似 问 题 是 第 2 页 
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例 1.1.4， 处 理 这 样 的 问题 时 需 将 其 分 解 为 两 部 分 : 首先 是 分 析 问 题 ， 然 后 是 正式 
的 书写 . 

例 3.2.3 有 一 次 , 我 请 了 10 对 夫妇 来 我 家 参加 宴会 ， 我 问 所 有 参加 宴会 
人 【包括 我 妻子 在 内 ) 他 们 和 多 少 人 握 过 手 ， 结 果 得 知 每 个 人 的 握手 次 数 都 不 相 
同 ， 当 然 我 没有 问 自 己 . 假定 没有 人 与 自己 的 配偶 握手 , 也 不 考虑 每 个 人 自己 同 自 
己 握手 ， 那 么 请 问 我 妻子 与 多 少 人 握 过 手 ?( 我 没有 问 自己 任何 问题 . ) 

分 析 这 个 问题 似乎 很 难处 理 ， 题 中 并 没有 提供 足够 的 信息 . 不 过 我 们 可 以 通 
过 分 析 比 较 简单 的 情形 从 而 化 难为 易 ， 例 如 假设 除了 男女 主人 之 外 只 有 两 对 夫妇 
参加 宴会 的 情形 . Bp 

主人 发 现 他 询问 的 5 个 人 中 ， 有 5 个 不 同 的 “ 握 
手数 ”， 包含 了 从 0 到 4 (没有 人 与 自己 的 伴 倡 握手 ) 
的 5 个 数 ， 分 别 是 0, 1,2, 3,4. 我 们 将 这 5 个 人 分 别 记 
为 五 ,已 ,…… 忆 .然后 使 用 作 图 战略 ， 作 包括 主人 《〈 标 
记 为 瑟 ) 在 内 的 图 . 2 

我 们 可 以 找到 握手 数 最 少 和 最 多 的 两 个 人 , 即 PB 和 已. 分 析 户 这 位 宴会 上 
“最 不 热情 的 ”成 员 ， 他 或 她 没 与 任何 人 握 过 手 ， 那么 “最 热情 的 ”人 已 呢 ? 已 
与 所 有 可 能 的 人 都 握 过 手 ， 这 就 意味 着 任何 人 (除了 已 的 配偶 ) 都 与 已 握 过 手 ! 
即 除 了 已 的 配偶 以 外 的 任何 人 的 握手 数 都 不 是 0， 所 以 忆 和 瑟 一 定 互 为 配偶 ! 

此 时 可 以 轻松 一 点 了 ， 因 为 突破 口 已 经 找到 了 .直觉 告诉 我 们 PB 和 记 可 能 
也 是 一 对 配偶 .该 如 何 证 明 这 点 呢 ? 试 着 修改 刚才 使 用 过 的 论证 方法 ， 忆 与 除了 
他 (她 ) 的 配偶 以 及 五 外 的 其 他 所 有 人 都 握手 了 ，P 则 只 与 一 个 人 握 过 手 . 我 
们 还 有 更 多 的 信息 吗 ? 有 的 ， 那 就 是 忆 是 记 唯一 握 过 手 的 人 , 并 且 已 与 已 握 
过 手 . 换 名 话说， 如果 不 考 虑 忆 和 他 ( 她 ) 的 配偶 有 ,那么 P 和 已 将 扮演 已 
和 已 的 角色 ， 也 就 是 说 ， 他 们 分 别 是 最 不 热情 和 最 热情 的 人 ， 与 上 段 论述 同 理 ， 
他 们 肯定 是 配偶 ( 已 与 其 他 三 人 已 , 饭 , 互 中 的 两 人 握 过 手 ， 同 时 知道 PP 没有 与 
PP 握 过 手 ， 所 以 能 与 P 成 配偶 的 人 只 可 能 是 互 ) . 

我 们 完成 了 ， 因 为 只 剩 下 忆 和 五 两 个 人 , 他们 一 定 是 一 对 夫妻 , 所 以 已 是 
女 主 人 ， 她 与 两 个 人 握 过 手 ， 很 容易 将 上 述 论证 推广 到 ”对 夫妇 的 一 般 情形 . 

正式 解答 我 们 将 使 用 归纳 法 .对 任何 正 整数 mn， 定义 命题 P(n) 为 : 

假设 男 主人 邀请 了 n 对 夫妇 ,同时 假设 没有 人 与 他 (她) 的 配偶 握 

手 ， 并 且 被 主人 询问 过 的 所 有 2m 十 1 个 人 的 握手 数 均 不 相同 ， 那 么 女 

主人 必 与 n 个 人 握 过 手 . 

通过 作 图 ， 并 考虑 逻辑 上 唯一 的 可 能 性 ， 很 容易 确定 P(1) 成 立 ， 下 面 要 利 
用 P(n) 来 推导 P(n 十 1)， 如 果 这 成 立 ， 我们 便 完成 了 证 明 . 假设 对 于 某 个 正 整 
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数 n，P(n) 成 立 ， 考 虑 有 n 十 1 对 夫妇 (除了 男女 主人 之 外 ) 的 宴会 ， 并 且 该 宴 
会 满足 条 件 (没有 人 与 其 配偶 握手 ， 所 有 的 握手 数 均 不 相同 ) ， 那么 所 有 的 从 0 
到 2(n 十 1) = 2n 十 2( 仿 两 端 ) 的 整数 都 将 在 男 主人 的 询问 2n 十 3 人 的 握手 数 中 
出 现 . 考虑 某 人 X, 他 握手 次 数 最 多 , 为 2n 十 2. 这 个 人 与 参加 聚会 的 2n 十 4 人 中 
除 两 人 之 外 的 其 他 人 都 握 了 手 . 因为 没有 人 与 他 (她 ) 自己 以 及 配偶 握手 ，X 已 
经 与 所 有 可 以 握手 的 人 握 了 手 ， 因 此 唯一 可 能 是 X 的 配偶 了 的 握手 数 为 0。 这 是 
因为 所 有 其 他 的 人 都 与 X 握 过 手 ， 因 此 不 可 能 是 X 的 配偶 . 

下 面 我 们 将 不 再 考虑 宴会 中 的 X 和 Y， 如果 不 再 计算 这 两 人 的 握手 数 ， 参 加 
宴会 的 夫妇 将 减少 为 n 对 ， 每 个 人 的 握手 数 ( 除了 男 主人 ,我们 没有 任何 关于 他 
的 信息 ) 都 会 减少 一 次 ， 因 为 每 个 人 都 与 X 握手 但 没有 人 与 了 握手 .但 是 归纳 
假设 P(n) 说 明 ,， 在 这 个 “精简 ”了 的 宴会 上 ， 女 主人 与 n 个 人 握 过 手 , 然而 实际 
上 ， 女 主人 还 多 握 了 一 次 手 ， 就 是 我 们 刚才 去 掉 的 头 ， 所 以 在 这 个 有 n 十 1 对 夫 
妇 参 加 的 宴会 上 ， 女 主人 握 过 n 十 1 次 手 ， 因 此 P(n 十 1) 得 证 . 国 

很 多 情况 下 , 问题 会 涉及 极端 原理 和 特殊 的 论证 风格 的 同时 应 用 ， 比 如 反 证 法 
或 者 数学 归纳 法 . 一 个 常用 战术 是 利用 极限 值 将 原 问 题 分 割 为 更 小 的 问题 , 正如 我 
们 前 面 所 做 的 , 然后 正式 的 论证 中 则 利用 数学 归纳 法 . 下面 我 们 再 举 个 例子 , 这 道 
题 同 上 题 一 样 , 我 们 先 将 解法 分 解 为 一 个 非 正式 的 分 析 , 然后 再 将 它 正式 书写 出 来 . 

例 3.2.4 (圣彼得堡 数学 奥林匹克 竞赛 1996) 黑板 上 写 有 一 些 正 整数 ， 每 次 
去 掉 两 个 不 同 的 正 整 数 ， 然 后 写 下 这 两 个 数 的 最 大 公 因 数 和 最 小 公 倍 数 作 为 奉 代 . 
证 明 : 黑板 上 的 数 最 终 会 不 再 变化 . 

分 析 在 正式 解 题 之 前 ， 我 们 提 及 几 个 简单 的 数论 定义 ， 详 情 请 参见 第 7 章 . 

。 对 整数 a 和 "而 言 ， 符 号 alb 的 含义 是 “a 整除 0”， 也 就 是 说 存在 一 个 整 
数 m， 使 等 式 am = 5 成 立 . 

。a 和 5 的 最 大 公 因 数 定义 为 同时 满足 gla 和 glb 的 最 大 整数 g， 符 号 记 
为 gcd(a,5)， 有 时 也 记 为 (a, 5). 

。a 和 2。 的 最 小 公信 数 定义 为 同时 满足 aju 和 blw 的 最 小 正 整 数 w， 符 号 记 
为 lem(a,5)， 有 时 也 记 为 [a,9]， 限定 最 小 公 倍 数 是 正 整 数 ， 否 则 就 可 能 
是 一 00 了 ! 

我 们 先 以 两 个 正 整数 10 和 15 来 举 个 简单 的 例子 .它们 的 最 大 公 因 数 和 最 小 
公 倍 数 分 别 为 5 和 30， 而 在 之 后 的 替换 过 程 中 不 会 改变 ， 因 为 有 5|30. 下 面 再 举 
个 复杂 点 的 例子 .我 们 用 黑体 字 来 表示 被 去 掉 并 且 被 替代 的 那 两 个 数 . 
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1l1 16 30 72 
11 2 240 72 
1 2 240 792 
1 2 24 7920 
我 们 再 一 次 发 现 替 换 过 程 在 到 达 上 述 情形 后 就 不 会 再 发 生 改 变 ， 因 为 有 
1|2， 2|24， 24|7920. 
经 过 更 多 的 试验 ,( 试 试看 ! ) 容易 得 出 以 下 猜想 : 
最 终 ， 上 述 数 列 将 会 形成 一 条 链 ， 其 中 每 个 数 都 能 整除 下 一 个 数 
( 当 按 适当 顺序 排列 后 ). 此 外 , 这 条 链 中 的 最 小 的 元 素 和 最 大 的 元 素 分 
别 是 最 初 给 定 的 数列 的 最 大 公 因 数 和 最 小 公 倍 数 . 
那么 该 如 何 运 用 极端 原理 来 证 明 这 个 猜想 呢 ? 请 关注 在 每 个 阶段 中 数列 的 最 
小 元 素 . 在 以 上 例子 中 ， 最 小 元 素 分 别 是 11, 2, 1, 1. 同样 ， 也 请 关注 最 大 元 素 , 在 
这 个 例子 中 ， 最 大 元 素 分 别 是 72, 240, 792, 7290， 可 以 观察 到 最 小 元 素 的 序列 是 非 
递增 的 ， 同 时 最 大 元 素 的 序列 是 非 递 减 的 ， 这 为 什么 成 立 呢 ? 设 a <5 是 两 个 被 去 
掉 的 正 整数 ， 它 们 被 替换 为 
gcd(a,b), lem(a,b). 


注意 到 如 果 albp， 那 么 就 有 a = gcd(a,b) 且 5=1cm(a,b)， 所 以 序列 没有 变化 ， 否 
则 ,就 有 gcd(a,5) <a 且 lem(a,5) > b， 因 此 ， 如 果 x 是 当前 最 小 元 素 ， 在 下 一 
次 蔡 换 后 ， 会 发 生 下 面 两 种 情况 中 的 一 种 . 
。 去 掉 zx 和 另外 一 个 元 素 y ( 当然， 假定 z 不 整除 y),， 并 用 gcd(z,y) <z 
代替 x， 这 便 产 生 了 一 个 新 的 更 小 的 最 小 元 素 . 
。 去 掉 两 个 不 等 于 x 的 元 素 . 在 这 种 情况 下 ， 两 个 新 产生 的 元 素 中 较 小 的 一 
个 或 者 小 于 x( 即 产生 一 个 新 的 最 小 元 素 )， 或 者 大 于 等 于 x (此 时 zx 仍 
旧 是 最 小 元 素 ). 
类 似 地 ， 可 采用 与 上 述 相同 的 步 又 来 分 析 如 何 产生 最 大 元 素 . 但 在 现 阶 段 , 还 
是 先 将 注意 力 集中 在 最 小 元 素 上 面 . 我 们 知道 最 小 元 素 或 者 保持 不 变 , 或 者 在 每 次 
探 掉 并 替换 的 过 程 中 逐渐 减 小 , 直至 最 终 不 再 变 小 . 这 是 为 什么 呢 ? 因为 我 们 可 能 
磁 到 的 最 大 值 是 原来 所 有 元 素 的 最 小 公 人 倍数， 所 以 在 变换 的 每 个 阶段 中 ， 序 列 中 
都 只 有 有 限 多 个 数 . 最 终 ， 要 么 序列 不 再 变化 ， 则 我 们 完成 了 证 明 ， 要 么 此 序列 会 
重复 出 现 ， 因 此 我 们 能 够 找到 一 个 最 小 的 最 小 元 素 ， 也 就 是 在 序列 变化 过 程 中 可 
能 出 现 的 最 小 的 最 小 元 素 &. 我们 知道 4 一 定 可 以 整除 该 序列 中 出 现 的 所 有 其 他 元 
素 ， 否 则 ， 如 果 存 在 某 个 z 不 能 被 [ 整除 ， 那 么 将 上 与 x 去掉 ， 则 能 用 更 小 的 元 
素 gcd(l,z) <L 替换 ， 这 与 上 是 序列 中 最 小 的 元 素 矛 盾 . 
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为 什么 这 样 就 可 以 了 呢 ? 这 是 因为 一 旦 找到 了 最 小 的 最 小 元 素 上， 就 可 以 忽略 
它 ， 因 为 上 可 以 整除 序列 中 所 有 其 他 元 素 ， 并 且 通 过 探 掉 并 替换 包含 b 在 内 两 个 
元 素 的 方法 使 得 序列 不 再 改变 .因此 原 序列 中 “活跃 的 ”元 素 就 减少 一 个 . 
我 们 已 经 做 好 使 用 数学 归纳 法 的 准备 工作 了 ， 接 下 来 我 们 写 出 正式 证 明 . 
正式 解答 我 们 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 命题 . 假定 序列 中 有 n 个 元 素 , 基 
础 情形 n = 2 是 显然 的 ，a,b 经 过 一 次 变换 后 蔡 换 为 
gcd(a,b), lem(a,b), 
则 该 序列 不 再 变化 . 
现在 我 们 假定 序列 有 n 个 元 素 ， 经 过 有 限 次 地 “去 掉 - 蔡 换 ” 操 作 后 ， 序 列 不 
再 变换 .考虑 如 下 n 十 1 个 元 素 的 序列 
Ul, 2 , Un, Un+1: 


我 们 将 对 这 个 序列 重复 进行 “去 掉 - 替 换 ” 操 作 ， 使 得 每 一 步 操 作 后 都 会 使 序列 发 
生变 化 , 在 每 一 步 操作 完 , 我 们 都 将 原 序列 按 从 小 到 大 的 次 序 重新 排列 ， 可 以 观察 
到 如 下 简单 事实 : 


(1) 在 每 个 可 能 的 阶段 ， 序 列 中 的 最 小 元 素 至 少 等 于 最 初 的 序列 中 所 有 元 素 的 
) 





(2) 在 每 个 可 能 的 阶段 ， 序 列 中 的 最 大 元 素 至 多 等 于 最 初 的 序列 中 所 有 元 素 的 
公 倍 数 ; 
(3) 任意 给 定 变 换 阶 段 的 最 小 元 素 总 是 小 于 等 于 前 一 阶段 序列 中 的 最 小 元 素 ; 
(4) 因为 我 们 每 次 变换 后 将 序列 从 小 到 大 重新 排序 过 ， 则 事实 (1) 和 (2) 表明 
只 可 能 有 有 限 次 的 序列 变换 . 
当 我 们 对 序列 每 采取 一 次 “去 掉 - 替 换 ” 操 作 后 ， 令 4 表示 序列 经 过 第 i 次 操 
作 后 的 最 小 值 ， 将 会 出 现 如 下 两 种 可 能 的 情况 : 
。 最 终 我 们 将 不 能 继续 改变 序列 , 在 这 种 情况 下 ,最 小 元 素 序列 61,2, 人 3,:… 
将 会 终结 ; 
。 在 某 一 阶段 (例如 第 阶段 )， 我 们 将 会 回 到 之 前 出 现 过 的 序列 ( 观察 前 
面 的 事实 (4) 可 得 ). 因此 最 小 元 素 序 列 4i, bz, la,…… 可 能 是 无 限 的 , 但 满 
是 = 人 pri = bx+2 二.…， 这 可 观察 前 面 的 事实 (3) 得 到 . 
因此 ， 对 于 各 种 初始 序列 wi, wo,… ,un, un41， 根 据 将 来 序列 变化 情况 的 不 同 ， 
存在 某 个 第 阶段， 并 存在 某 个 数 4 := 所， 这 个 数 在 各 个 阶段 出 现 的 那些 最 小 元 
素 中 是 最 小 的 . 
数 上 必 将 整除 序列 在 第 阶段 和 之 后 阶段 出 现 的 所 有 其 他 元 素 , 因为 不 然 , 我 
们 能 够 擦 掉 & 并 用 其 他 元 素 奉 换 ， 从 而 得 到 一 个 更 小 的 最 小 元 素 ， 这 与 4 的 最 小 
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性 矛盾 . 因此 ,只 要 到 达 第 有 阶段 , 最 小 元 素 4 便 与 接 下 来 的 阶段 毫 不 相干 一 我 
们 只 能 通过 擦 掉 并 替换 剩余 的 ”个 元 素 才 能 产生 变化 .但 归纳 假设 表明 ， 最 终 这 
n 个 元 素 将 不 再 变化 ， 因 此 ， 开 始 时 的 n 十 1 元 素 序 列 最 终 也 将 不 再 发 生变 化 ， 国 

在 更 复杂 的 问题 中 , 要 将 哪些 对 象 进行 单调 化 并 不 明显 , 并 且 良 序 原理 对 无 限 
集 并 不 总 是 成 立 . 在 涉及 无 限 集 的 情形 , 极端 原理 有 时 成 立 , 但 仍然 需要 审慎 处 理 . 

例 3.2.5 设 f(z) 表示 n 次 实 系数 多 项 式 ， 使 得 对 所 有 ze 民有 f(x) > 0. 
定义 g(z) := f(z) 十 六 (Zz) 十 了 7(z) 十 … 十 f(z). 证 明 对 所 有 ze 了 及 有 9(z) >0. 

解答 这 道 题 中 有 很 多 地 方 可 以 应 用 极端 原理 .因为 f(x) > 0, 我 们 可 能 希望 
考察 那些 使 f(x) 达到 最 小 值 的 x. 首先 要 证 明 z 的 存在 性 , 也 就 是 说 , 存在 zo & 民 
使 得 f(xo) 达到 最 小 值 . [ 这 并 不 是 对 所 有 的 函数 都 成 立 ， 比如 说 f(z) = 1/x. ] 记 

f(x) =anr” 十 am 17" 十 :十 az 十 ao0， 
其 中 每 个 a; e RR. 由 于 f(x) 恒 为 非 负 , 首 项 系数 ov 肯定 是 正 数 , 因为 当 z 是 一 个 
大 的 正 数 或 是 负数 时 ，f(x) 的 值 取决 于 第 一 项 ouz", 所 以 我 们 知道 ”是 偶数 ， 有 : 
,im f(7) = ,lim f(7)= +oo， 
因此 f(x) 有 最 小 值 . 注意 到 g(x) 与 f(x) 的 首 项 是 相同 的 ， 所 以 g(x) 同样 有 最 
小 值 . 事实 上 , g(x) 才 是 需要 关注 的 . 我 们 想 要 证 明 这 个 多 项 式 恒 为 非 负 ， 因 此 一 
种 有 和 希望 的 战略 是 反 证 法 . 假设 当 x 取 一 些 值 时 g(x) < 0, 考虑 当 x = zo 时 9g(z) 
达到 最 小 值 . 则 9(zo) < 0. 那么 g(z) 与 f(z) 之 间 存 在 怎样 的 关系 呢 ? 因为 f(x) 
是 nn 次 的 ， 所 以 就 有 f+D(z)=0 且 
的 相交 本 人 
因为 g(zo) < 0， 且 由 题 设 知 f(z0) > 0， 所 以 
9 (zo) = 9(zo) — f(x0) < 0. 

但 是 这 与 当 x 取 zo 时 g(x) 达到 最 小 值 的 结果 相 矛 盾 ， 因 为 那样 的 话 g'(z0) 应 该 
等 于 0. 图 

下 一 个 例子 取 自 1994 年 在 中 国 香港 举行 的 国际 数学 奥林匹克 竞赛 ， 运 用 高 
对 偶 定 理 和 单调 化 方法 可 以 帮助 解决 这 个 相当 困难 的 问题 . 

例 3.2.6 设 m,n 是 正 整数 ，ai1,a2,… ,am 是 集合 {1,2,… ,n} 中 互 不 相同 
的 元 素 ， 只 要 存在 i,j7 (1<i<j<m) 满足 ai 二 aj; <n, 则 存在 k(1<k<m) 
使 得 ui + oj = ax. 证 明 : 

TQ2 二 十 Gm 、 nN 二 1 


-一 














m 人 : 
解答 ”这 不 是 一 道 容 易 的 题目 ， 问 题 的 一 部 分 难点 是 搞 清 问题 的 叙述 ! 我 
们 称 具 有 题 中 所 描述 性 质 的 数列 为 “好 ”数列 ， 换 名 话说 ， 一 个 好 数列 是 这 样 
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的 a1,a2,:… ,am， 它 们 是 集合 {1,2,…… ,n} 中 互 不 相同 的 元 素 ， 只 要 存在 i,; 
(1<igjgm?) 满足 ai 十 a; < n， 则 存在 k (1< < m) 使 得 ui 十 oj = ak. 
我 们 从 为 m 和 n 赋 简 单 的 值 人 手 ， 比 如 令 m = 4, n = 100， 我 们 得 到 了 一 个 由 
1 到 100 ( 含 两 端 ) 的 不 相同 的 正 整 数组 成 的 数列 al, a2, a3,as， 一 个 可 能 的 数列 
是 5,93, 14,99， 这 是 个 好 数列 吗 ? 注意 到 al + aa = 98 < 100， 所 以 我 们 需要 一 个 
能 使 a = 98 的 上 ， 但 可 惜 这 样 的 & 是 不 存在 的 .我 们 尝试 改进 这 个 数列 ， 改 为 
5, 93, 98, 99. 现在 试 着 在 该 数列 中 找 两 个 和 不 超过 100 数 . 那么 能 找 出 的 两 个 数 只 
能 是 (5,93)， 可 以 确定 ,它们 的 和 就 是 这 个 数列 中 的 一 项 ， 所 以 这 个 数列 是 一 个 好 
数列 ， 下 面 计算 出 它 的 平均 数 ， 事 实 上 ， 我 们 得 到 
5+93+98+99 、100+1 
4 DT 
但 是 为 什么 这 个 不 等 式 能 够 成 立 呢 ? 我 们 来 试 着 构造 m = 6, n = 100 的 另 一 个 好 
数列 .假设 数列 的 前 两 项 是 11,78， 因 为 11 十 78 = 89 < 100， 那么 数列 中 一 定 
包含 89 这 一 项 ， 则 数列 的 前 三 项 为 11,78, 89.， 注意 到 89 十 11 = 100 < 100， 所 
以 100 一 定 也 在 数列 中 ， 那 么 这 个 数列 就 是 11, 78, 89, 100. 如 果 想 在 数列 中 添加 
另 一 个 更 小 的 数 时 就 需要 小 心 了 . 例如 ， 如 果 添 加 的 数 是 5， 这 就 需要 在 数列 中 添 
加 11+5=16,78+5=83, 89 十 5 二 94, 但 是 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 我 们 的 数列 
只 有 6 项 .从 另 一 方面 说 ， 添 加 两 个 大 一 点 的 数 不 存 在 困难 . 一 个 可 能 的 数列 是 
11, 78, 89, 100, 99, 90. 那么 又 得 到 : 
11+78+89+100+99+90 、101 
6 5 
我 们 仍 需 指 出 为 什么 存在 这 种 情况 .等 式 两 边 同 时 乘 以 6， 得 到 : 














101 
1 +78+89+100+99+90>6x =3x101, 


它 强 烈 瞳 示 我 们 尝试 将 数列 中 6 个 数 分 为 三 组 ， 并 将 每 组 的 两 个 数 相 加 得 到 三 个 
和 ， 它 们 都 比 101 大 .实际 上 这 是 很 容易 做 到 的 : 








11 +78+89+100+99+90= (11+4100) + (78+ 89) + (99 + 90). 


在 一 般 情况 下 也 能 这 样 做 吗 ? 我 们 希望 也 能 这 样 做 , 但 实际 上 需要 证 明 一 个 稍 强 的 
结论 。 毕 竞 , 数列 中 的 项 并 不 总 是 恰好 成 对 的 ， 正 如 上 述 情形 ,尽管 如 此 序列 中 所 
有 项 的 和 总 是 很 大 的 . 然而 , 尝试 证 明 一 个 更 强 的 命题 不 会 对 我 们 的 证 明 造 成 什么 
妨碍 .有 时 候 更 强 的 结论 证 明 起 来 反倒 更 容易 . 

Q@ 后 面 的 证 明 过 程 要 求 i 关 j， 当 m 是 偶数 时 这 是 可 行 的 .但 当 m 是 奇数 时 ， 这 就 行 不 通 了 .可 以 通过 重新 构 


造 示例 来 挽救 这 个 证 明 ， 见 第 325 页 的 附录 一 一 译 者 注 
@ 附录 中 的 证 明 过 程 从 这 之 后 接续 ， 一 一 译 者 注 
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我 们 试 着 提出 一 种 适用 于 m = 6, n = 100 情形 下 所 有 序列 的 论证 方法 . 首先 
是 单调 化 ! 这 能 起 到 简化 问题 的 重要 作用 . 不 失 一 般 性 , 假设 我 们 得 到 的 数列 是 好 
数列 ， 并 且 

al <Qa2 <Q3 < Q4 < Qs < Qe. 

由 于 好 数列 的 每 一 项 都 不 相同 , 所 以 上 式 是 严格 不 等 式 , 这 正 是 好 数列 的 特征 之 一 . 

我 们 想 知 道 是 否 能 将 这 些 项 配 成 对 ， 从 而 使 得 每 一 对 的 和 大 于 等 于 n 十 1. 让 
我 们 先 暂 停 并 思考 一 下 战略 .已 经 假设 这 个 数列 是 好 数列 ( 并 且 是 单调 的 )， 我 们 
希望 得 到 的 结论 是 三 个 不 等 式 . 要 想 直 接 证 明 三 个 不 同 的 不 等 式 是 困难 的 (如 果 n 
更 大 ， 那 么 证 明 就 会 更 难 ). 反 证 法 则 是 一 种 更 有 希望 的 方法 ， 因 为 只 需 假设 其 中 
一 个 不 等 式 不 成 立 ， 如 果 这 与 已 知 条 件 矛 盾 ， 那 么 我 们 就 证 明了 想 要 的 命题 . 不 仅 
仅 是 这 样 ， 如 果 假 设 两 数 相 加 的 结果 小 于 n 十 1， 也 就 是 说 两 数 之 和 < n， 这 恰好 
符合 定义 中 的 好 数列 的 要 求 ， 因 此 这 样 的 方法 看 起 来 确实 很 有 和 希望 成 功 ! 所 以 , 利 
用 单调 数列 的 对 称 性 ， 假 设 下 列 和 式 


Ql 二 Qe， Qa2 十 05， Q3 十 Q4 


中 至 少 有 一 个 小 于 等 于 mn。 选 出 ai + a6 这 一 项 ， 如 果 这 个 和 小 于 等 于 n， 好 数列 
的 性 质 意味 着 存在 某 一 项 wk 等 于 al + a6， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 a; 是 正 数 并 且 
数列 是 单调 的 ， 这 样 就 出 现 矛 盾 了 ! 

现在 试 着 假设 aa + as < n， 它 们 的 和 是 ax， 其 中 是 某 个 1 到 6 之 间 的 整 
数 . 上 述 和 是 严格 大 于 us 的 ， 所 以 一 定 有 az 十 as = a6. 到 目前 为 止 还 没有 出 现 
和 矛盾， 但 我 们 尚未 充分 利用 数列 是 “好 的 ”这 一 假设 条 件 . 由 单调 性 可 知 ai 十 as 
严格 小 于 aa + as， 因 此 ai 十 as = oj， 其 中 7 是 某 个 1 到 6 之 间 的 整数 ， 但 是 
oj > as， 这 导致 oj = a6. 但 是 这 是 不 可 能 的 ,因为 al + as 严格 小 于 az 十 as = a6， 
而 所 有 的 项 都 是 不 同 的 ， 再 次 出 现 矛 盾 . 

同样 地 ， 如 果 假 设 as + aa < n， 好 数列 的 性 质 意 味 着 us + aa 等 于 as 或 a6. 
但 是 ai +a 和 az aa 也 < mn, 并且 都 比 a4 大 且 互 不 相同 .这 就 出 现 了 了 矛盾， 即 
我 们 有 三 个 不 同 的 和 (as + aa;az 二 as, Qi 十 a4 ), 却 只 有 两 个 可 能 的 值 (as 和 a6 ) . 

最 终 , 我 们 可 以 构造 一 个 一 般 性 的 论证 . 在 你 看 这 个 论证 之 前 , 先 试 着 自己 写 
出 来 ， 以 下 论述 中 假设 m 是 偶数 . 当 m 是 奇数 时 ， 只 需 对 已 有 论证 稍 作 修改 . 

已 知 数列 al a2,… ,am 是 好 数列 ， 并 不 失 一 般 性 地 假设 











Q1 <a < < am. 


我 们 将 要 通过 证 明 “ai + am az + am ,Qamy2 十 Qam/2+1 中 每 一 组 数 都 大 于 等 于 
nn 十 1” 这 个 更 强 的 结论 ， 来 证 明 al + az 十 … 十 Qam 之 m(n 十 1)/2. 假设 这 个 更 强 
的 结论 不 成 立 ， 对 某 个 j < m/2， 一 定 有 aj + am41_ ; < n。， 好 数列 的 性 质 意 味 着 
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存在 由 1 冬天 入 如， 使 得 oj 二 am = ok， 而 实际 上 有 > 到 十 1 一 7， 因 为 每 一 
项 都 是 正 数 且 数列 是 单调 递增 的 .同样 地 ， 下 列 ;7 个 和 式 


Q1 十 Qm+1- 访 02 二 TQmiti-j; 


) OQ7 年 Qm 十 1 一 了 


中 的 每 一 个 都 小 于 等 于 n， 且 互 不 相同 ， 并 且 每 一 个 和 都 大 于 am+i 六 好 数列 的 
性 质 意 味 着 上 述 每 一 个 和 都 等 于 某 个 w， 其 中 1 是 满足 1 > m 十 1 一 ;7 的 正 整数 . 
对 正 整 数 ! 而 言 ， 只 有 j 一 1 种 不 同 的 选择 , 但 是 共有 7 个 不 同 的 和 , 这 样 便 找到 


了 我 们 想 要 的 矛盾 . 


问题 与 练习 


题 3.2.7 想象 一 下 ， 在 一 个 无 限 大 的 国际 象 
棋 棋 盘 上 的 每 个 格子 内 都 有 一 个 正 整数 ， 假 定 
每 个 格子 内 的 值 等 于 与 它 相 邻 的 东 、 南 、 西 、 北 
方向 四 个 格子 中 的 数 的 平均 值 ， 证 明 : 所 有 格 
子 内 的 值 都 是 相等 的 . 

题 3.2.8 已 知 圆周 上 有 2000 个 点 , 且 每 个 点 
上 都 有 一 个 数 ， 每 个 数 都 等 于 与 这 个 数 相 邻 的 
两 个 数 的 平均 值 . 证 明 : 所 有 的 数 都 是 相等 的 . 
题 3.2.9 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2004) 平面 
的 平 铺 是 将 多 边 形 放置 在 平面 内 并 使 得 多 边 
形 内 部 互 不 重 三 ,而 多 边 形 的 每 个 顶点 都 与 另 
一 个 多 边 形 的 顶点 重合 ， 并且 平面 上 没有 未 被 
覆盖 的 点 . 单位 多 边 形 是 指 所 有 边 长 都 是 1 的 
多 边 形 . 

用 无 穷 多 个 单位 正方 形 铺 满 平面 是 很 容 
易 做 到 的 . 同样 地 ， 用 无 穷 多 个 单位 等 边 三 角 
形 铺 满 平面 也 是 很 容易 做 到 的 . 

(a) 证 明 用 无 穷 多 个 单位 正方 形 和 无 穷 多 
个 单位 等 边 三 角形 也 能 铺 满 平面 . 

(b) 证 明 用 无 穷 多 个 单位 正方 形 和 有 限 个 
(至少 一 个 ) 单位 等 边 三 角形 不 能 铺 满 平面 . 
题 3.2.10 假设 你 有 有 限 枚 硬币 且 位 于 同一 
个 平面 ， 但 这 些 硬 币 的 直径 各 不 相同 . 证 明 一 
枚 硬币 最 多 只 能 与 其 他 五 枚 硬币 相 切 
题 3.2.11 (加 拿 大 1987) 设 风 >1， 有 了 个 
人 站 在 宽广 平坦 的 运动 场 上 ， 每 个 人 到 其 他 人 
的 距离 各 不 相同 .每 个 人 都 拿 着 水 枪 射击 离 他 














最 近 的 人 ， 当 n 是 奇数 时 , 证 明 至 少 有 一 个 人 
没 被 水 射 到 ， 当 n 为 偶数 时 此 结论 仍 成 立 吗 ? 
题 3.2.12 正方 形 的 每 个 顶点 上 各 有 一 只 青 
蛙 . 每 分 钟 , 一 只 青蛙 跳 过 另 一 只 青蛙 ,“ 被 跳 
过 ”的 青蛙 位 于 线段 的 中 点 ,“ 跳 跃 者 ”位 于 线 
段 的 起 点 和 终点 .青蛙 是 否 可 能 占据 更 大 的 正 
方形 的 顶点 ? 
题 3.2.13 用 折纸 证 明 V2 是 无 理 数 . (感谢 
约翰 康 威 . ) 如 果 V2 是 有 理 数 ， 那么 就 存 
在 一 个 纸 做 的 等 腰 直 角 三 角形 ,三 条 边 都 是 整 
数 . 将 纸 三 角形 折 炙 起 来 ， 使 得 直角 和 一 条 腰 
与 斜 边 齐 平 ， 完 成 接 下 来 的 证 明 ! 
题 3.2.14 把 整数 1,2,3,…,n? 按 任意 顺序 
(不 重复 地 ) 填 在 mn x n 国际 象棋 棋盘 里 ， 每 
个 方 格 只 能 填 一 个 整数 . 证 明 存在 两 个 相 邻 的 
方 格 , 它们 中 填 入 的 数 相 差 至 少 为 n 十 1.( 相 
邻 指 水 平 的 、 垂 直 的 或 是 对 角 的 相 邻 . ) 
题 3.2.15 数论 中 的 极端 原理 .在 第 72 页 
例 3.2.4 中 ， 我 们 知道 了 最 大 公 因 数 和 最 小 公 
倍数 的 概念 . 现在 我 们 要 介绍 另 一 个 简单 的 数 
论 思 想 一 一 带 余 除法 法 则 . 
设 a 和 上 0b 是 正 整 数 , b > a， 
那么 存在 整数 g,7 满足 q 之 1 且 
0 入 rr <aw， 使 得 
口 一 ga 十 了 . 


换 句 话说 , 5 除 以 a, 所 得 的 商 是 正 整数 g, 余 
数 是 r+,r 至 少 是 0 ( 当 alb 时 , + ==0), 但 








小 于 a. 带 余 除 法 法 则 是 “显而易见 ”的 概念 ， 
你 在 小 学 时 就 已 经 看 到 过 这 个 法 则 了 ， 它 实际 
上 是 良 序 原 理 的 一 个 推论 . 

(a) 作为 准备 工作 ， 通 过 考虑 当 t 取 所 有 
可 能 的 正 整 数 时 , 使 5 一 at 为 最 小 非 负 值 ， 从 
而 严格 证 明 带 余 除法 法 则 . 

(b) 另 一 准备 工作 : 证 明 (只 需 两 秒 ! ) 若 
alb 且 alc, 则 对 于 任意 整数 z,y ( 正 或 负 或 零 ) 
al(bz 十 cy) 都 成 立 . 

(c) 证 明知 ulm 且 gm ， 则 lem(a, Db)|m. 

(d) 最 后 证 明 : 对 任意 整数 a,5b, a 和 5， 的 





3.3 铭 笼 原理 
初级 鸽 短 原理 


钥 筹 原理 "可 以 最 简单 地 陈述 为 : 


如 果 你 拥有 的 铝 子 比 馈 笼 要 多 ， 
里 时 ， 至 少 有 一 个 鲍 笼 要 装 最 少 两 只 
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最 大 公 因 数 等 于 az + by 的 最 小 正 值 ， 此 处 x 
和 vy 可 以 是 所 有 整数 ( 正 或 负 或 零 ) 例如 : 
若 a 二 7,b 二 11， 可 得 gcd(7,11) = 工 (因为 
7 和 11 都 是 素数 ， 除 了 1 之 外 没有 其 他 公 因 
数 )， 同 时 我 们 有 1 = (-3) x 7 十 2 x 11. 


题 3.2.16 设 P(z) = anz” 十 an_1zn"- 1 十 
… :十 ao 是 整 系数 多 项 式 , 9 是 素数 . 如 果 4 是 
an-1; Qn-2，,… al, ao 的 因数 , 但 g 不 是 an 
的 因数 ，9%2 不 是 ao 的 因数 ， 那 么 P(z) 在 有 
理 数 范 围 内 是 不 可 约 的 . 也 就 是 说 , P(z) 不 能 
被 分 解 成 两 个 系数 是 有 理 数 的 非常 数 多 项 式 . 


当 你 打算 把 这 些 铝 子 放 进 这 些 铝 笼 
包子 . 


令 人 惊讶 的 是 , 这 个 看 上 去 并 不 重要 的 观点 被 很 多 数学 家 所 重视 , 它 被 认为 与 
高 斯 对 偶 定 理 一 样 重要 .例如 ， 铅 党 原理 在 处 理 1994 年 普 特 南 数学 竞赛 的 至 少 三 
分 之 一 的 问题 时 都 起 到 了 至 关 重 要 的 作用 下面 的 几 个 例子 将 会 使 你 相信 其 不 同 


几 响 的 作用 . 


例 3.3.1 已 知 平面 内 的 所 有 点 分 别 被 涂 成 了 红色 或 蓝 色 . 证 明 无 论 怎样 去 涂 
色 ， 一 定 存在 两 个 相距 1 公里 的 点 ， 其 所 涂 的 颜色 相同 . 
解答 随便 想 想 ， 很 快 就 能 找到 解决 方案 ， 任 选 一 个 点 ， 不 失 一 般 性 地 ， 我 们 


画 出 以 这 个 点 为 圆心 ， 半 径 是 1 公里 的 一 个 圆 ， 如 果 这 个 圆 


的 圆周 上 的 某 一 个 点 是 红色 的 , 那么 我 们 就 完成 了 证 明 . 如 果 这 个 圆 的 圆周 上 的 所 
有 的 点 都 是 蓝 色 的 , 那么 我 们 也 已 证 明了 结论 ,因为 我 们 可 以 在 圆周 上 找到 两 个 相 


距 1 公里 的 蓝 色 点 .〈 为什么? ) 





这 很 容易 ， 但 并 未 用 上 铝 笼 原理 .请 思考 : 想象 边 长 是 1 公里 的 等 边 三 角形 


所 涂 的 颜色 一 定 相同 ! 
下 面 是 男 一 个 简单 的 例子 . 





@ 为 纪念 19 世纪 著名 数学 家 彼得 狄 利克 雷 ， 


告诉 我 们 其 中 两 个 顶点 上 
国 





铝 笼 原理 有 时 也 称 为 狄 利克 雷 原 理 ， 又 称 “ 抽 履 原理 ”. 
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例 3.3.2 给 定 一 个 单位 正方 形 ， 如 果 有 五 个 点 在 这 个 正方 形 的 内 部 或 是 边 
上 ， 那 么 这 五 个 点 中 有 两 个 点 的 距离 最 多 是 交 个 单位 长 度 . 

解答 将 单位 正方 形 分 割 为 四 个 3 x 的 小 正方 形 ， 运用 镶 笼 原理 ， 某 个 小 的 
正方 形 一 定 包含 至 少 两 个 点 ， 因 为 每 个 小 正方 形 的 对 角 线 长 度 是 准 ， 那 么 这 个 距 
离 就 是 两 点 间 的 最 大 距离 . 图 

能 够 快速 得 到 完美 的 解决 方案 是 铝 笼 原理 典型 的 特点 .以 上 的 例子 非常 简单 . 
大 多 数 这 种 类 型 的 问题 的 解决 过 程 常常 需要 以 下 三 个 步骤. 

1. 先 确 定 这 个 问题 可 能 需要 运用 铝 笼 原理 来 解决 . 

2. 确定 什么 代表 鸽子 ， 什 么 代表 鸽 笼 . 这 常常 是 解决 问题 的 突破 口 . 

3. 在 应 用 了 铝 笼 原理 以 后 ， 常 常 还 有 更 多 的 工作 要 去 做 .有 时 候 铝 笼 原 理 可 
以 得 到 “倒数 第 二 步 *， 有 时 候 得 到 的 仅仅 是 个 中 间 结 果 .， 熟 练 运用 技巧 的 解 题 者 
会 想 出 一 个 战略 方法 来 处 理 这 个 问题 . 

这 里 我 们 举 个 简单 的 例子 来 说 明 运用 铝 笼 原理 可 以 得 到 倒数 第 二 步 . 在 以 后 
的 解 题 过 程 中 遇 到 很 多 其 他 问题 时 ， 你 可 以 把 这 个 问题 作为 一 种 解 题 基础 . 

例 3.3.3 在 任意 n+1 个 正 整 数 中 ,一 定 存在 两 个 数 , 它 们 的 差 是 mn 的 整数 倍 . 

解答 ”很 显然 ,倒数 第 二 步 便 是 要 意识 到 两 个 想 要 的 数 除 以 n 后 必须 有 相同 
的 余数 .因为 这 nn 十 1 个 数 仅 仅 可 能 有 个 余数 .这 就 证 明 完了 . 国 

下 一 个 例子 会 有 一 点 复杂 ， 我 们 同样 要 注意 在 解答 问题 时 自信 是 一 个 非常 重 
要 的 战略 。 对 勇敢 和 有 项 强 斗志 的 人 来 说 ， 这 并 不 是 一 个 非常 困难 的 题目 . 

例 3.3.4 (IMO 1972) 证 明 : 在 10 个 互 不 相同 的 两 位 数 ( 十进制 ) 组 成 的 集 
合 中 ， 存 在 两 个 不 相交 的 子 集 ， 这 两 个 子 集 中 元 素 的 和 是 相等 的 . 

解答 我 们 想 要 得 到 的 是 元 素 和 相同 的 两 个 子 集 ， 所 以 将 子 集 作为 鸽子 来 看 是 
很 合理 的 ,所 得 的 和 就 视 为 笼子 了 . 该 如 何 正确 地 将 鸽子 放置 在 笼子 里 呢 ? 首先 我 
们 先 看 看 那些 和 . 可 能 的 最 小 的 和 是 10, 可 能 的 最 大 的 和 是 99 十 98 十 97 十 … :十 90. 
运用 高 斯 对 偶 定 理 ， 就 有 189 x 5 = 945. 最 终 有 945 - 10 + 1 = 936 种 不 同 的 和 . 

我 们 来 数 数 鸽子 的 个 数 ， 非 空子 集 的 个 数 ( 见 6.1 节 ) 是 200 - 工 = 1023. 由 
于 1023 > 936， 即 鸽子 数 要 比 笼子 数 多 , 所 以 我 们 就 证 明 出 来 : 在 所 有 子 集中 ,一 
定 存在 两 个 子 集 的 元 素 和 是 相同 的 . 

我 们 真 的 已 经 证 明 完 了 吗 ? 还 没有 .问题 中 明确 要 求 的 是 两 个 不 相交 的 子 集 ! 
不 要 紧张 当然, 放弃 现在 已 经 证 明 出 的 部 分 是 个 很 糟糕 的 解 题 方 法 ， 因 为 我 们 至 
少 已 经 证 明了 一 部 分 , 即 存在 两 个 不 同 的 ( 可 能 是 有 交集 的 ) 子 集 ， 其 元 素 和 是 相 
等 的 .那么 我 们 是 否 能 够 用 这 个 条 件 去 找 具 有 相同 的 元 素 和 的 两 个 不 相交 的 子 集 
呢 ? 这 是 可 以 做 到 的 ， 设 A, B 是 元 素 和 相等 的 两 个 集合 ， 则 会 出 现 两 种 情况 : 

。 4 和 B 没有 交集 . 符合 题 意 ! 
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。 4 和 BB 有 交集 . 将 两 个 集合 中 相同 的 元 素 去 掉 后 就 得 到 两 个 不 相交 的 集 
合 了 ， 那 么 此 时 的 元 素 和 仍然 是 相等 的 ，( 为 什么 ? ) 这 就 完成 了 证 明 .， 国 
你 可 能 会 产生 疑问 : 如 果 去 掉 相同 的 元 素 后 , 其 中 一 个 集合 会 不 会 没有 任何 元 

素 了 呢 ? 这 是 绝对 不 可 能 的 .为 什么 呢 ? 


中 级 铝 笼 原理 


下 面 是 馈 笼 原理 更 详细 的 描述 ， 它 在 实际 使 用 中 比 上 述 基 本 馈 笼 原理 的 出 现 
频率 要 高 得 多 . [符号 [z| (zx 的 上 取 整 ) 的 含义 是 指 大 于 等 于 z 的 最 小 整数 ， 例 
如 ，[z| = 4， 更 多 的 信息 见 第 139 页 . ] 


如 果 有 只 铝 子 和 尹 个 鲍 笼 ， 那 么 至 少 有 一 个 鲍 笼 装 有 至 少 [p/h| 只 例子 . 


注意 ， 基 本 铅 笼 原理 是 如 下 情况 的 推论 : 已 知 p > h， 那 么 [p/h| 的 结果 至 少 为 2. 

你 可 以 通过 下 面 几 个 例子 来 验证 自己 是 否 真 的 理解 了 “中 级 合 笼 原理 ”中 的 这 
句 话 .确保 让 自己 真正 理解 为 什么 上 述 陈述 是 正确 的 . 

如 果 幸 运 的 话 ， 只 需 将 这 一 战术 简单 漂亮 地 应 用 一 次 就 能 解决 问题 . 但 通常 情 
况 下 , 我们 并 不 总 是 那么 幸运 ,一 些 问 题 的 求解 需要 多 次 运用 铝 笼 原理 ， 这 并 不 奇 
怪 . 每 次 使 用 鸽 笼 原理 时 , 都 能 得 到 一 些 信息 . 下 面 的 例子 多 次 运用 中 级 鸽 笼 原理 . 

例 3.3.5 (亚历山大 : 索 伊 费 尔 和 赛 芮 斯 洛 博 德 尼克 ) 10 x 10 的 国际 象棋 
棋盘 上 放置 着 41 个 车 , 证 明 一 定 存 在 5 个 互 不 攻击 的 车 (两 个 在 同一 行 或 同一 列 
上 的 车 将 会 互相 攻击 ). 

解答 当 你 看 到 41 与 10 同时 出 现时 ， 就 会 想到 鲍 笼 原理 可 能 会 被 用 上 ，， 
为 41 仅 比 4x 10 大 1. 一 旦 想到 铝 笼 原理 ， 就 不 禁 会 注意 到 [41/10| = 5， 这 时 
候 会 很 受 鼓舞 ， 因 为 这 就 是 我 们 要 找 的 棋子 数 . 当然 至 此 问题 还 没有 解 完 , 但 这 确 
实 提醒 我 们 要 使 用 铝 笼 原理 来 解 题 . 

让 我 们 来 这 样 做 吧 . 我 们 需要 找到 5 个 互 不 攻击 的 车 . 两 个 不 同行 且 不 同 列 的 
车 是 不 会 互相 攻击 的 , 所 以 需要 找到 5 个 车 , 它们 分 布 在 不 同 的 行 , 也 分 布 在 不 同 
的 列 . 初步 的 设想 是 : 找到 5 个 不 同 的 行 , 每 一 行 上 都 有 “很 多 ”和 车, 然后 可 以 从 其 
中 的 一 行 中 任 选 一 个 车 ， 找 到 位 于 其 他 行 但 不 同 列 的 另 一 个 车 ， 等 等 .已 知 41 个 
车 分 布 在 10 行 中 , 馈 笼 原理 告诉 我 们 ，, 某 一 行 上 一 定 包含 至 少 [41/10] = 5 个 车 . 
这 只 是 开始 . 可 以 再 次 运用 铝 笼 原理 以 得 到 更 多 的 信息 吗 ? 当然 可 以 了 ! 其 他 行将 
是 什么 样 的 情形 呢 ? 我 们 想 找 到 有 很 多 车 的 其 他 行 . 已 经 找到 了 至 少 有 5 个 车 的 
行 ， 后 面 就 不 再 考虑 这 一 行 了 ! 我 们 最 多 会 去 掉 10 个 车 ， 剩 下 的 9 行 中 至 少 包 含 
31 个 车 . 馈 笼 原理 告诉 我 们 ， 这 9 行 中 的 某 一 行 一 定 包 含 至 少 [31/9| = 4 个 车 . 

现在 存在 一 种 递 推 关 系 . 不 考虑 这 一 行 ， 再 次 运用 “ 蚀 笼 原理 ”， 我 们 知道 一 
定 有 某 一 行 上 至 少 包含 [21/8] = 3 个 车 . 继续 做 下 去 ,( 检验 一 下 ! ) 可 以 发 现 另 
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一 行 上 至 少 包含 了 两 个 车 ， 还 有 最 后 一 行 一 定 至 少 包含 一 个 车 . 

所 以 我 们 得 到 棋盘 上 5 个 特定 的 行 ， 每 一 行 分 别 至 少 包含 5, 4, 3, 2, 1 个 车 . 
现在 可 以 构建 “和 平 共处 五 胞 胎 ”: 首先 选 出 至 少 包含 一 个 车 的 一 行 ; 其 次 找 出 至 
少 含有 两 个 车 的 一 行 ， 这 一 行 上 至 少 有 一 个 车 不 会 与 第 一 行 已 选 的 那个 车 在 同一 
列 ， 此 时 就 把 该 行 这 个 不 同 列 的 车 作为 第 二 个 车 ; 再 次 找到 至 少 包含 三 个 车 的 第 
三 行 ， 即 这 三 个 车 中 的 某 一 个 既 不 与 第 一 个 车 在 同一 列 也 不 与 第 二 个 车 在 同一 列 ， 
则 选择 这 个 车 作为 第 三 个 车 ， 这 样 继续 下 去 ， 我 们 就 完成 证 明了 ! 国 

这 个 经 过 详细 阐述 的 问题 完美 地 展示 了 鲍 笼 原理 和 异想天开 战略 ， 那 就 是 不 
要 放弃 . 当 你 认为 某 个 问题 也 许 用 铝 先 原理 可 以 解答 时 ， 那 就 尝试 着 认真 地 去 做 
吧 . 如 果 能 找到 题 中 的 鸽子 和 鲍 笼 的 话 ， 就 能 很 快 地 解决 问题 了 .如果 用 铝 乱 原理 
解决 不 了 问题 , 请 不 要 放弃 ! 如 果 使 用 鸽 笼 原理 后 得 到 的 是 一 个 能 为 下 一 步 提供 信 
息 的 结论 的 话 ， 那 么 就 再 用 一 次 名 和 宠 原 理 吧 ， 记 住 一 定 要 保留 已 经 得 到 的 信息 ! 


高 级 饮 笼 原理 


下 面 的 问题 都 是 有 一 定 难度 的 . 有 些 问题 很 难 , 是 因为 解 题 时 需要 将 饮 笼 原理 
与 其 他 某 些 数学 思想 相 结 合 . 有 的 问题 仅仅 需要 运用 初级 铝 笼 原理 , 但 是 题 中 的 名 
子 和 (或 ) 铝 宠 并 不 明显 . 

下 面 要 做 的 数论 问题 用 到 的 仅仅 是 初级 馈 答 原理， 但 是 对 馈 子 的 选择 上 却 是 
很 巧妙 的 . 

例 3.3.6 (科罗拉多 州 春季 数学 奥林匹克 竞赛 1986) 设 n 是 正 整 数 . 证 明 : 
如 果 有 7 个 整数 ， 那 么 这 些 整数 中 或 者 存在 某 一 个 整数 是 n 的 倍数 ， 或 者 存在 某 
几 个 整数 之 和 是 n 的 倍数 . 

解答 我 们 需要 找到 某 些 数 是 ”的 倍数 . 那么 如 何 应 用 铝 笼 原理 来 解 题 呢 ? 参 
见 例 3.3.3， 就 可 以 知道 答案 : 设 铝 笼 是 除 以 n 后 的 n 种 不 同 的 余数 ， 如 果 有 两 个 
数 在 同一 个 铝 笼 里 ， 那 么 它们 的 差 将 会 是 n 的 倍数 . 〈 为 什么 ? ) 

但 在 例 3.3.3 中 ,我 们 是 将 n 十 1 只 鸽子 放 在 n 个 笼子 里 .而 在 本 题 中 ， 只 给 
了 nn 个 数 . 那么 如 何 去 创 造 n 十 1 只 或 是 更 多 的 铝 子 呢 ? 同样 地 ， 该 如 何 选择 馈 
子 以 便 我 们 能 够 得 到 ” 的 倍数 是 原来 n 个 数 中 的 某 一 个 或 是 若干 个 数 之 和 呢 ? 

如 果 能 够 回答 上 述 两 个 问题 ， 我 们 就 完成 了 证 明 . 第 一 个 问题 是 非常 神秘 的 ， 
因为 题 中 所 给 的 信息 实在 太 少 了 . 但 第 二 个 问题 有 一 个 直观 的 可 能 的 答案 , 即 设 鳃 
子 是 这 些 整 数 的 和 , 如 果 选 择 了 恰当 的 鸽子 , 那么 鸽子 之 间 的 差 将 仍然 是 原来 的 整 
数 的 和 我 们 该 怎么 做 呢 ? 将 这 些 整数 视 为 数列 ui az，…,an。 考虑 以 下 数列 : 

pi 二 01， 
D2 = Q1 TQ2, 














pn = Q1 Q2 十 … 十 an: 
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我 们 用 字母 p 表示 鸽子 ， 也 就 是 说 ，px 表示 的 是 第 只 久子 .注意 到 对 任何 两 个 
不 同 的 下 标 7] 若 < 了， 那么 p;— Pi 就 等 于 Qi+1l 十 Qi+2 十 … 十 QJ. 所 以 说 这 
样 定 义 饮 子 是 恰当 的 ,但 是 不 幸 的 是 ， 这 样 的 包子 只 有 n 只 .不 过 这 并 不 像 我 们 
所 见 的 那样 糟糕 .有 了 时候 ( 如 例 3.3.4 ) 可 以 通过 分 割 问题 来 减少 铝 笼 的 个 数 . 

我 们 现在 有 nn 只 鸽子 p1,po,… ,pn， 那 么 有 下 面 两 种 情况 : 

。 某 一 只 鸽子 除 以 n 后 的 余数 是 0， 证 明 完 成 ! (为 什么 ? ) 

。 没有 任何 一 只 铝 子 除 以 n 后 的 余数 是 0， 那 么 现在 只 须 考虑 n 一 1 个 铝 笼 

了 . 对 于 nn 只 鸽子 而 言 ， 它 们 中 的 两 只 一 定 有 相同 的 余数 ， 所 以 它们 的 差 
(是 某 几 个 原来 的 整数 的 和 ) 是 n 的 倍数 ， 证 明 完 成 . 国 

下 一 个 例子 是 非常 著名 的 问题 ， 由 著名 数学 家 保罗 爱 尔 特 希 "提出 ， 这 个 问 
题 之 所 以 显得 不 平常 ， 是 因为 解 题 的 难点 在 于 鲍 笼 的 选择 而 不 是 鸽子 的 选择 . 

例 3.3.7 设 n 是 正 整 数 , 从 集合 {1,2,…,2n} 中 选择 任意 nn 十 1 个 元 素 组 成 
子 集 . 请 证 明 该 子 集中 一 定 含有 两 个 整数 ， 这 两 个 整数 中 的 一 个 可 以 整除 男 一 个 . 

分 析 这 个 问题 中 的 语言 让 我 们 想到 尝试 去 使 用 铝 笼 原理 ， 把 选 定 的 子 集中 的 
n 十 1 个 数 设 为 镶 子 .我 们 需要 创造 至 多 n 个 鸽 笼 ， 因 为 有 郊 十 1 只 鸽子 . 我们 想 
让 选择 出 来 的 铝 笼 使 得 若 有 两 个 数 放 在 同一 个 铝 笼 里 时 ， 这 两 个 数 能 满足 一 个 数 
能 被 另 一 个 数 整 除 的 关系 . 那么 每 一 个 鸽 笼 则 是 具有 下 列 特征 的 整数 集合 : 如 果 a 
和 是 这 个 集合 中 的 两 个 元 素 ， 那 么 a 是 的 整数 们 或 者 5 是 a 的 整数 倍 

我 们 试 着 构建 这 样 的 集合 ， 如 果 该 集合 中 含有 7， 那么 所 有 其 他 数 或 是 7 的 因 
数 或 是 7 的 倍数 . 设 该 集合 中 的 另 一 个 数 是 21, 那么 现在 其 他 数 或 是 21 的 倍数 或 
是 7 的 因数 ,等 等 . 所 以 , 如 果 7 是 这 个 集合 中 最 小 的 数 ， 那么 该 集合 中 的 元 素 一 
定 是 以 下 列 形式 出 现 的 一 列 数 : 7,7a, 7ab, 7abc, 7abcd,……: ， 这 里 的 a,b,c,d,.… 都 
是 正 整数 . 

下 一 步 的 任务 就 是 要 将 集合 {1,2,… ,2n} 分 割 为 最 多 n 个 具有 上 述 特征 的 不 
相交 的 子 集 ， 这 并 不 是 件 容易 的 事 ， 这 时 最 好 就 是 给 ” 赋 上 一 些 较 小 的 值 做 下 试 
验 . 例如 , 设 ”= 5. 试 着 将 集合 {1,2, 3, 4,5,6,7, 8,9,10} 分 割 为 5 个 具有 上 述 特 
征 的 不 相交 的 子 集 ， 每 个 集合 中 都 有 最 小 的 元 素 ， 我 们 需要 选 出 5 个 这 样 的 “种 
子 ”. 在 寻求 一 般 性 方法 (适用 于 任意 n 的 方法 ) 的 过 程 中 ,唯一 “自然 ”的 5 个 
种 子 的 选择 是 1, 3, 5,7,9. (2,4,6, 8,10 这 列 数 中 不 包含 1， 而 1 必然 是 某 一 个 集 
合 的 最 小 元 素 ， 所 以 这 组 数列 不 是 我 们 要 找 的 种 子 的 “自然 的 ”候选 者 . ) 

注意 到 每 个 种 子 都 是 奇数 ， 为 了 得 到 剩 下 的 数 ， 我 们 将 每 个 种 子 乘 以 2. 但 是 
这 并 不 是 很 有 效果 ， 因 为 这 并 不 能 得 到 所 有 的 数 . 但 如 果 就 这 样 一 直 做 乘法 ,我 们 
便 得 到 了 分 割 














{1, 2, 4, 8}; {3, 6}; {5, 10}; {7}; {9}. 


@ 爱 尔 特 希 ， 逝 世 于 1996 年 ， 享 年 83 岁 ， 是 现代 最 多 产 的 数学 家 ， 一 生 共 写作 或 参与 写作 了 1000 多 篇 论文 . 
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上 述 仙 笼 选取 得 非常 巧妙 ， 如 果 从 行 ,2,…,10} 中 任 选 6 个 数 ， 那 么 必 有 两 个 数 
属于 上 述 分 割 后 的 5 个 集合 中 的 某 一 个 ， 由 于 某 些 集合 (在 本 例 中 只 有 2 个 ) 只 
含有 一 个 元 素 , 所 以 这 两 个 数 不 可 能 属于 那些 只 有 一 个 元 素 的 集合 中 , 因此 这 两 个 
数 一 定 属于 集合 {1, 2, 4, 8}, {3,6}, {5, 10} 中 的 某 一 个 .我 们 完成 了 证 明 ， 因 为 这 
两 个 数 中 的 其 中 一 个 必定 是 另 一 个 的 倍数 . 

一 般 情 形 下 的 解答 可 由 此 简单 推出 . 

正式 解答 ”集合 {1,2……,2n} 中 的 每 一 个 元 素 都 能 够 写成 唯一 的 2"qg 的 形 
式 ， 其 中 gq 是 奇数 ，r 是 非 负 整数 .每 一 个 不 同 的 奇数 g 定义 了 一 个 铝 宠 ， 即 集 
合 {1,2,…,2n} 中 具有 2"qg (7 为 非 负 整数 ) 的 形式 的 所 有 整数 组 成 的 子 集 ( 例 
如 ， 如 果 n= 100,， 当 4 = 11 时 ,该 铝 笼 定义 为 集合 {11, 22, 44, 88, 176} )， 因 为 
从 1 到 2n 恰好 有 个 奇数 ， 就 可 以 定义 n 个 互 不 相交 的 子 集 (这 些 集合 一 定 得 
不 相交 ,否则 他 们 就 不 是 “ 馈 答 ”了 ). 我们 已 经 完成 了 证 明 ， 因 为 根据 铝 笼 原理 ， 
任意 nn 十 1 个 数 中 必 有 2 个 同时 属于 这 n 个 铝 笼 中 的 某 一 个 ， 因 此 这 两 个 数 中 必 
有 一 个 是 另 一 个 的 整数 倍 . 国 

接 下 来 的 问题 是 1994 年 的 普 特 南 数学 竞赛 试题 ， 其 中 涉及 一 些 线性 代数 的 知 
识 ， 这 使 得 问题 本 身 就 很 困难 ， 但 最 有 趣 的 部 分 是 两 个 关键 步 又 : 定义 一 个 函数 ， 
对 多 项 式 的 根 使 用 馈 答 原理 .这 两 种 战术 都 有 着 很 广泛 的 应 用 . 

例 3.3.8 设 A 和 B 是 整数 元 素 的 2x2 和 矩阵 A, A ++B,A+2B,A+3B, 
4+4 都 是 可 道 矩 阵 ,， 且 它们 的 逆 矩 阵 中 的 每 个 元 素 也 都 是 整数 . 证 明 : A 二 5B 
是 可 逆 和 矩阵 ， 且 它 的 逆 和 矩阵 中 的 每 个 元 素 也 都 是 整数 . 

解答 ”如果 瑟 是 整数 元 素 的 可 逆 和 矩阵 ， 且 它 的 道 矩阵 的 每 个 元 素 也 都 是 避 
数 ， 那么 det 和 = 士 1. 这 是 因为 det 和 和 det( 和 -1) 都 是 整数 ， 且 det(X-D) = 
1/ det 筷 ， 反之， 如 果 一 个 整数 元 素 的 矩阵 的 行列 式 等 于 士 1， 那 么 这 个 矩阵 的 逆 
和 矩阵 中 的 每 个 元 素 也 都 是 整数 .( 为 什么 ? ) 

现在 定义 函数 f(t) := det(4+tB), 因为 A 和 B 都 是 整数 元 素 的 2x2 矩阵， 
则 f(t) 是 关于 + 的 整 系数 二 次 多 项 式 ( 请 检验 !). 因为 A, A+B, A+2B, A+3B,， 
4+4 刀 3 都 是 可 逆 矩 阵 ， 且 它们 的 道 和 矩阵 的 元 素 也 都 是 整数 ， 我 们 知道 下 列 五 个 数 


f(0), f(1), f(2), f(3), f(4) 


仅仅 取 值 为 1 或 -1. 运用 铝 笼 原理 ， 可 得 其 中 至 少 有 3 个 数 有 相同 的 值 . 不 失 一 
般 性 ， 我 们 假设 该 值 为 1， 当 t 取 3 个 不 同 的 值 时 二 次 多 项 式 f(t) 的 值 都 等 于 1， 
这 意味 着 f(t) 一 定 是 常数 多 项 式 , 即 f(t) = 1. 因此 det(A+5B) = f(5)=1, 所 
以 4+5 是 可 道 矩 阵 且 逆 和 矩阵 中 的 每 个 元 素 都 是 整数 . 国 

上 面 的 例子 从 数学 角度 来 说 是 非常 复杂 的 ， 这 并 不 仅仅 是 因为 含有 线性 代数 
的 缘故 .在 这 一 题 我 们 使 用 了 如 下 两 个 新 的 战术 思想 . 
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。 当 z 取 3 个 不 同 的 值 时 ， 二 次 多 项 式 P(x) 不 可 能 等 于 相同 的 值 . 这 是 代 
数 基本 定理 ( 见 第 5 章 ) 的 一 个 应 用 . 

。 定义 一 个 函数 工具 ， 它 是 在 尝试 解决 问题 之 前 将 问题 的 范畴 推广 的 战略 中 
的 一 部 分 . 

我 们 以 下 面 这 个 例子 结束 本 节 , 除了 其 他 精巧 的 观点 外 , 它 还 包含 了 一 个 巧妙 
的 思想 , 即将 鸽 笼 原理 应 用 到 无 限 集合 上 . 请 你 在 看 问题 的 解答 之 前 一 定 要 先 花 时 
间 自 己 思 考 下 问题 . 

例 3.3.9 已 知 9 是 平面 上 的 某 个 区 域 (不 必 “ ，………: i es Es : 
是 凸 的 )， 其 面积 大 于 正 整 数 n， 请 证 明 能 够 通过 平 : : : : 
移 S$ (也 就 是 说 ，S 是 在 同一 平面 上 的 移动 而 不 是 
旋转 或 扭转 ), 使 得 它 所 覆盖 的 部 分 至 少 有 nn 十 1 个 





解答 ” 先 举 个 具体 的 例子 ， 如 右 图 所 示 ， 区 域 
5 的 面积 是 1.36 个 单位 . 最初，S 只 覆盖 了 一 个 格 


如 何 将 结论 扩展 到 一 般 的 情况 呢 ? 先 定义 一 个 算法 , 这 个 算法 将 对 例子 中 的 区 
域 9 起 作用 ， 它 也 将 作用 于 任何 区 域 . 这 个 算法 包含 了 如 下 三 个 步 又 . 





1. 首先 ,将 5 分 割 为 有 限 个 小 区 域 ， 每 个 小 区 域 都 是 在 自己 的 方 格 内 ， 在 刚 
才 的 例子 中 ，S 被 分 为 a, b c, d, e 五 个 区 域 . 

2. 其 次 ， 在 各 自 所 属 的 方 格 内 把 每 个 小 区 域 “ 提 起 来 "， 把 这 些小 区 域 看 成 是 
画 在 单位 方 格 里 的 图 画 . 如 图 ,再 将 每 个 方 格 整 齐 地 堆 苹 在 一 起 , 现在 想象 我 们 用 
钉子 将 这 些 方 格 固定 ， 那 么 钉子 将 从 每 个 方 格 的 同一 个 地 方 穿 过 ， 因 为 9 的 面积 
大 于 1， 那么 一 定 可 以 在 方 格 上 找到 一 点 ,使 得 钉子 从 该 点 穿 过 并 刺 穿 至 少 两 个 图 
画 ， 在 该 例 中 ， 钉 子 刺 穿 的 是 a 区 域 和 c 区 域 ， 为什么? 因为 镶 答 原理 ! 如 果 不 
存在 这 样 的 点 ， 则 5 的 总 面积 将 小 于 等 于 单个 方 格 的 面积 ， 另 一 个 思考 的 角度 是 : 
想象 一 下 将 每 个 小 区 域 从 方 格 中 剪 下 ， 并 试 着 不 重生 地 把 它们 放 在 同一 个 小 方 格 
里 ， 这 是 不 可 能 做 到 的 ， 因 为 它们 的 面积 之 和 大 于 1. ( 类似 地 ， 如 果 它 们 的 面积 
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之 和 大 于 整数 n， 就 可 以 找到 一 点 ， 使 得 钉子 刺 穿 至 少 n 十 1 个 小 区 域 . ) 
3. 最 后 ， 记 住 被 刺 穿 的 那 一 点 并 重建 $， 被 刺 穿 那 一 点 用 黑 点 表示 .， 因 为 黑 


都 平移 到 格 点 上 . 我 们 完成 了 证 明 ! 


问题 与 练习 


题 3.3.10 用 反 证 法 证 明 中 级 铀 笼 原理 . 


题 3.3.11 证 明 : 在 任何 人 数 有 限 的 聚会 上 ， 
至 少 有 两 个 人 认识 的 与 会 人 员 数 量 相同 (假设 
“认识 ” 指 的 是 一 种 相互 的 关系 ) 

题 3.3.12 用 反 证 法 证 明 下 面 这 个 很 有 用 的 
馈 笼 原理 的 变形 : 已 知 a1,az,… ,an 都 是 正 
整数 .如 果 有 (Qi 十 a2 十 … 十 an) 一 nn 十 1 只 
鸽子 放 在 n 个 铝 笼 中 ， 则 对 某 个 i, “第 i 个 
鲍 笼 中 至 少 含 有 au; 只 鸽子 ”这 一 表述 一 定 是 
正确 的 . 

题 3.3.13 注意 到 第 80 页 例 3.3.2 中 的 关于 
鲍 笼 原理 的 讨论 非常 简单 ， 请 指出 下 面 的 “ 解 
题 方案 ”有 什么 错误 ? 








将 四 个 点 放 在 正方 形 的 四 个 顶 

点 上 ， 此 时 这 四 个 点 之 间 的 相互 距 

离 最 大 .那么 第 五 个 点 一 定 与 其 他 

四 个 点 中 的 某 一 个 点 的 距离 在 次 

内 ， 这 是 因为 当 第 五 个 点 位 于 正方 

形 的 中 心 时 ， 该 点 离 四 个 顶点 的 距 

离 最 远 ， 且 该 距离 恰好 等 于 准 . 
题 3.3.14 证 明 有 理 数 的 十 进 制 小 数 展开 式 
最 终 必定 是 循环 的 . 
题 3.3.15 已 知 单位 正六 边 形 内 部 有 7 个 点 . 
证 明 至 少 有 两 个 点 的 距离 最 多 为 1. 
题 3.3.16 已 知 单位 正方 形 内 部 有 101 个 点 . 
证 明 其 中 的 某 三 个 点 形成 的 三 角形 的 面积 不 
会 超过 0.01. 
题 3.3.17 证 明 任意 nn 十 2 个 整数 中 存在 两 个 
整数 ， 两 者 的 差 是 2n 的 倍数 ， 或 两 者 之 和 能 
被 2n 整除 . 











题 3.3.18 从 集合 {1, 2,…… ,2n} 中 任意 选取 
n 十 1 个 元 素 作 为 子 集 ， 证 明 这 个 子 集 中 一 定 
含有 两 个 互 素 的 整数 
题 3.3.19 已 知客 人 围 坐 在 饭店 里 的 一 个 圆 
桌 旁 . 食物 被 放置 于 桌子 中 心 处 的 圆 形 平台 
并 且 这 个 圆 形 平台 是 可 旋转 的 (这 在 中 国 的 饭 
店 里 是 很 常见 的 ， 尤 其 是 在 宴会 上 ) .每 个 人 
都 点 一 道 不 同 的 菜 ， 并 且 将 每 个 人 所 点 的 菜 都 
不 放 在 他 面前 . 证 明 : 通过 旋转 这 个 平台 至 少 
可 以 使 得 有 两 个 人 的 面前 是 他 们 所 点 的 菜 
题 3.3.20 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2016) 在 
n x n 国际 象棋 棋盘 的 不 同方 格 中 放置 2n 个 
相同 的 棋子 . 证 明 无 论 怎样 做 ， 其 中 的 4 个 棋 
子 必定 是 平行 四 边 形 的 顶点 
题 3.3.21 考虑 由 个 正 整数 组 成 的 数列 ， 
它 包 含 n 个 不 同 的 整数 . 如果 N > 2"， 证 
明 存 在 一 串 连 续 的 整数 ,它们 的 乘积 是 完全 平 
方 数 ， 这 个 不 等 式 存在 改进 的 空间 吗 ? 
题 3.3.22 (韩国 1995) 对 任意 正 整数 m， 证 
明 存 在 整数 ob 满足 
[oi Ole ie a a 
m 二 2 
题 3.3.23 证 明 对 任意 正 整数 n， 存在 一 个 正 
数 只 包含 数字 7 和 0 并 且 是 n 的 倍数 . 
题 3.3.24 为 了 更 好 地 理解 例 3.3.7， 请 明确 
构造 当 n = 25 时 的 铝 笼 .验证 在 这 个 情况 下 
结论 也 成 立 . 
题 3.3.25 有 一 个 棋 手 准备 参加 锦标 赛 , 她 要 
在 8 周 时 间 内 参加 一 些 练习 比赛 来 为 锦标 赛 
做 准备 . 她 每 天 至 少 进行 1 场 比 赛 , 但 是 一 周 
最 多 进行 11 场 . 证 明 必 存在 连续 的 几 天 ， 在 
这 几 天 中 她 正好 进行 了 23 场 比赛 . 

















题 3.3.26 ( 普 特 南 1994) 证 明 : 给 直角 边 长 
为 1 的 等 腰 直 角 三 角形 各 点 染色 , 假如 任意 两 
个 距离 不 小 于 2 一 V2 的 点 不 能 染 成 同 种 颜色 ， 
则 不 可 能 用 4 种 颜色 将 其 染色 . 

题 3.3.27 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2005) 设 
整数 n > 12，P, 已 ,… ,P,Q 是 平面 上 不 
同 的 点 ,证 明 : 存在 某 个 i， 使 得 


PP, PP B=1P, PrP Pn 


这 些 距离 中 至 少 有 一 1 个 比 PQ 小 . 
题 3.3.28 第 81 页 例 3.3.5 用 了 几 次 名 笼 原 
理 来 解决 问题 . 有 一 个 形式 上 很 有 趣 的 简单 解 
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题 3.3.29 下 面 的 问题 是 从 非常 容易 的 
例 3.3.1 演变 过 来 的 ， 但是， 不 是 所 有 的 变 
形 都 很 容易 ， 祝 你 解 题 愉快 ! 
a) 用 三 种 颜色 将 平面 染色 . 证明 存在 两 
个 颜色 相同 的 点 刚好 相隔 一 个 单位 长 度 . 
b) 用 两 种 颜色 将 平面 染色 .证 明 其 中 必 
有 一 种 颜色 包含 了 在 各 个 距离 上 的 点 对 . 
c) 用 两 种 颜色 将 平面 染色 . 证明 总 是 存 
在 顶点 颜色 相同 的 等 边 三 角形 . 
d) 用 两 种 颜色 将 平面 染色 .证明 存在 这 
样 一 种 染色 方法 使 得 平面 上 不 存在 顶点 颜色 
相同 的 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 . 

(e) 用 两 种 颜色 将 平面 的 格 点 染色 . 证 明 





答 ， 只 需 用 一 次 中 级 售 笼 原理 ， 你 能 找到 吗 ? ”存在 顶点 颜色 相同 的 矩形 . 





3.4 不 变量 

我 们 对 极端 原理 的 讨论 强调 了 从 问题 最 初 显 现 的 混沌 状态 中 提取 关键 信息 的 
重要 性 . 战略 就 是 通过 一 定 办 法 “简化 ”问题 从 而 将 注意 力 集中 在 本 质 的 几 点 上 . 
在 3.2 节 中 , 我 们 提 到 的 实现 这 些 战略 的 战术 就 是 将 注意 力 集中 在 极端 值 上 . 在 同 
样 的 战略 指导 下 , 还 可 以 采用 其 他 几 种 不 同 的 战术 . 这 里 我 们 就 介绍 一 下 不 变量 这 
个 充满 内 涵 的 主题 . 

顾名思义 ， 不 变量 是 问题 中 不 随 其 他 量变 化 而 改变 的 量 ( 通常 是 一 个 数值 ). 
这 里 有 一 些 例子 . 

例 3.4.1 汽车 旅馆 房间 悖 论 ， 回顾 第 18 页 例 2.1.8, 我 们 提 到 这 样 一 个 问题 ， 
三 个 女人 要 入 住 一 家 汽车 旅馆 ， 设 g,p,d 分 别 表 示 顾 客 所 有 花费 的 总 量 、 收 银 员 
收取 的 费用 以 及 旅馆 行李 工 的 收入 ， 于 是 

g—p—d 








是 一 个 不 变量 ， 总 是 等 于 0. 

例 3.4.2 ” 圆 肾 定理. 给 定点 P 和 一 个 圆 ， 通 过 P 作 直 线 交 圆 于 点 X 和 也. 
点 已 关于 这 个 圆 的 寡 定 义 为 数值 PX x PY. 

圆 符 定理 (也 称 为 POP ) 表明 这 个 数值 是 一 个 不 
变量 . 也 就 是 说 ， 它 不 随 所 作 直 线 的 改变 而 改变 . 例如 ， 
看 右 图 ， 

PX x PY = PX’x PY.. 

相信 你 们 已 经 在 初等 几何 中 学 过 这 个 定理 ,至少 学 

过 当 点 已 在 圆 内 时 的 这 一 定理 . 证 明 见 例 8.3.11. 
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例 3.4.3 ” 欧 拉 公式 . 最初 遇 到 这 个 问题 是 在 第 35 页 题 2.2.12， 要 求 推 断 任 
意 多 面体 的 顶点 、 棱 、 面 之 间 的 数量 关系 .结论 是 这 样 的 ， 假 设 v, e, f 分 别 表示 
一 个 无 “ 孔 ” 的 多 面体 的 顶点 、 棱 、 面 的 数量 ， 于 是 有 

4 一 e 十 一 2 

成 立 ， 也 就 是 说 ， 数 值 v 一 e 十 了 是 一 个 不 变量 .这 个 就 是 所 谓 的 欧 拉 公式 ， 至 于 
如 何 证 明 它 可 以 参看 题 3.4.37 中 的 一 些 提示 . 

例 3.4.4 ”对 称 性 . 虽然 在 本 章 第 1 节 中 我 们 花 了 一 节 的 篇 幅 来 讲 对 称 性 , 但 
是 这 个 主题 从 逻辑 上 来 讲 应 该 归 入 不 变量 的 概念 这 个 范畴 .如果 某 个 物体 有 ( 几 
何 的 或 非 几 何 的 ) 对 称 性 ， 则 在 某 个 变换 或 一 系列 变换 下 它 自己 就 等 同 于 一 个 不 
变量 .例如 ， 正 方形 绕 其 中 心 旋转 0, 90, 180, 270 度 时 就 是 一 个 不 变量 . 

更 深入 地 讨论 ， 通 过 变量 代 换 久 := xz 十 x-1, 例 3.1.10 中 的 方程 





得 以 解决 ， 这 是 因为 这 里 的 v 在 根 的 置换 意义 下 是 一 个 不 变量 . ” 

例 3.4.5 被 9 整除 设 s(n) 表示 正 整 数 n 的 各 位 十 进 制 数字 之 和 .， 则 

nn 一 S(n) 总 是 可 以 被 9 整除 . 
例如 ,如果 n = 136， 则 : 
ns(n)=136—(1+3+6)=126=9x14. 

这 是 一 个 非 数 值 不 变量 的 例子 , 尽管 我 们 可 以 换 一 个 说 法 使 之 成 为 数值 不 变 的 , 例 
如 ，n 一 s(n) 除 以 9 的 余数 是 不 变量 0. 

这 里 有 关于 整除 性 不 变量 的 另外 一 个 例子 . 

例 3.4.6 ”假设 一 开始 房间 是 空 的 ， 之 后 每 分 钟 要 么 进去 一 个 人 ， 要 么 出 来 两 
个 人 请问 ，31889 分 钟 之 后 ， 房 间 里 的 人 数 有 可 能 是 310%” + 2 吗 ? 

解答 如 果 现 在 房间 里 有 n 个 人 ， 那 么 一 分 钟 之 后 ， 房 间 里 的 人 数 变 为 n 十 1 
或 n 一 2. 两 种 可 能 的 结果 出 现 的 差 为 3， 继续 下 去 ， 我 们 得 出 以 下 结论 : 

在 任意 给 定 的 时 刻 t+， 房 间 里 人 数 的 所 有 可 能 值 之 间 的 差 都 是 3 的 倍数 . 

31999 分 钟 之 后 ， 有 一 种 可 能 就 是 房间 里 正好 有 31889 个 人 (假设 每 分 钟 都 进 
去 一 个 人 ) . 这 是 3 的 倍数 ， 于 是 房间 里 人 数 的 所 有 可 能 值 都 是 3 的 倍数 .因此 ， 
最 后 房间 里 的 人 数 不 可 能 是 31000 + 2. 图 

最 简单 的 整除 性 不 变量 是 奇偶 性 ， 这 在 第 26 页 例 2.2.3 和 第 27 页 例 2.2.4 中 
都 有 用 到 . 接 下 来 让 我 们 探究 这 个 概念 的 更 多 细节 . 


@ 这 一 思想 是 19 世纪 数学 最 伟大 的 成 就 之 一 一 一 伽 罗 瓦 理论 的 萌芽 ， 伽 罗 瓦 理论 发 展 了 一 种 系统 的 方法 用 来 判断 
多 项 式 是 否 可 用 根 式 求解 ， 更 多 的 信息 见 锅 斯 汀 的 名 著 [15]. 
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奇偶 性 

整数 可 以 分 为 两 类 : 奇数 和 偶数 . 偶数 能 被 2 整除 , 奇数 则 不 行 . 注意 0 是 偶 
数 . 下 面 的 事实 可 以 很 轻松 地 证 明 , ( 试 试看 !) 不 过 你 应 该 从 小 就 熟知 这 两 点 的 . 

。 当 且 仪 当 一 些 整 数 中 奇数 的 个 数 是 奇数 这 些 整 数 的 和 是 奇数 . 

。 当 且 仅 当 一 些 整 数 中 没有 偶数 这 些 整数 的 积 是 奇数 ， 

你 也 许 会 认为 奇偶 性 是 很 粗糙 的 东西 ， 毕竟 整数 有 无 数 个 , 奇偶 却 只 有 两 种 可 
能 , 但 是 关于 奇偶 性 的 知识 有 时 候 正 是 我 们 所 需要 的 , 特别 是 问题 陈述 已 经 涉及 奇 
偶 性 的 时 候 . 这 里 举 一 个 最 基本 的 例子 , 这 是 个 有 很 多 种 表现 形式 的 问题 . 这 个 版 
本 出 现在 1986 年 的 科罗拉多 州 春季 数学 奥林匹克 竞赛 上 . 

例 3.4.7 假设 有 127 人 参加 网 球 单打 锦标 赛 , 证 明 锦 标 赛 结束 时 ,参加 过 奇 
数 场 比赛 的 人 数 是 偶数 . 

解答 很 多 人 解 不 出 这 题 是 因为 假设 这 个 锦标 赛 有 一 个 特殊 的 制度 ， 比 如 两 败 
淘汰 制 或 循环 制 ， 等 等 , 但 是 这 个 问题 并 没有 指定 赛制 . 其 内 在 的 含义 就 是 说 不 管 
在 哪 种 赛制 下 参加 过 奇数 场 比赛 的 人 数 始 终 是 偶数 . 例如 , 可 能 有 一 场 锦 标 赛 就 是 
谁 都 没有 参加 比赛 ， 这 样 参加 过 奇数 场 比赛 的 人 数 就 是 0 个 ， 是 偶数 ， 符 合 要 求 . 

看 上 去 约束 条 件 似乎 很 少 . 但 有 没有 呢 ? 有 ,每 场 比赛 只 能 有 两 个 人 参加 换 
名 话说 , 假如 A 和 B 比赛 ， 这 场 比赛 就 会 被 计算 两 次 ， 一 次 算 在 A 的 比赛 场 数 
内 ， 一 次 算 在 B 的 比赛 场 数 内 .更 精确 地 讲 , 假设 g; 表示 选手 i 在 锦标 赛 结束 时 
参加 的 比赛 场 数 ， 则 它们 的 总 和 
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一 定 是 偶数 ， 因 为 这 个 总 和 里 面 每 场 比赛 都 被 计算 了 两 次 ! 注意 ,这 个 总 和 总 是 偶 
数 ， 不 仅 在 锦标 赛 结束 时 是 ， 在 任何 时 候 都 是 . 

现在 得 出 结论 : 上 述 总 和 是 偶数 ， 并 且 它 是 奇数 个 (127 个 ) 数 的 和 .， 如果 其 
中 包含 的 奇数 是 奇数 个 , 那么 它们 的 和 不 可 能 是 偶数 , 所 以 g; 中 有 偶数 个 奇数 . 国 

下 面 这 个 问题 出 自 1906 年 的 匈牙利 数学 奥林匹克 竞赛 . 这 里 介绍 两 种 解法 : 
解法 一 就 是 奇偶 性 的 直接 应 用 ， 解 法 二 首先 要 巧妙 地 构造 新 的 不 变量 . 

例 3.4.8 设 aa ,an 是 1,2,3,…,n 的 任意 排列 ， 证明: 如 果 nn 是 奇 
数 ， 则 





是 偶数 . 
解法 一 了 解 一 下 具体 的 例子 当然 是 有 帮助 的 ， 例 如 n = 11， 利 用 倒 推 法 战 
略 ， 我 们 自问 ， 什 么 导致 了 乘积 


(ai 一 1)(az 一 2)(as 一 3)…(ail 一 11) 
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是 偶数 ? 显然， 只 要 证 明 
Q1 一 1,aa2 一 2,a3 一 3 ,Qi11 一 11 
这 些 数 中 有 一 个 是 偶数 就 足够 了 .如何 证 明 这 点 呢 ? 一 个 好 战略 就 是 用 反 证 法 ,， 因 
为 我 们 要 证 明 其 中 有 一 个 是 偶数 , 但 不 知道 是 哪 一 个 . 但 是 如 果 假 设 所 有 数 都 是 奇 
数 ， 那 么 就 有 非常 详细 具体 的 信息 来 推导 了 .所 以 我 们 假设 
Q1 一 1, aa 一 2,a3 一 3 ,Qi1l 一 11 
中 每 一 个 都 是 奇数 ， 现 在 我 们 就 能 得 出 每 个 a; 的 奇偶 性 .我 们 发 现 其 中 6 个 : 
Q1, 03, 45, 47, 09, Q11 
是 偶数 ， 剩 下 的 5 个 : 
CQ2,Q4, 46, Q8, Q10 
是 奇数 ， 矛 盾 ! 因为 @1,42,… ,ail 是 1,2,3,… ,11 的 一 个 排列 ， 而 这 些 数 中 包 
含 5 个 偶数 和 6 个 奇数 .明显 这 样 的 论证 对 一 般 情况 也 适用 ， 我 们 唯一 用 到 的 事 











实 就 是 11 是 一 个 奇数 . 国 
解法 二 关键 步 又 是 考虑 序列 的 和 .我 们 有 : 
(Qi 一 1) 十 (a2 一 2) 十 … 十 (Qn 一 7n) 

二 (Qi 十 2 十 … 十 an) 一 (1 十 2 十 … 十 n) 

二 (1 十 2+ Hn) 一 (1 二 +21 +- n) 

= 0. 
由 此 可 见 ， 这 个 和 是 一 个 不 变量 ,不 管 怎 么 排列 它 始 终 等 于 0， 奇数 个 整数 的 和 等 
于 0 (一 个 偶数 )， 则 这 些 数 中 必定 包含 至 少 一 个 偶数 . 图 


两 种 解法 都 很 漂亮 , 但 是 第 二 种 更 加 巧妙 些 . 请 尝试 将 这 里 学 到 的 新 的 方法 应 
用 到 将 来 磁 到 的 问题 中 去 . 
注意 寻找 “简单 ”的 不 变量 ， 看 看 是 否 能 通过 重新 安排 问题 从 而 得 
到 像 0 或 1 这 样 简单 的 数 . 
例 3.4.9 设 户 , 户 ,…, Pioo7 是 平面 上 不 同 的 点 ， 用 线段 PB, 户 PPB,…， 
忆 996 Pi997, Pig97 中 连接 这 些 点 .能 不 能 画 一 条 直线 穿 过 所 有 这 些 线段 的 内 部 ? 
解答 这 里 奇偶 性 的 作用 体现 得 并 不 明显 ， 但 是 你 必须 把 奇偶 性 牢记 在 心 . 
只 要 问题 涉及 整数 ， 问 问 自己 它 有 没有 奇偶 性 的 约束 ， 必 要 的 话 尝 





试 与 已 知 条 件 不 同 的 值 . 
这 个 问题 涉及 1997 个 点 .尝试 一 下 数量 很 少 的 一 些 点 ,(〈 试 试看 ! ) 你 会 发 现 


当 且 仅 当 点 的 个 数 是 偶数 时 才能 画 出 这 样 的 直线 . 由 此 可 见 奇 偶 性 的 重要 性 . 我 们 
来 对 ( 比如 说 ) 7 个 点 这 种 特殊 情况 进行 严格 的 论证 . 


同样 ， 我 们 再 用 反 证 法 ， 因 为 “能 画 出 这 样 的 直 
线 ” 的 假设 给 了 我 们 很 多 能 利用 的 具体 信息 . 所 以 , 假 
设 存在 直线 工 ， 它 穿 过 了 所 有 线段 的 内 部 . 这 条 直线 
把 平面 分 成 “ 左 ” 和 “ 右 ” 两 部 分 . 不 失 一 般 性 ， 不 
妨 假设 已 在 工 的 左边 ， 这 就 导致 已 在 工 右 边 ， 以 
此 类 推 , P 在 工 的 左边 , 在 工 的 右边 …… 重 要 的 
是 最 后 得 出 PP 也 在 工 的 左边 ,与 PP 在 同一 边 . 
此 , 工 不 可 能 穿 过 线段 PP; 的 内 部 ， 矛盾. 

这 个 论证 具有 普遍 性 .只 要 n 是 奇数 ，Pl 和 书 , 就 会 在 工 的 同一 边 . 图 

下 面 是 一 个 很 复杂 的 问题 ， 要 求 将 奇偶 性 分 析 与 鸽 笼 原理 的 深化 与 重复 应 用 
相 结 合 . 

例 3.4.10  (IMO 1985) 考虑 由 1985 个 正 整数 组 成 的 集合 ， 集 合 中 元 素 可 以 
重复 出 现 ， 并 且 其 中 没有 一 个 数 的 素 因 子 超过 23， 证 明 这 个 集合 中 一 定 存在 4 个 
整数 ， 它 们 的 乘积 是 某 个 整数 的 4 次 震 . 

解答 我 们 将 用 简单 粗略 的 方式 来 表达 解答 过 程 . 具体 细节 留 给 读者 补充 . 

集合 中 的 每 个 数 都 可 以 写成 如 下 形式 : 





2f13f25f37f41115131617f719/s2319 ， 


其 中 指数 户 , f2,…, fo 是 非 负 整数 .两 个 这 样 的 数 ，2 刀 …: 23? 和 29: .239 ， 它 
们 的 乘积 是 完全 平方 数 ( 某 个 整数 的 平方 )， 当 且 仅 当 对 应 的 指数 有 相同 的 奇偶 性 
( 奇数 或 偶数 ) 换 句 话说， 


(2 记 a 237°) x (29! a 2399) 


是 完全 平方 数 当 且 仅 当 有 和 g 有 相同 的 奇偶 性 、 户 和 gs 有 相同 的 奇偶 性 、…… 、 
fo 和 go 有 相同 的 奇偶 性 . 〈 回 忆 0 是 偶数 .) 集合 中 的 每 一 个 数 都 对 应 一 个 由 它 
的 指数 的 奇偶 性 组 成 的 9 元 组 . 例如， 数 2203517123111 对 应 9 元 组 ( 偶 , 奇 , 偶 ， 
偶 , 偶 , 偶 ， 奇 , 偶 ， 奇 ) 

一 共有 512 种 不 同 的 9 元 组 的 可 能 性 .通过 反复 应 用 钥 乱 原理 ， 我 们 推出 集 
合 中 的 1472 个 整数 可 以 归 为 736 对 : 





ap Qa2,b2; +**; ar36,b736， 


每 对 包含 的 两 个 数 的 指数 奇偶 性 9 元 组 完全 相同 . 因此， 每 对 中 两 个 数 的 乘积 是 
完全 平方 数 ， 换 句 话说， 如 果 我 们 假设 c; := aib;， 则 数列 


C1, C2， ……，C736 
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中 的 每 一 个 数 都 是 完全 平方 数 ， 因 此 数列 
VC1, Vc2 ,VCc736 


中 每 一 个 数 的 素 因子 都 不 超过 23， 再 次 应 用 鸟 笼 原理 ， 我 们 推出 上 述 数列 中 至 少 
有 两 个 数 具有 相同 的 指数 奇偶 性 9 元 组 ， 不 失 一 般 性 ， 记 为 VER 和 V5， 因 此 
VV5 是 完全 平方 数 ， 也 就 是 说 ， 存 在 某 个 整数 n， 使 得 VEVG = mn?， 因 此 
cxcj = n4， 但 是 cjcx = ajbjarbs， 所 以 我 们 就 从 由 1985 个 整数 组 成 的 原 集合 中 找 
到 了 乘积 是 某 个 整数 的 4 次 宕 的 4 个 数 . 国 

我 们 用 一 个 著名 问题 来 结束 对 奇偶 性 的 讨论 , 这 个 问题 ( 以 不 同 的 形式 ) 源 自 
德 布 鲁 因 回 ， 它 已 经 有 至 少 14 种 不 同 的 解法 ， 其 中 有 几 种 是 不 变量 的 不 同方 式 的 
应 用 (对 这 些 解法 的 简单 易 懂 的 介绍 见 文献 [36] ) ， 我 们 这 里 介绍 的 应 用 奇偶 性 的 
解法 ， 也 许 是 最 简单 的 ， 是 由 安 德 列 . 格 涅 普 提出 的 ， 这 是 一 个 漂亮 的 解法 我们 
建议 你 在 看 这 个 解法 之 前 先 对 问题 本 身 进 行 思考 ， 这 样 你 将 深刻 体会 到 这 个 问题 
的 困难 程度 ， 以 及 格 涅 普 的 解法 的 巧妙 之 处 了 . 

例 3.4.11 一 个 大 矩形 由 一 些小 矩形 平 铺 而 成 ， 每 个 小 矩形 至 少 有 一 条 边 的 
长 度 是 整数 ， 证 明 大 矩形 至 少 也 有 一 条 边 的 长 度 是 整数 . 

解答 下 面 是 一 个 例子 ， 大 矩形 放 在 以 单位 长 度 标记 的 网 格 平面 上 ， 左 下 顶点 
与 一 个 格 点 重合 ， 注 意 ， 每 个 小 矩形 都 至 少 有 一 条 整数 边 ，4 x 2.5 的 大 矩形 也 有 











这 样 的 性 质 . 〈 图 中 的 圆圈 在 我 们 下 面 的 论证 中 有 用 ， 将 在 下 面 解释 . ) 





首先 要 找到 一 个 比较 合理 的 倒数 第 二 步 ， 把 至 少 具 有 一 条 整数 边 的 性 质 称 为 
“好 的 ” 如 何 证 明 大 和 矩形 是 “好 的 ” 呢 ? 定 位 它 的 左下 顶点 是 一 个 格 点 是 关键 : 


如 果 大 适 形 不 是 “好 的 ”， 那 么 它 将 只 会 有 一 个 格 点 顶点 ， 但 是 如 
果 适 形 是 “好 的 ”, 那么 它 或 者 有 两 个 格 点 顶点 (一 条 边 的 长 度 是 整数 )， 
或 者 有 四 个 格 点 顶点 (长 和 宽 都 是 整数 ) . 
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换 名 话说， 奇偶 性 扮演 了 这 样 一 个 角色 : 一 个 左下 顶点 是 格 点 的 矩形 是 “好 
的 ” 当 且 仅 当 它 的 格 点 顶点 数 是 偶数 ! 我 们 来 计算 格 点 顶点 数 ， 并 希望 可 以 证 明 大 
矩形 的 格 点 顶点 数 是 偶数 . 


当然 我 们 必须 用 到 “每 个 小 矩形 都 是 好 的 ”这 个 假设 . 考虑 小 矩形 的 顶点 ， 它 
可 能 没有 格 点 顶点 , 或 者 它 可 能 有 两 个 或 者 四 个 格 点 顶点 , 但 是 由 于 它 是 好 的 ,就 
绝 不 可 能 有 一 个 或 者 三 个 格 点 顶点 . 因此 ， 如 果 我 们 计算 每 个 小 矩形 的 格 点 顶点 
数 ， 然 后 把 它们 都 加 起 来 ， 并 将 这 个 和 记 为 9， 则 5 一 定 是 偶数 . 

但 是 我 们 重复 计算 了 一 些 格 点 顶点 . 例如 在 上 面 的 图 中 , 所 有 的 格 点 顶点 都 用 
圆圈 作 了 标记 . 一 共有 10 个 具有 格 点 顶点 的 小 矩形 ， 并 且 每 个 都 恰好 有 两 个 格 点 
顶点 ， 所 以 S = 20. 白色 的 圆圈 只 被 计算 了 一 次 ， 灰 色 的 被 计算 了 两 次 ， 而 黑色 
的 被 计算 了 四 次 ， 所 以 5 的 另外 一 种 计算 方法 就 是 : 

5 二 1 x (# 白色 的 圆圈 ) + 2 x (# 灰色 的 圆圈 ) + 4 x (# 黑色 的 圆圈 ) 

三 二 基 2 二 2 人 7 站 二 久生 20. 














一 般 情况 下 ， 在 计算 3 时 ， 肯 定 会 重复 计算 一 些 顶 点 .下 面 是 两 个 很 容易 验 
证 的 简单 结果 . 

。 我 们 只 会 计算 每 个 顶点 一 次 ， 两 次 或 者 四 次 一 一 但 不 可 能 是 三 次 . 

。 只 被 计算 一 次 的 顶点 只 可 能 是 大 矩形 的 顶点 . 


像 例子 中 一 样 给 格 点 染色 ， 我 们 将 会 发 现 ， 如 果 用 w,g,b 分 别 代 表白 色 、 灰 
色 、 黑 色 圆 圈 的 数量 ， 那 么 : 
一 册 十 29 十 40. 


因此 忆 =5S-29 一 纪 就 是 大 矩形 的 格 点 顶点 数 . 因为 9 是 偶数 , 所 以 5 一 2g 一 向 
也 是 偶数 ， 即 大 矩形 是 “好 的 ”! 国 


这 个 解法 很 有 启发 性 . 一 个 有 经 验 的 解 题 者 可 能 将 其 中 的 要 点 理解 为 “定位 大 
矩形 的 一 个 顶点 为 格 点 ,然后 考虑 格 点 顶点 个 数 的 奇偶 性 ”. 这 个 聪明 的 解法 有 两 个 
关键 步 又 : 首先 是 把 左下 顶点 定位 在 一 个 格 点 上 (构造 “免费 "信息 ), 其 次 是 推导 出 
“好 的 ”这 种 性 质 的 奇偶 性 规律 . 剩 下 的 就 是 些 基 本 的 论证 了 (就 像 你 将 会 在 第 6 章 
中 看 到 的 那样 ， 用 两 种 或 者 两 种 以 上 的 方法 计算 某 个 数 这 种 战术 是 很 普遍 的 ) . 
模 算术 和 染色 

奇偶 性 起 到 的 作用 是 惊人 地 好 , 但 是 同时 它 也 是 比较 粗糙 的 .毕竟 , 我们 将 无 
限 的 整数 空间 缩减 为 只 包含 “奇数 ”和 “偶数 ”这 两 个 实体 的 微小 世界 . 有 时 候 我 
们 需要 开拓 出 一 片 更 广阔 的 天 地 . 例 3.4.5 和 例 3.4.6 分 别 用 到 了 有 9 个 和 3 个 可 
能 值 的 不 变量 . 它们 都 是 模 算术 的 例子 , 即 : 根据 我 们 的 意愿 巧妙 地 选择 m, 模 m 
后 就 将 整数 的 无 限 集 缩减 为 只 有 有 限 个 可 能 值 的 有 限 集 . 
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作为 练习 ， 下 面 是 例 3.4.5 中 提 到 的 断言 的 快速 证 明 . 你 或 许 想 要 回顾 下 
第 42 页 讲述 的 同 余 关 系 的 基本 性 质 . 不 失 一 般 性 , 设 n 是 4 位 10 进 制 数 ， 表示 
为 abcd， 于 是 

n=103g+1020+10c+d. 
因为 10 三 1 (mod 9), 对 任意 的 非 负 整数 有, 我 们 有 10* 三 到 =1 (mod 9). 因此 ， 
n=10g+102b+10c+d=1xat+lxbt+lxcti+d (mod 9). 

同 余 符 号 并 不 是 必需 的 ， 但 是 这 是 一 种 方便 的 速记 ， 可 能 有 助 于 你 理 清 思 
更 重要 的 是 要 注意 如 下 可 能 性 ， 即 不 变量 可 能 等 于 一 个 量 模 一 个 恰当 的 m. 

例 3.4.12 一 个 气泡 室 里 包含 三 种 类 型 的 亚 原子 粒子 : 10 颗 X 粒子 、11 颗 
Y 粒子 和 111 颗 Z 粒子 . 当 一 颗 X 粒子 和 一 颗 Y 粒子 碰撞 时 ， 它 们 两 个 都 会 变 
成 Z 粒子 .类 似 地 ，Y 粒子 和 Z 粒子 碰撞 时 会 变 成 X 粒子 ，X 粒子 和 2 粒子 碰 
撞 时 会 变 成 Y 粒子 .气泡 室 里 的 粒子 有 可 能 演化 为 只 剩 下 一 种 类 型 的 粒子 吗 ? 

解答 将 任意 时 刻 的 各 粒子 数量 记 为 一 个 有 序 三 元 组 (z,y, 2)， 让 我 们 做 些 试 
验 . 开始 时 各 粒子 数量 为 (10, 11, 111)， 如 果 一 颗 X 粒子 和 一 颗 Y 粒子 碰撞 ， 新 
的 数量 将 变 为 (9, 10, 113). 这 里 有 什么 不 变量 吗 ? 我 们 发 现 ， 像 以 前 一 样 ，Y 粒子 
仍然 比 X 粒子 多 1 颗 . 然而， 相 比 一 开始 时 Z 粒子 比 Y 粒子 多 100 颗 ， 现 在 多 
了 103 颗 . 这 个 结果 看 上 去 还 没什么 规律 可 循 , 但 是 我 们 要 保持 镇 定 , 并 进行 更 多 
的 试验 ， 再 进行 一 次 X-Y 碰撞 后 得 到 (8,9,115)，X 和 Y 粒子 之 间 数 量 差 还 是 1 ， 
但 是 Y 和 2 粒子 之 间 的 数量 差 增长 到 了 106. 现在 我 们 让 X-Z 相 碰 撞 ， 新 的 数量 
变 为 (7, 11, 114).，X-Y 数量 差 从 1 增长 到 4，Y-2Z 数量 差 回 落 到 103. 

如 果 你 不 熟悉 模 算 术 ， 那 么 数量 差 从 1 到 4 或 者 从 100 到 103 到 106 再 回 
到 103 这 些 变化 就 显得 杂乱 无 章 了 .但 是 现在 就 可 以 猜想 

数量 差 是 模 3 的 不 变量 . 

为 了 正式 证 明 它 , 假设 (z,y, >) 是 某 个 确定 时 刻 各 粒子 的 数量 . 不 失 一 般 性 ， 考 虑 
X-Z 磁 撞 ， 新 的 数量 将 变 为 (x 一 1,y 十 2,z 一 1)， 能 很 容易 地 证 明 , 久 粒子 和 2Z 粒 
子 之 间 的 数量 差 没有 变化 ， 而 X 粒子 和 Y 粒子 之 间 的 数量 差 变化 了 3 (YY 粒子 与 
Z 粒子 之 间 的 数量 差 也 一 样 ) . 

我 们 以 最 初 的 数量 (10, 11, 111) 为 出 发 点 推出 结果 . X-Y 数量 差 是 1， 因 此 它 
总 是 模 3 同 余 工 的 ,从 而 X 粒子 与 Y 粒子 的 数量 不 可 能 相同 , 所 以 这 两 种 粒子 的 
数量 不 可 能 同时 都 是 0， 同 理 可 得 : 其 他 两 对 粒子 的 数量 也 不 可 能 同时 都 是 0 国 

除非 我 们 并 不 关心 整数 的 代数 性 质 ， 不 然 染 色 的 应 用 跟 奇 偶 性 和 模 算 术 相 关 . 
一 个 有 关 染 色 的 例子 就 是 多 米 诺 问题 (第 51 页 例 2.4.2 )， 这 个 问题 本 来 可 以 也 表 
述 为 一 个 奇偶 性 问题 . 下 面 是 另外 一 个 例子 ， 用 到 了 12 种 颜色 . 

例 3.4.13 是 否 可 以 用 多 个 12 x 1 小 矩形 平 铺 一 个 66 x 62 大 矩形? 
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解答 显然 , 一 个 能 够 用 12 x 1 矩形 平 铺 的 大 和 矩形 的 面积 一 定 能 够 被 12 整除 . 
实际 上 , 66 x 62 = 12 x 341. 所 以 可 能 性 还 没有 被 排除 . 不过, 通过 对 性 质 相同 但 
尺寸 更 小 的 矩形 ( 即 m x n 和 矩形， 其 中 m 和 7 都 不 是 12 的 倍数 ,但 mm 是 12 
的 倍数 ) 的 试验 使 我 们 猜测 66 x 62 矩形 不 能 用 12 x 1 矩形 平 铺 . 

所 以 我 们 先 假设 存在 这 样 的 平 铺 , 然后 去 寻找 矛盾 . 用 12 种 颜色 将 66 x 62 和 矩 
形 染 成 如 下 所 示 的 循环 “对 角 ” 论 纹 ( 假设 高 是 66， 宽 是 62 ): 





1 12 1l1 10 9 8 7 6 5 4 3 :.:. 1 12 
2 1 12 1l1 10 9 8 7 6 5 4 .::. 2 1 
3 7 -2 1 12 11 10 9 8 7 6 5 3 2 
5 4 3 2 1 12 11 10 9 8 7 .:.. 5 4 
6 5 4 3 2 1 12 11 10 9 8 .:.. 6 5 











这 样 染色 有 很 好 的 性 质 ， 即 平 铺 的 每 个 12 x 1 矩形 由 12 种 不 同 颜色 的 方 格 构 
成 . 如 果 能 够 平 铺 成 大 矩形 ,就 能 够 用 66 x 62/12 = 341 个 12 x 1 和 矩形 平 铺 , 因此 
这 个 大 矩形 必须 包含 12 种 颜色 中 每 种 颜色 的 方 格 各 341 块 . 重要 的 并 不 是 数 341， 
而 是 每 种 颜色 的 方 格 数量 相同 这 个 事实 ， 我 们 把 这 种 染色 叫 作 “ 齐 次 的 ”. 

让 我 们 进一步 观察 染色 后 的 66 x 62 大 矩形， 把 它 分 割 成 4 个 子 和 矩形 : 








60 x 60 60x2 














6x60 6x2 
很 容易 验证 60 x 60, 60 x 2 和 6 x 60 这 3 个 子 和 矩形 都 是 齐 次 的 ， 因 为 这 3 个 

子 矩 形 都 有 一 条 边 的 长 度 是 12 的 倍数 .但 是 6 x 2 子 矩 形 被 染 成 如 下 样子 : 

12 























OI 和 OOO|I-~ 
OILD|I-~ 














因此 ， 整 个 大 矩形 不 是 齐 次 的 ， 这 与 平 铺 假 设 矛盾 .所 以 不 可 能 存在 平 铺 ， 国 
单调 变量 


单调 变量 是 这 样 一 个 变量 , 它 在 问题 的 各 个 阶段 可 能 变化 或 者 保持 不 变 , 但 是 
当 它 变化 时 ， 变 化 方向 是 单调 的 ( 只 朝 一 个 方向 变动 ) ， 单 调 变量 又 叫 半 不 变量 . 
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单调 变量 常常 用 来 分 析 演 变 的 系统 , 来 证 明 某 个 特定 的 最 终 状态 必定 会 出 现 , 并 且 
(或 者 ) 确定 系统 的 持续 时 间 ， 许 多 单调 变量 的 论证 也 会 用 到 极端 原理 (至 少 是 良 
序 原理 ) .下面 是 一 个 非常 简单 的 例子 . 

例 3.4.14 在 双人 比赛 的 淘汰 制 锦 标 赛 (如 国际 象棋 或 柔道 ) 中 ， 一旦 你 输 
了 ， 就 会 被 淘汰 出 局 ， 锦 标 赛 一 直 持 续 到 只 剩 下 最 后 一 个 人 ， 找 出 有 nn 名 参赛 者 
的 淘汰 制 锦标 赛 所 需 比 赛场 数 的 公式 . 

解答 随 着 时 间 的 推移 ， 留 在 锦标 赛 中 的 人 数 显然 是 一 个 单调 变量 .每 结束 一 
场 比赛 ， 这 个 数 就 减 1， 因此， 如 果 开 始 时 有 n 名 参赛 者 ， 那 么 锦标 赛 结束 时 正好 
进行 了 n 一 1 场 比 赛 ! 国 

这 里 有 一 个 更 精妙 的 问题 ， 它 展现 了 单调 变量 与 极端 原理 相 结 合 的 重要 性 . 

例 3.4.15 将 n 张 纸 牌 (其 中 是 任意 的 正 整数 ) 用 1,2,… ,n 编号 ， 开 
始 时 纸牌 按 任意 顺序 摆 放 ， 重 复 如 下 操作 : 如 果 第 1 张 纸 牌 的 编号 是 k， 则 颠 倒 
前 张 纸 牌 的 顺序 .证 明 第 1 张 纸牌 的 编号 最 终 将 会 是 1 ( 于 是 不 会 再 有 新 的 变 
化 发 生 了 ) . 

分 析 例如 , 如果 n = 6, 并且 开始 时 的 顺序 是 362154, 则 纸牌 的 顺序 变化 如 下 : 


362154 一 263154 一 623154 一 451326 一 315426 
一 513426 一 243156 一 423156 一 132456. 


如 果 第 1 张 纸牌 的 编号 单调 减少 的 话 将 非常 好 ,但 是 情况 并 非 如 此 ( 这 个 序 
列 是 3, 2, 6,4, 3,5,2,4,1). 不 过 , 这 个 序列 还 是 值得 思考 的 . 我 们 将 应 用 一 个 非常 
简单 然而 很 重要 很 普遍 的 原理 : 

如 果 当 某 物 发 生变 化 时 只 会 出 现 有 限 种 状态 ， 那 么 或 者 某 个 状态 会 

重复 出 现 ， 或 者 变化 最 终 将 会 终止 . 


在 我 们 的 问题 中 , 或 者 第 1 张 纸 牌 的 编号 组 成 的 序列 中 会 出 现 重复 的 编号 ( 因 
为 只 有 有 限 多 个 编号 ) ， 或 者 第 1 张 纸牌 的 编号 最 终 将 会 是 1 (然后 变化 终止 ) . 
我 们 希望 证 明 是 后 者 . 那么 如 何 排除 编号 重复 出 现 的 可 能 性 呢 ? 毕竟 ,在 这 个 例子 
中 ， 出 现 了 很 多 重复 的 编号 ! 

极端 原理 再 一 次 扭转 了 局 势 . 因为 在 序列 变化 过 程 中 只 有 有 限 种 可 能 ， 所 以 
第 1 张 纸牌 的 编号 必定 有 一 个 最 大 值 ， 我 们 记 为 L1 (在 上 面 的 例子 中 Zi = 6). 
所 以 , 在 序列 变化 过 程 中 的 某 个 时 刻 , 第 1 张 纸牌 的 编号 是 Li, 从 那 以 后 , 第 1 张 
纸牌 的 编号 绝 不 会 大 于 Li. 第 1 张 纸牌 的 编号 变 成 Li 后 会 发 生 什么 呢 ? 我 们 会 
颠倒 前 Li 张 纸牌 的 顺序 , 所 以 第 L1 张 纸牌 的 编号 是 L1. 我 们 知道 第 1 张 纸牌 的 
编号 绝 不 会 大 于 Li， 但 是 否 可 能 再 次 等 于 Li 呢 ? 回答 是 不 可 能 .只 要 第 1 张 纸 
牌 的 编号 小 于 L;， 苏 倒 顺序 就 绝 不 会 再 涉及 第 L， 张 纸牌 .我 们 也 绝 不 可 能 颠倒 
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超过 Li 张 纸牌 ( 因为 Li 的 最 大 性 ) 所 以 移动 编号 为 Li 的 纸牌 的 唯一 途径 就 是 
正好 颠倒 Li 张 纸牌 .但 是 这 就 意味 着 第 1 张 和 第 Li 张 纸牌 的 编号 都 是 Li， 而 
这 是 不 可 能 的 . 

这 就 是 关键 所 在 . 现在 我 们 来 观察 在 Li 出 现在 第 1 个 位 置 上 之 后 ， 这 个 位 置 
上 纸牌 的 编号 ， 这 些 编号 肯定 严格 小 于 Li. 记 这 些 编号 的 最 大 值 为 L2， 当 Ls 出 
现在 第 1 个 位 置 上 之 后 ， 通 过 与 前 面相 同 的 讨论 得 知 ， 第 1 个 位 置 上 纸牌 的 编号 
构成 的 子 序列 的 所 有 值 都 严格 小 于 志 ?. 

因此 我 们 可 以 定义 一 个 由 第 1 个 位 置 的 编号 的 最 大 值 构 成 的 严格 递减 序列 . 
最 终 ， 这 个 序列 将 达到 1， 得 证 ! 

上 面 的 证 明 有 点 含糊 . 给 出 一 个 更 正式 的 证 明 是 很 有 指导 意义 的 , 特别 是 对 于 
符号 和 下 标的 熟练 运用 . 

正式 解答 ”对 于 i = 1,2,…， 设 f; 表示 第 i 步 之 后 第 1 张 纸牌 的 编号 ， 我 
们 希望 能 够 证 明 对 某 个 m 有 fi = 1 (因此 ,对 所 有 nn 之 m， 都 有 f= 1). 
为 1< fi<n， 所 以 数 





Li:=max{f::i>1} 
存在 .同时 也 定义 
ti := min{t: f= Li}, 


即 三 就 是 使 得 第 1 张 纸 牌 的 编号 首次 达到 Li 的 步骤 数 . 在 上 面 的 例子 中 , Li =6 
且 妇 =3. 

我 们 断言 如 果 t+ > 二， 则 有 < 为 了 证 明 它 ， 注 意 ， 由 i 的 定义 可 知 ， 
fi 不 可 能 大 于 Li. 现在 通过 反 证 法 来 证 明 fi 不 可 能 等 于 Li. 假设 上 是 三 之 后 首次 
使 得 f; = 疡 ; 的 步 又 数 . 在 第 如 步 , 前 Li 张 纸牌 的 顺序 被 颠倒 了 , 编号 为 Li 的 纸 
牌 被 放 在 了 第 六 个 位 置 上 . 对 上 与 三 之 间 的 所 有 步骤 s, 我 们 有 f。 < Li, 这 就 意 
味 着 位 于 第 工 i 个 位 置 上 编号 为 Li 的 纸牌 没有 被 移动 过 ， 因 此 在 第 t 步 ,fi = 工 
是 不 可 能 的 ,因为 这 就 意味 着 第 1 张 和 第 Li 张 纸牌 的 编号 相同 (除非 Li = 1, 而 
这 种 情况 下 命题 已 经 得 证 ) .这 个 矛盾 就 使 得 刚才 的 断言 成 立 . 

现在 定义 两 个 序列 ， 对 于 7 = 2,3,…， 定 义 





Lr:=max{fi:i>t} 且 := min{ft>t,1:f(=L,}. 


(在 我 们 的 例子 中 ，Ls = 5, ts =6 且 Ls=4,ts=8.) 同 上， 对 于 每 个 r>1, 我 
们 断言 只 要 L. > 1， 如 果 t>t, 则 有 fi < 五 

因此 ， 序 列 Li, Lo,… 严格 递减 ， 于 是 其 中 某 个 万 将 会 等 于 1， 所 以 ， 最终 
对 某 个 m 有 f=1. 图 
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我 们 将 以 约翰 康 威 著名 的 “棋子 问题 ”来 结束 本 章 ， 此 问题 非常 巧妙 地 运用 
了 单调 变量 . 

例 3.4.16 在 y 坐标 小 于 等 于 0 的 平面 的 每 个 格 点 (坐标 是 整数 的 点 ) 上 放 
一 颗 棋 子 . 唯一 允许 的 移动 就 是 水 平 或 者 垂直 的 “跳跃 ".. 具体 就 是 说 一 颗 棋 子 能 
越过 另 一 颗 相 邻 的 棋子 ， 到 达 离 原来 位 置 上 、 下 、 右 或 左 两 个 单位 长 度 的 地 方 ( 假 
设 目标 位 置 上 没有 其 他 棋子 ). 一 次 跳跃 结束 以 后 ， 把 被 越过 的 棋子 的 从 平面 上 移 
去 . 这 里 有 一 个 例子 . 








跳跃 之 前 跳跃 之 后 


有 没有 可 能 通过 有 限 次 允许 的 移动 使 得 一 颗 棋 子 到 达 y = 5 这 条 线 上 ? 

解答 通过 试验 ,很 容易 将 一 颗 棋子 移 到 y = 2 这 条 线 上 ， 再 多 尝试 一 些 可 以 
到 达 y = 3 上 .但 是 这 些 例子 不 能 说 明 什么 是 可 能 的 什么 是 不 可 能 的 . 

关键 的 想法 如 下 : 通过 一 个 能 够 反映 棋子 的 各 种 特性 的 数 来 定义 一 个 单调 变 
量 ， 按 照 我 们 的 目标 使 之 只 朝 一 个 方向 变动 . 

不 失 一 般 性 , 假设 目标 点 是 C = (0,5). 对 平面 上 的 每 个 点 (zx,y), 计算 它 到 C 


的 “出 租车 距离 ”( 沿 网 格 线 的 最 短路 径 的 长 度 )， 例如， 点 (3,4) 到 点 (0,5) 的 距 
离 为 3 十 1 = 4. 给 每 个 到 点 C 的 距离 为 a 的 点 赋予 值 64， 其 中 
关于 5 有 三 个 关键 点 ， 第 一 点 ， 它 满足 

2+4—1=0. (3.4.1) 


第 二 点 ， 它 是 正 的 . 最 后 ，5 < 1. 
对 任意 布局 的 (无 限 个 ) 棋子 ,将 平面 上 每 个 棋子 赋予 的 值 加 起 来 . 我 们 记 这 
个 和 为 “ 康 威 和 ”我 们 断言 ， 这 就 是 要 找 的 单调 变量 ， 我 们 需要 验证 一 连 串 事情 . 
首先 ,这 个 和 是 否 存在 ?是 的 . 我 们 要 考虑 无 限 多 个 无 穷 几 何 级 数 ? 但 是 幸运 的 
是 ,它们 是 收敛 的 . 让 我 们 来 计算 开始 状态 下 的 康 威 和 .在 y 轴 上 (点 C 正 下 方 ) 的 
Q@ 关于 无 穷 几 何 级 数 的 更 多 信息 见 第 154 页 . 
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棋子 具有 值 CS Ce …. 更 一 般 地 , 在 直线 x = 士 r 上 的 棋子 具有 值 Co Cre 光 
因此 整个 “ 半 平 面 ”的 康 威 和 为 

















2 3 SS C547 
(CE 
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1 一 5 上 二 6 
加 1 人 
(| 
由 (3.4.0)， 我 们 发 现 1 -5 = C2， 因此 上 面 的 表达 式 化 简 为 : 
CT 





C4 
因此 ， 开 始 状态 下 的 康 威 和 为 1， 而 所 有 其 他 状态 的 康 威 和 都 可 以 计算 . 
其 次 ， 必 须 证 明康 威 和 是 一 个 单调 变量 . 考虑 一 个 水 平移 动 ,将 一 颗 棋 子 往 离 
开 目 标点 C 的 方向 移动 . 例如 ， 假 设 我 们 将 一 颗 棋 子 从 (9,3) (其 值 为 61 ) 跳跃 
到 (11, 3)， 康 威 和 将 会 如 何 改变 ? 我 们 移 去 (9,3) 和 (10,3) 上 的 棋子 ， 并 且 放 一 
颗 棋子 在 (11, 3) 上 .， 康 威 和 的 变化 量 为 
-Cl C2 水 C3 了 C11(—1 二 C2 
但 是 根据 (3.4.1)，-1 -5+62 二 一 2C， 因此， 这 个 变化 量 是 负 的 ， 整 个 和 减少 . 
显然 这 一 般 情况 ( 如 果 你 不 确定 可 以 验证 其 他 情况 ): 无 论 何 时 只 要 一 颗 模子 往 离 
开 C 的 方向 移动 ， 康 威 和 就 减少 . 
另 一 方面 ， 如 果 一 颗 棋 子 往 靠 近 C 的 方向 移动 ， 情 况 就 不 一 样 了 ， 例 如 ， 假 
如 我 们 将 棋子 从 (9,3) 移 到 (7,3)， 我 们 就 要 移 去 (9,3) 和 (8,3) 上 的 棋子 ， 并 且 
放 一 颗 棋 子 在 (7,3) 上 ， 康 威 和 的 变化 量 为 
6 人) 三 (0. 
实际 上 ， 这 就 是 一 开始 ¢ 的 由 来 ! 当 棋子 远离 目标 点 时 康 威 和 变 小 ， 当 棋子 靠近 
目标 点 时 康 威 和 不 变 ， 这 就 是 它 的 巧妙 设计 之 处 . 
还 有 一 种 情况 就 是 离 C 的 距离 保持 不 变 的 移动 , 例如 ,从 (1,4) 到 (-1,4) 的 
跳跃 .很 容易 验证 ( 试 试看 ! ) 这 样 的 移动 会 使 康 威 和 减少 . 
因此 康 威 和 是 一 个 初始 值 为 1 上 且 绝 不 递增 的 单调 变量 . 然而， 如 果 一 个 棋子 
到 达 了 C, 它 的 值 将 为 C?° = 1, 所 以 康 威 和 将 严格 大 于 1 (因为 必 有 其 他 棋子 还 在 
平面 上 ， 且 ¢ > 0). 我 们 推出 到 达 C 是 不 可 能 的 . 图 
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问题 与 练习 


题 3.4.17 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2006) 教 
室 里 的 所 有 椅子 排列 成 n x n 方 阵 (mn 行 
n 列 )， 每 个 椅子 上 坐 一 个 学 生 . 老师 决定 按 
照 以 下 两 条 规则 来 重新 安排 学 生 的 座位 : 

。 每 个 学 生 必 须 移 到 新 的 座位 . 
每 个 学 生 只 能 移 到 同行 或 者 同 列 的 相 
邻 椅子 上 ， 换 名 话说， 每 个 学 生 只 能 水 
平 或 者 垂直 移动 一 个 椅子 的 距离 
(注意 : 这 个 规则 允许 两 名 相 邻 的 学 生 互 换 位 
置 . ) 证 明 : 如 果 n 是 偶数 ， 则 这 个 过 程 能 实 
现 ; 如 果 n 是 奇数 ， 则 不 能 . 
题 3.4.18 将 三 只 青蛙 放 在 正方 形 的 三 个 顶 
点 上 .每 一 分 钟 都 有 一 只 青蛙 会 越过 男 一 只 青 
蛙 ， 使 得 “被 跨越 者 ”正好 位 于 “跳跃 者 ” 行 
走 线段 (线段 的 两 端正 好 是 跳跃 着 的 起 跳 点 和 
着 陆 点 ) 的 中 点 .能 否 有 一 只 青蛙 到 达 这 个 正 
方形 在 初始 状态 时 没有 青蛙 的 那个 顶点 ? 
题 3.4.19 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 1999) 一 
把 锁 有 16 把 钥匙 ， 排 成 4 x 4 行列 .每 把 钥 
是 定位 为 竖 直 或 者 水 平方 向 ,为 了 打开 锁 ， 每 
把 钥匙 必须 都 是 竖 直 方向 ， 如 果 改 变 一 把 钥匙 
的 方向 ， 那么 与 它 处 在 同一 行 和 同一 列 的 所 有 
钥匙 都 会 自动 改变 方向 ( 见 下 图 ). 证 明 : 不 
管 开 始 时 各 把 钥匙 的 方向 如 何 ， 总 可 以 打开 这 
把 锁 . 〈 每 次 只 能 转动 一 把 钥匙 . ) 





















































题 3.4.20 一 个 绰 恶 的 巫师 囚禁 了 64 个 数学 
极 客 ， 有 巫师 说 : “明天 我 要 你 们 排 成 一 列 ， 给 
每 人 头 上 戴 一 顶 帽 子 ， 这 些 帽子 被 染 成 白色 或 
者 黑色 你 们 能 够 看 见 你 们 前 面 的 人 的 帽子 ， 
但 是 看 不 见 你 们 自己 以 及 你 们 后 面 的 人 的 帆 
子 .〈 不 允许 转 头 . ) 我 一 开始 将 让 队 尾 的 人 猜 





自己 头 上 帽子 的 颜色 .如 果 猜 对 了 ， 他 将 得 到 
一 块 甜 饼 ; 如 果 猜 错 了 ， 我 就 杀 了 他 . 然后 接 
着 问 队 里 的 下 一 个 人 , 依次 下 去 . 你们 只 有 在 
轮 到 回答 时 才能 说 “ 黑 ” 或 “ 白 ', 在 其 他 时 候 
禁止 相互 交流 . 虽然 你 们 不 能 看 到 排 在 你 们 后 
面 的 人 头 上 的 帽子 , 但 是 可 以 听 到 他 们 的 回答 
正确 与 否 .” 

这 些 极 客 可 以 在 严酷 的 考验 开始 之 前 制 
定 一 个 策略 .请问 最 多 能 够 保证 几 个 极 客 存活 
下 来 ? 

题 3.4.21 同胞 竞争 ， 假 设 有 无 限 多 的 台球 ， 
每 个 球 都 有 一 个 正 整数 编号 . 对 于 每 个 正 整 数 ， 
都 有 无 限 多 的 具有 该 编号 的 球 . 

你 有 一 个 盒子 ， 里 面 有 很 多 ( 有 限 个 ) 这 
样 的 球 .〈 例如 , 盒子 里 可 能 有 六 个 #3 球 、 十 
二 个 #673 球 和 一 百 万 个 #2 球 . ) 你 的 目标 
是 清空 盒子 .你 每 次 可 以 取出 任何 一 个 球 . 但 
是 , 每 当 你 取出 一 个 球 ， 你 的 弟弟 就 会 得 到 一 
个 机 会 ， 他 可 以 在 盒子 里 放 人 任何 数量 有 限 的 
球 ， 只 要 每 个 球 的 编号 都 小 于 你 取出 的 球 的 编 
号 . 例如， 如 果 你 取出 一 个 #3 球 ， 你 的 弟弟 
可 以 放 入 50 个 #2 球 和 2013 个 #1 球 

但 是 ， 如 果 你 取出 一 个 #1 球 ， 你 的 弟弟 
就 不 能 放 入 任何 东西 , 因为 没有 编号 更 小 的 球 . 

是 否 有 可 能 在 有 限 的 时 间 内 清空 盒子 ? 


题 3.4.22 开始 有 一 个 格 点 . 每 秒 钟 我 们 可 以 
执行 以 下 操作 中 的 一 步 : 

1. 点 (X,Yy) 产生 点 (z 十 1,y 十 1). 

2. 如 果 z 和 vy 都 是 偶数 ， 则 点 (z,y) 产 
生 点 (x/2,y/2). 

3. 点 (z,9) 和 点 (9,2) 产生 态 (x, z). 


例如 , 如 果 开 始 时 为 点 (9, 1), 操作 #1 产生 新 
的 点 (10,2)， 然 后 操作 #2 产生 (5, 1)， 再 连 
续 9 次 执行 操作 #1 就 得 到 (14, 10) , 操作 #3 
使 得 (14, 10) 和 (10, 2) 产生 (14, 2) ， 等 等 
如 果 开 始 时 的 格 点 为 (7, 29), 请 问 最 终 能 否 产 
生 点 (3, 1999)? 


题 3.4.23 给 定 序列 1,2,…… ,100， 每 分 钟 除 
去 任意 两 个 数 久 和 w, 并 且 用 wv 十 十 v 的 值 
来 代替 . 显然 ，99 分 钟 之 后 将 只 剩 下 一 个 数 . 
请 问 这 个 数 依赖 于 我 们 的 选择 吗 ? 

题 3.4.24 证 明 无 法 找到 三 个 不 同 的 整数 
a,b,c 使 得 


(一 be 一 ccjl(c 一 oa)，(c 一 aa 一切 


题 3.4.25 (汤姆 : 赖 克 ) 给 定 集合 {3, 4, 12}， 
可 以 用 0.6a 一 0.85 和 0.8a 十 0.65 代替 集合 
中 的 任意 两 个 数 a 和 b.， 请问 能 否 将 集合 转变 
成 {4,6,12}? 

题 3.4.26 两 个 人 轮流 分 割 一 块 6 x 8 巧克力 
块 . 每 次 分 割 必须 沿 着 小 方 格 的 边界 并 且 只 能 
是 直线 . 例如 ， 你 可 以 把 原始 的 巧克力 块 分 割 
成 6x2 和 6x6 两 块 而 后 者 又 可 以 分 割 
成 1x6 和 5x6 两 块 .最 后 分 割 巧 克 力 的 人 
获胜 (可 以 吃 这 块 巧 克 力 ) ， 先 分 割 或 后 分 割 
的 人 是 否 存在 获胜 策略 ? 一 般 情况 ( 开始 时 是 
mm xn 巧克力 块 ) 又 怎么 样 呢 ? 

题 3.4.27 考虑 一 行 2n 个 方块 ， 它 们 被 交替 
染 成 黑色 和 白色 .一步 合 法 的 操作 包含 了 选择 
任意 多 个 连续 的 方块 (一 个 或 者 更 多 个 方块 ， 
但 是 若 选 择 多 个 方块 则 各 方块 必须 相 邻 ， 也 就 
是 说 不 允许 有 “间隙 ”) ， 并 且 改 变 它 们 的 颜 
色 . 使 整 行 方块 都 变 为 同 种 颜色 的 最 少 操作 步 
又 数 是 多 少 ? 显然 , n 步 操作 可 以 做 到 (例如 ， 
改变 第 1 块 的 颜色 ,然后 第 3 块 , 依次 下 去 )， 
但 是 你 能 做 得 比 这 更 好 吗 ? 

题 3.4.28 若 开 始 时 为 一 个 2n x 2n 的 “国际 
象棋 棋盘 ”， 合 法 的 操作 包含 选择 任意 一 个 子 
和 矩形 并 且 改 变 它 们 的 颜色 ,请 回答 上 题 的 问题 . 
题 3.4.29 证 明 : 如 果 房 屋内 每 个 房间 都 有 偶 
数 扇 门 ， 那 么 房屋 的 外 部 人 口 也 有 偶数 扇 门 . 


题 3.4.30 体重 都 是 整数 的 23 个 人 决定 要 中 
足球 ,分 成 每 队 11 人 的 两 队 ,再 加 上 一 个 裁判 . 
为 了 保证 公平 ， 分 好 的 两 个 队 的 总 体重 必须 一 
致 .已 知 无 论 选 择 哪 个 人 当 裁 判 ， 这 一 点 总 可 
以 做 到 .证 明 这 23 个 人 的 体重 一 定 都 相同 . 
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题 3.4.31 考虑 三 维 空间 的 9 个 格 点 . 证 明 
存在 一 个 格 点 位 于 某 两 个 格 点 连 线段 的 内 部 . 
题 3.4.32 某 一 数列 的 前 6 项 是 0, 1, 2, 3, 4, 5. 
后 面 的 每 一 项 都 是 之 前 6 项 的 和 的 个 位 数 . 也 
就 是 说 , 第 7 项 是 5( 因 为 0 十 1 十 2 十 3 十 4 十 5 
二 15), 第 8 项 是 0( 因 为 1+2 十 3 十 4 十 5 十 5 
二 20 )， 以 此 类 推 . 问 : 子 序列 1,3,5,7,9 有 
没有 可 能 出 现在 数列 中 的 某 个 位 置 ? 

题 3.4.33 康 威 棋子 问题 ( 例 3.4.16 ) 的 解法 
着 实 巧妙 ， 几 乎 像 是 作弊 . 为 什么 不 能 将 点 C 
赋予 其 他 值 呢 ， 比 如 101%? 而 这 将 会 导致 你 
无 法 完成 解 题 ， 出 了 什么 问题 ? 

题 3.4.34 确保 真 的 理解 了 例 3.4.10 的 做 法 . 
例如 ， 问 题 中 确切 用 到 了 多 少 次 铝 笼 原理 ? 阅 
读 完 解答 之 后 ， 看 看 你 能 不 能 很 好 地 向 别人 
(一 些 能 问 聪 明 问 题 的 人 ) 讲解 . 如 果 你 解答 
得 不 能 令 人 满意 ， 那 么 回 过 头 去 重新 阅读 解 
答 过 程 ， 摘 下 关键 步 又， 发 现 并 解决 相关 问题 
等 .扎实 地 理解 这 个 例题 将 对 你 解决 下 个 问题 
有 帮助 . 

题 3.4.35 (IMO 1978) 一 个 国际 组 织 包含 
了 来 自 6 个 不 同 国家 的 成 员 . 成 员 名 单 上 有 
1978 个 名 字 , 编号 为 1, 2,… ,1978. 证 明 : 至 
少 有 一 个 成 员 , 他 的 编号 正好 是 与 他 来 自 同一 
个 国家 的 另外 两 个 成 员 编 号 的 和 ,或 者 是 某 个 
与 他 来 自 同 一 个 国家 的 成 员 编号 的 两 倍 . 

题 3.4.36 (中 国 台 湾 1995) 考虑 一 个 操作 ， 




















它 将 一 个 8 项 的 数列 zi, zx2,… ,zs 转变 成 一 
个 新 的 8 项 的 数列 
|z2 Z1|,|73 EE T2|, 2 |zs 二 Z7|， lz zsl. 


找到 所 有 具有 如 下 性 质 的 8 项 整数 序列 ， 即 
经 过 有 限 步 操作 ， 数 列 中 只 留 下 一 个 数 ， 即 所 
有 的 项 都 相等 . 

题 3.4.37 欧 拉 公式 . 考虑 多 面体 P. 我 们 希 
望 证 明 vw 一 e 十 f = 2， 其 中 w,e,f 分别 代表 





PP 的 顶点 、 棱 、 面 的 数量 .想象 P 由 白色 橡 
胶 制 成 ， 楼 画 成 黑色 ， 顶 点 画 成 红色 .小 心切 


去 一 个 面 (但 不 移 去 任何 点 和 楼 ) ， 然 后 将 新 
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形成 的 物体 展开 成 一 个 平面 例如， 下 面 就 是 
立方 体 经 过 “手术 ”后 的 样子 : 


现在 我 们 要 证 明 , 对 于 新 的 图 形 ,v 一 e 十 人 = 1. 
为 此 ,我 们 开始 一 次 移 去 一 条 楼 和 (或 ) 一 个 
顶点 ， 这 对 v 一 e 十 了 的 值 有 什么 影响 呢 ? 最 
终 会 怎么 样 呢 ? 


题 3.4.38 保加利亚 纸牌 . 从 一 堆 或 多 堆 有 
限 数量 的 豆子 开始 .每 一 轮 ， 从 每 堆 中 取出 一 
个 豆子 ， 并 形成 新 的 一 堆 . 一 直 玩 下 去 ， 直 到 
重复 例如， 如 果 从 分 成 3,5 两 堆 的 8 个 豆 
子 开始 ， 那 么 演化 过 程 将 是 3,5 一 2,2,4 一 
1, 1,3,3 一 2,2,4. 注意 , 这 是 两 项 的 重复 . 然 
而 , 如 果 从 分 成 3, 3 两 堆 的 6 个 豆子 开始 , 演 
化 将 以 1,2,3 结束 ， 然 后 停留 在 那里 : 一 个 
“不 动 点 ”. 证明: 当 并 且 仅 当 开始 时 豆子 的 数 
量 是 一 个 三 角 数 时 , 不 管 豆 子 是 如 何 成 堆 排 列 
的 ， 最 终 都 将 结束 于 不 动 点 . 


魔术 


不 变量 可 以 用 于 变 魔术 . 观众 看 着 一 个 对 
象 以 一 种 看 似 随 机 的 方式 演变 ， 却 不 知道 该 对 
象 的 某 些 方面 保持 不 变 . 这 里 有 两 个 例子 
题 3.4.39 看 到 的 手指 ， 一 个 蒙 着 眼睛 的 魔 
术 师 走 到 一 张 桌子 前 ， 桌 上 放 着 一 些 纸牌 ， 有 
的 正面 朝 上 ， 有 的 正面 朝 下 ， 魔 术 师 只 知道 有 
17 张 纸牌 是 正面 朝 上 的 .她 拿 起 纸牌 ， 手 放 


到 背后 去 做 一 些 事情 , 现在 奇迹 般 地 把 纸牌 排 
列 成 两 堆 , 每 堆 都 有 相同 数量 的 正面 朝 上 的 纸 
牌 。 她 是 如 何 做 到 的 ? 这 与 第 22 页 题 2.1.20 
有 什么 关系 ? 


题 3.4.40 赫 默 洗 牌 . 赫 默 洗 牌 ( 以 魔术 师 鲍 
勃 : 赫 默 的 名 字 命 名 ) 是 在 一 共 纸 牌 上 进行 的 ， 
由 两 个 操作 组 成 ， 首先， 前 两 张 牌 作为 一 个 整 
体 翻 转 ， 因 此 ， 如 果 这 秋 牌 的 顶部 是 面 朝 上 的 
方块 7 和 面 朝 下 的 梅花 K， 那 么 现在 是 面 朝 
上 的 梅花 K 和 面 朝 下 的 方块 7. 然后 切 牌 , 也 
就 是 将 顶部 的 任意 数量 的 纸牌 作为 一 个 整体 
放 在 这 羞 牌 的 底部 ( 不 改变 纸牌 的 朝向 ). 例 
如 ， 如 果 纸 牌 从 上 到 下 编号 为 1 到 n， 则 在 切 
前 开张 牌 后 , 新 的 第 1 张 牌 是 旧 的 第 十 1 张 
牌 ， 新 的 第 2 张 牌 是 旧 的 第 天 十 2 张 牌 ， 旧 的 
第 1 张 牌 是 新 的 第 (n 一 十 1) 张 牌 , 以 此 类 推 . 

(a) 近乎 完美 的 读 心术 ? 魔术 师 给 参与 者 
从 A 到 10 按 顺序 排列 的 10 张 牌 ， 所 有 牌 都 
面向 同一 方向 .参与 者 进行 几 次 赫 默 洗 牌 ， 彻 
底 打 乱 牌 . 魔术 师 蒙 上 眼睛. 然后， 参与 者 开 
始 依 次 读 出 这 苹 打 乱 的 纸牌 ,告诉 魔术 师 这 是 
什么 牌 . 魔术 师 能 猜 出 纸牌 是 正面 朝 上 还 是 正 
面 朝 下 ， 准 确 度 几乎 完美 无 瑕 ( 比 随机 猜测 的 
50% 的 正确 率 好 得 多 ) 这 是 如 何 做 到 的 ? 

(b) 同花顺 赫 默 .魔术 师 拿 了 大 约 半 副 牌 ， 
展示 给 被 邀请 洗 牌 的 参与 者 . 魔术 师 随 机 地 打 
乱 牌 面 方向 (正面 朝 上 或 朝 下 ). 然后 魔术 师 
邀请 参与 者 用 几 次 赫 默 洗 牌 把 牌 打 乱 .接着 魔 
术 师 把 牌 分 成 两 厂 ， 再 把 它们 放 在 一 起 ， 然 后 
展开 这 些 牌 . 正好 5 张 牌 正面 朝 下 . 它们 奇迹 
般 地 形成 了 同花顺 ! 这 是 如 何 做 到 的 ? 
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交叉 (首次 出 现在 第 51 页 ) 就 是 用 巧妙 的 方式 联系 两 个 或 更 多 个 不 同 数学 分 
支 的 方法 .在 这 一 章 中 ,我们 将 介绍 三 种 最 常用 的 交叉 : 图 论 、 复 数 和 生成 函数 . 

这 三 个 课题 的 内 容 都 非常 丰富 , 在 这 里 我 们 只 讨论 其 中 最 浅显 的 内 容 . 我 们 的 
叙述 将 结合 阐述 与 问题 ， 以 供 读 者 思考 .也许 你 会 发 现 , 先 阅读 第 5-7 章 , 或 者 将 
这 3 章 与 本 章 一 起 阅读 ， 会 更 加 有 趣 ， 因 为 下 面 的 一 些 例 子 中 隐 含 了 相对 错 毕 复 
杂 的 数学 问题 . 

这 一 章 的 结尾 不 是 交叉 战术 ， 而 是 我 们 最 喜欢 的 “园地 ”一 一 组 合 游戏 的 精彩 
世界 的 介绍 . 


4.1 图 论 


尔 它 们 是 相 邻 顶点 . 并 且 约 定 , 图 中 不 包含 多 重 边 〈 两 条 或 者 更 多 条 边 连 接 相同 的 
两 个 顶点 ) 和 环 ( 连接 一 个 顶点 到 它 自 身 的 边 ). 假如 图 中 出 现 了 多 重 边 或 者 环 ， 
那么 我 们 称 之 为 多 重 图 .在 下 图 中 ， 左 侧 的 是 一 个 图 ， 右 侧 的 则 是 一 个 多 重 图 . 


ND 


大 家 已 经 见 过 图 的 很 多 例子 . 积极 行为 问题 (第 18 页 例 2.1.9 ) 可 以 被 重新 叙 
述 成 如 下 有 关于 图 的 问题 . 


任意 给 定 一 个 图 ， 证明 一 定 可 以 通过 如 下 方式 将 其 顶点 染 成 黑色 和 
白色 : 每 个 白色 点 的 黑色 相 邻 顶点 个 数 不 少 于 它 的 白色 相 邻 顶点 的 个 
数 ， 反 之 亦 然 . 


同样 ， 握 手 问题 (1.1.4 ) 以 及 画廊 问题 (2.4.3 ) 的 解答 都 可 以 重新 表示 为 图 的 问 
题 ， 而 不 仅仅 是 人 与 握手 或 者 管道 网 络 的 问题 . 
由 此 发 现 图 论 在 解 题 中 有 着 令 人 称奇 的 作用 . 只 要 是 隐 含 了 “物体 ”之 间 “ 关 








系 ”的 情形 都 可 以 转化 为 图 ， 图 中 的 顶点 就 是 “物体 ”"， 如 果 对 应 的 物体 是 “相关 
的 ”， 我 们 就 用 边 把 它们 连接 起 来 ， 这 里 的 关系 是 必须 是 相互 的 (如 果 z 与 y 相 
关 ， 那 么 y 必须 与 x 相关 ). 
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如 果 你 还 不 相信 ， 请 看 下 面 的 问题 ， 请 不 要 立即 阅读 分 析 过 程 . 

例 4.1.1 (USAMO 1986) 在 某 次 报告 会 上 , 有 五 位 数学 家 每 人 都 恰好 睡 了 两 
次 .对 任意 两 位 数学 家 ， 总 有 某 一 时 刻 他 们 都 在 睡觉 证明: 存在 某 个 时 刻 ， 他 们 
中 有 三 个 人 都 在 睡觉 . 

部 分 解答 我 们 将 五 位 数学 家 分 别 记 为 4, B， 3 
C, D, 巨 ， 设 他 们 睡觉 的 时 间 区 间 分 别 为 41, 42， BI 
B1, Ba 等 . 现在 我 们 定义 一 个 图 , 它 的 10 个 顶点 
分 别 代 表 这 些 时 间 区 间 ， 如 果 两 个 时 间 区 间 有 交 
集 就 用 边 把 它们 连接 .数学 家 两 两 配对 的 情况 共 ”已 
有 (3) = 10 种 ,? 所 以 这 个 图 一 定 至 少 有 10 条 边 . 

这 里 是 其 中 一 个 例子 ,具体 情况 为 数学 家 4 的 第 0 
一 次 睡觉 区 间 与 C 的 第 一 次 睡觉 区 间 以 及 马 的 Di 

第 二 次 睡觉 区 间 有 交集 ， 等 等 ， 注 意 ， 由 于 每 个 
数学 家 都 睡 了 两 次 觉 ， 所 以 4; 和 4 不 能 用 边 
连接 ，B; 和 Bs 也 不 能 …… 

这 个 特殊 的 图 包含 了 一 个 回路 ?C1A1E2BoC1， 回 路 是 有 用 的 ， 因 为 它 限制 了 
睡觉 的 相交 区 间 ， 通 过 “ 堆 项 ”这 些 区 间 可 以 很 容易 发 现 这 一 点 ， 下 图 所 示 的 是 一 
种 可 能 性 . 时 间 由 水 平 线 来 度量 . 我 们 发 现 每 个 睡觉 区 间 都 要 与 竖 直 方向 上 的 相 邻 
区 间 交 邯 . 




















B» 


41 
Cl 





我 们 将 证 明 必 有 三 个 不 同 的 区 间 会 交付， 因为 C' 和 Bs 交合， 且 Ci 和 Ai 交付， 
如 果 B。 和 41 在 C1 内 部 交 闭 则 得 证 .如 果 它 们 不 交 钱 ( 就 像 上 面 的 例子 )， 在 
B2 的 末尾 和 A1 的 开头 之 间 就 会 存在 一 段 空隙 .然而 ，B2 必须 跨越 这 段 空隙 ， 
为 它 与 B。 和 A1 都 交 炙 ， 因 此 ，01, Bo, Fo 交合 ( 同 理 ，O1, Bo, hi 交合 ). 

这 个 论述 包含 了 一 个 4 阶 回路 (回路 中 有 4 个 点 ) 但 是 更 进一步 的 思考 ( 请 
拿 出 纸 做 些 试验 ) 就 会 发 现 这 对 任意 有 限 长 度 的 回路 都 适用 .因此 该 问题 能 简化 
为 一 个 “ 纯 ” 图 论 问题 : 


如 果 一 个 图 包含 10 个 顶点 和 10 条 边 ， 它 是 否 一 定 存 在 回路 ? 





@ 如 果 你 不 理解 (>) ， 请 参阅 6.1 节 . 
@ 通路 开始 于 一 个 顶点， 结束 于 一 个 项 点， 其 中 只 允许 从 一 个 顶点 移动 到 相 邻 顶 点 ， 换 名 话说 ， 沿 着 边 进行 “ 旅 
行 ”， 路 径 是 没有 重复 顶点 的 通路 ， 回 路 是 一 个 通路 ， 其 中 唯一 重复 的 顶点 是 开始 和 结束 顶点 
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连通 性 和 回路 
既然 已 经 看 到 图 论 是 如 何 完 全 转化 问题 的 ， 我 们 就 应 该 研究 有 关 图 的 一 些 简 


事实 ， 此 事实 通常 叫 作 握手 引 理 〈 如 果 需 要 提示 ， 请 重新 阅读 第 89 页 例 3.4.7 ) . 
在 任何 图 中 ， 所 有 顶点 的 度 的 总 和 等 于 边 数 的 两 倍 . 
如 果 图 中 任意 两 个 顶点 之 间 都 有 一 条 通路 ， 则 这 个 图 是 
连通 的 . 如果 一 个 图 不 是 连通 的 ， 那 么 总 可 以 将 它 分 解 为 若 < 
干 个 连通 分 支 . 例如 , 右 图 有 10 个 顶点 ,11 条 边 , 2 个 连通 
分 支 ， 观察 发 现 握手 引 理 并 不 要 求 连通 性 .在 这 个 图 中 ， 项 
点 的 度 分 别 为 (从 左 到 右 ， 从 上 到 下 ) 1,2,1,1,3,3,2,4,3,2. 
总 和 为 22 = 2 x 11. 
一 个 不 含 回路 的 连通 图 叫 作 树 . 2? 举 个 例子 , 右边 的 8 个 


为 叶子 . 2 
当然 了 ， 每 棵 树 都 必须 有 叶子 看 上 去 才 合理 . 事实 上 ， 
包含 两 个 或 者 两 个 以 上 顶点 的 树 至 少 有 两 片 叶 子 . 
不 严格 地 说 ， 这 是 显而易见 的 .因为 树 没 有 回路 ， 所 以 它 一 
定 包 含 了 起 点 和 终点 不 同 的 路 径 . 这 两 个 顶点 度 都 为 1. 但 
是 这 样 说 有 点 含糊 .下 面 是 一 个 用 极端 原理 和 反 证 法 论述 的 严格 证 明 . 

给 定 一 棵 树 , 任意 取 一 个 顶点 . 现在 考虑 通过 这 个 顶点 的 所 有 路 径 并 取 其 中 最 
长 的 ， 也 就 是 说 ,这 条 路 径 包 含 的 顶点 最 多 .因为 这 是 一 棵 树 , 没有 回路 ， 所 以 这 
里 不 存在 问题 一 一 没有 一 条 路 径 可 以 回 到 起 点 . 并 且 , 树 是 连通 的 ， 可 以 确保 能 够 
找到 这 样 的 路 径 . 

设 已 := ziz2…2zn 为 最 长 的 路 径 ， 其 中 x; 表示 顶点 .我 们 断言 zx: 和 zn 的 
度 都 是 1. 假设 zi 的 度 大 于 1. zi 的 相 邻 顶点 中 包括 了 顶点 za 和 yy， 显然 , y 不 
可 能 是 za za,… ,zw 中 的 任何 一 个 ， 因 为 这 会 导致 回路 出 现 ! 但 是 如 果 y 不 是 它 
们 中 的 一 个 ， 我们 就 能 构造 一 个 更 长 的 路 径 yzizz…zn， 这 与 PP 最 长 的 路 径 假 设 


矛盾 .因此 d(z1) = 1， 类 似 地 可 以 证 明 d(x) = | | 
一 个 连通 图 什么 时 候 是 一 棵 树 呢 ? 直观 上 看 ， 对 树 而 言 ， 相 对 于 顶点 ， 边 的 数 


量 是 很 少 的 ， 实 际 上 ， 试 验 ( 尝试 看 看 ! ) 很 确凿 地 表明 
对 树 而 言 ， 边 的 数量 正好 比 顶 点 的 数量 少 1. 
@ 一 个 不 含 回路 的 非 连通 图 叫 作 森 林 ， 它 的 每 个 连通 分 支 就 是 一 棵 树 
@ 这 个 术语 并 不 是 很 标准 ， 习 惯 上 指定 某 个 顶点 为 “ 根 ”， 根 的 度 可 能 是 1 也 可 能 不 是 1， 这 种 “有 根 树 ”形成 了 
一 套 完整 的 理论 ， 这 在 计算 机 科学 上 很 重要 ， 但 是 这 里 就 不 作 讨论 了 ， 详 情 见 文献 [34]. 
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这 个 猜想 是 数学 归纳 法 的 自然 结论 .对 顶点 的 数量 v 进行 归纳 ， 由 w= 2 开 
始 . 这 棵 只 有 两 个 顶点 的 树 由 一 条 边 连接 两 个 顶点 组 成 ， 所 以 基础 情形 是 正确 的 . 
现在 假设 所 有 含 v 个 顶点 的 树 正好 有 v 一 1 条 边 . 考虑 一 棵 有 二 1 个 顶点 的 树 了 ， 


以 及 由 它 延 伸 出 来 的 边 ， 剩 下 的 是 什么 ”一 个 仍然 是 连通 的 有 v 个 顶点 的 图 〈 因 
为 了 是 连通 的 ， 除 去 一 片 叶子 不 会 使 它 不 连通 )， 并 且 也 没有 回路 〈 因为 了 没有 
回路 ， 除 去 一 片 叶 子 也 无 法 创造 回路 ). 因此 新 的 图 也 是 一 棵 树 . 由 归纳 假设 ， 它 





一 定 有 vw 一 1 条 边 . 所 以 三 有 uv 一 1+1=v 条 边 . 图 
题 4.1.2 推广 上 面 的 结论 ， 证 明 : 一 些 分 离 的 树 的 聚合 (当然 就 是 森林 ) 有 
k 个 连通 分 支 、e 条 边 、vwv 个 顶点 ， 那 么 e= 二 vv 一. 


题 4.1.3 证 明 : 
如 果 一 个 图 有 e 条 边 、v 个 顶点 , 且 e 之 v, 那么 这 个 图 一 定 包含 回路 . 
注意 : 这 与 图 是 否 连 通 没 有 关系 . 
现在 我 们 回头 再 思考 例 4.1.1， 即 关于 数学 家 睡觉 的 问题 ， 这 个 问题 的 图 含有 
10 条 边 和 10 个 顶点 . 由 题 4.1.3， 它 一 定 包含 回路 . 
欧 拉 通路 和 哈密 顿 通路 
第 22 页 题 2.1.24 有 一 个 简单 的 图 论 归 纳 : 


找 出 一 个 连通 图 (或 者 多 重 图 ) 能 够 被 一 条 通路 遍历 且 每 条 边 恰 好 
被 遍历 一 次 的 条 件 . 


为 了 纪念 首次 正式 研究 图 论 的 18 世纪 瑞士 数学 家 欧 拉 ， 这 样 的 通路 就 叫 作 欧 拉 通 
路 .下面 是 两 个 出 现在 题 2.1.24 中 的 例子 ， 以 及 第 三 个 例子 (一 个 多 重 图 ) . 


RH SS CS 


图 A 和 图 C 有 一 条 欧 拉 通路 ， 但 是 图 B 没有 . 此 外 ,图 A 的 欧 拉 通路 不 是 闭合 
的 : 它 必须 在 顶点 1 和 2 处 开始 和 结束 .我 们 称 之 为 欧 拉 迹 . 图 C 的 欧 拉 通路 是 


闭合 的 : 起 点 可 以 是 任何 顶点 ， 并 且 结 束 于 起 点 .， 称 之 为 欧 拉 圈 . ? 
如 果 你 画 了 足够 多 的 图 ( 以 及 多 重 图 ), 一 定 会 不 可 避免 地 关注 奇数 度 的 顶点 . 


设 " 是 具有 欧 拉 通路 的 图 中 度 是 奇数 的 顶点 .存在 三 种 情况 : 


@ 与 路 径 (没有 重复 顶点 的 通路 ) 不 同 ， 迹 是 没有 重复 边 的 通路 .闭合 的 迹 〈 起 始 和 终止 顶点 相同 ) 称 为 圈 ， 我 用 
来 记录 路 径 、 迹 、 回 路 、 圈 等 术语 的 助 记 方 法 是 想到 电影 “ 卫 . T.”， 因 此 迹 涉 及 边 ， 而 圈 是 迹 . 注意， 所 有 的 回 
路 都 是 圈 ， 但 是 反 过 来 并 不 成 立 . 
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1. 通路 可 以 从 v 开始 . 

2. 通路 可 以 到 vw 结束 . 

3. 通路 开始 和 结束 都 在 其 他 顶点 ， 或 者 是 一 个 封闭 通路 ( 没有 起 始 和 结束 ) . 
这 是 不 可 能 的 ， 因 为 无 论 什 么 时 候 只 要 通路 沿 着 一 条 边 达 到 v， 它 就 一 定 要 沿 另 外 
一 条 边 离开 v， 这 就 意味 着 d(v) 是 偶数 

因此 如 果 一 个 图 有 一 条 欧 拉 通 路 ， 它 一 定 没 有 奇数 度 的 顶点 或 者 有 两 个 奇数 
度 的 顶点 ， 事 实 上 ， 这 也 是 一 个 充分 必要 条 件 ， 更 准确 地 来 讲 ， 


一 个 连通 图 (或 者 多 重 图 ) 拥有 一 条 欧 拉 通路 当 且 仅 当 它 有 0 个 
或 者 两 个 奇数 度 的 顶点 .在 前 面 的 情况 下 ， 通 路 是 一 个 较 ， 在 后 面 的 情 
况 下 ， 通 路 一 定 开 始 和 终止 于 这 两 个 奇数 度 的 顶点 


可 以 用 〈 强 ) 归纳 法 证 明 这 个 结论 ,实际 上 , 下面 的 讨论 可 以 很 容易 地 改写 成 用 归 
纳 法 证 明 的 形式 . 但 是 介绍 一 种 新 的 证 明 方 法 会 更 有 指导 性 一 一 一 个 算法 证 明 , 在 
这 个 算法 证 明 中 我 们 给 出 分 析 欧 拉 通 路 的 一 般 方 法 . 

首先 考虑 恰好 有 两 个 奇数 度 的 顶点 的 图 , 将 这 两 个 顶点 分 别 记 为 s 和 f. 尝试 
从 s 开始 单纯 地 画 一 条 欧 拉 通 路 .随机 进行 遍历 ,我 们 不 会 迷路 : 如 果 到 达 了 一 个 
偶数 度 的 顶点 , 那么 我 们 一 定 可 以 离开 它 , 并 且 与 这 个 顶点 相连 的 尚未 遍历 的 边 不 
是 0 条 就 是 还 有 偶数 条 ， 而 在 后 者 情况 下 稍 后 还 是 可 以 将 其 遍历 . 

但 是 这 个 办 法 行 不 通 . 考虑 右边 的 图 〈 实 
际 上 这 是 一 个 多 重 图 , 但 是 现在 我 们 用 “图 ”这 
个 术语 也 不 会 引起 混淆 ) . 边 用 大 写字 母 标记 ， 





照 顺序 4, B,C, 也 ,五 ,已 G, 万 进行 遍历 ， 会 怎 
么 样 呢 ? 我 们 将 会 被 困 在 顶点 f/， 没 有 路 可 以 
“撤退 ”去 遍历 其 他 的 边 . 在 这 种 情况 下 ， 让 我 
们 临时 先 移 去 已 经 壳 历 过 的 边 . 这 样 就 剩 下 一 个 包含 边 了 ,J,K, 工 的 子 图 . 这 个 子 
图 有 4 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 都 是 偶数 .因为 原来 的 图 是 连通 的 ， 所 以 子 图 与 移 
去 的 一 些 边 “交叉 ” ， 例 如 ， 在 顶点 v 就 是 这 样 . 现在 从 顶点 w 开始 ， 将 “单纯 ” 
算法 应 用 在 子 图 上 , 按 顺 序 岂 天 ,了 ,了 工 遍历 ,最 后 回 到 顶点 v 结束 .这 并 不 是 偶然 ， 





所 以 现在 可 以 对 原来 的 路 径 进 行 “ 重 造 手术 ”， 从 而 得 到 整个 图 的 欧 拉 通路 
1. 跟前 面 一 样 ， 由 s 开始 ， 沿 着 边 4, B, C 遍历 直到 到 达 顶 点 久 . 

2. 现在 沿 着 子 图 ( 边 J,K, L, 了 ) 遍历 ， 回 到 顶点 久 . 

3. 沿 着 边 D, B, 已 G, HH 完成 剩 下 的 遍历 ， 到 达 顶 点 f. 
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这 个 方法 是 通用 的 .可 能 要 重复 步骤“ 移 去 已 遍历 的 边 和 遍历 子 图 ”好 几 次 
(因为 在 还 没有 遍历 完 子 图 的 所 有 边 时 我 们 可 能 已 经 被 困 在 出 发 点 了 )， 但 是 因为 
图 是 有 限 的， 所 以 最 终 可 以 完成 . 图 

题 4.1.4 如 果 你 不 相信 上 面 的 论断 ， 在 下 面 的 多 重 图 上 尝试 这 个 算法 .这样 
你 就 会 理解 这 个 算法 了 . 


题 4.1.5 有 向 图 是 给 定 每 条 边 一 个 方向 (通常 用 箭头 表示 ) 的 图 (或 多 重 
图 )， 换 句 话 说， 有 向 图 就 像 单 行道 组 成 的 网 络 . 找 出 有 向 图 或 有 向 多 重 图 具有 
欧 拉 通路 的 充分 必要 条 件 . 

欧 拉 迹 的 “对 偶 ” 就 是 哈密 顿 路 径 〈 根据 19 世纪 爱尔兰 数学 家 命名 )， 即 每 
个 顶点 仅 被 遍历 一 次 的 路 径 . 如 果 路 径 是 封闭 的 ,就 叫 作 哈密 顿 回路 .虽然 欧 拉 通 
路 拥有 一 套 “ 完 整 的 理论 ”， 但 是 人 们 对 哈密 顿 路 径 却 知之 甚 少 . 到 目前 为 止 ， 哈 
密 顿 路 径 的 充分 必要 条 件 还 未 知 . 这 很 不 幸 ， 因 为 很 多 实用 问题 都 要 涉及 哈密 顿 路 
径 . 例如 ,给 一 群 人 在 圆桌 旁 安排 座 位 ,使 得 没有 人 上 坐 在 他 不 喜欢 的 人 旁边 .我 们 
就 构造 一 个 图 ， 人 们 就 是 图 上 的 顶点 , 将 朋友 用 边 连 接 . 如 果 存 在 一 条 哈密 顿 路 径 
的 话 , 就 给 了 我 们 一 个 排 座 位 计划 . 许多 涉及 网 络 路 径 时 序 安排 和 最 优化 的 问题 都 
可 以 转化 为 寻找 哈密 顿 路 径 的 问题 . 

下 面 给 出 了 一 个 非常 弱 的 命题 ， 它 是 哈密 顿 路 径 的 一 个 充分 条 件 . 

题 4.1.6 设 G 是 一 个 有 w 个 顶点 的 图 (不 是 多 重 图 ). 如 果 每 个 顶点 的 度 至 
少 是 v/2， 那 么 G 有 哈密 顿 回路 . 
这 个 结论 很 弱 ， 因 为 假设 条 件 太 强 了 . 例如 ,假设 G 有 50 个 顶点 ， 则 G 的 每 个 


我 建议 你 自己 证 明 题 4.1.6， 提示: 你 要 做 的 前 几 件 事 情 之 一 是 根据 假设 条 件 
证 明 G 是 连通 的 . 
两 位 登山 者 


我 们 的 目的 并 不 是 使 读者 能 够 全 面 地 学 习 图 论 ， 而 仅仅 是 介绍 一 下 这 个 课题 ， 
从 而 提供 一 个 解决 问题 的 新 技巧 ， 并 使 你 们 在 可 能 的 情况 下 能 够 敏锐 地 思考 如 何 
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将 一 个 问题 转化 成 图 论 问 题 . 如 果 你 希望 更 多 了 解 这 一 主题 ， 有 很 多 文献 可 以 参 
阅 ，[13], [26], [34] 都 是 不 错 的 选择 (尤其 是 [13] ) . 

我 们 以 一 个 经 典 问题 来 结束 本 节 ， 这 个 问题 年 看 上 去 与 图 论 并 没有 关系 . 

例 4.1.7 ”两 位 登山 者 . 两 个 人 位 于 山脉 的 两 端 ， 处 于 同一 海拔 高 度 ， 如果 整 
个 山脉 永远 不 会 降低 到 这 一 起 始 海拔 高 度 以 下 ， 有 没有 可 能 这 两 个 人 治 着 山脉 走 ， 
最 后 都 到 达 对 方 的 出 发 点 ， 并 且 他 们 一 直 处 于 相同 的 海拔 高 度 上 ? 

分 析 下 图 是 “山脉 ”的 一 个 例子 . 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 它 是 “分 段 线性 的 ”， 
也 就 是 说 ， 由 若干 段 直 线段 组 成 的 ， 两 个 人 的 初始 位 置 由 两 个 圆 点 表示 . 


首先 , 这 看 起 来 并 不 难 . 只 要 人 允许 往 回 走 ,那么 保持 在 同一 海拔 高 度 上 对 这 两 个 人 
来 说 很 容易 . 让 我 们 用 字母 来 标记 那些 山脉 上 的 “有 趣 ” 位 置 〈《 与 山峰 和 低谷 处 于 
同一 海拔 高 度 的 位 置 ) . 





黑色 圆 点 从 a 走 到 c， 同 时 ， 白 色 圆 点 从 s 走 到 94， 接着 ， 黑 色 圆 点 从 c 往 回 走 
到 5， 同时 ,白色 圆 点 从 g 走 到 2， 等 等 ， 很 容易 就 可 以 写 出 向 前 走 和 向 后 走 的 步 
又 的 精确 序列 . 

但 是 为 什么 这 样 就 行 了 呢 ? 我 们 如 何 保证 这 样 做 总 是 行 得 通 , 甚至 对 很 复杂 的 
《没有 低 于 初始 海拔 高 度 的 低谷 的 ) 山脉 也 可 行 呢 ? 在 往 下 阅读 之 前 , 请 花 点 时 间 试 
着 给 出 一 个 令 人 信服 的 证 明 . 这 并 不 容易 ! 这 样 你 就 会 更 加 喜欢 我 们 的 图 论 解答 了 . 

解答 与 上 图 类 似 ， 标 记 出 所 有 “有 趣 ” 的 位 置 . 我们 把 它 记 为 集合 T， 在 例 
子 中 了 工 = {a,b,c,…,s}.， 随 着 圆 点 的 移动 ， 可 以 将 其 联合 位 置 用 形 如 (z,y) 的 有 
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序 对 表示 ， 其 中 x 表示 黑色 圆 点 的 位 置 ，y 表示 白色 圆 点 的 位 置 .使 用 这 个 记 法 ， 
两 个 圆 点 的 运动 过 程 就 可 以 简 记 为 


(a,s) 3 (6,9) 3 (7) 一 (人 em) 一 人 0 一 全 (59)， 


其 中 最 后 的 (s, a) 表明 这 两 个 圆 点 最 终 交 换 了 位 置 . 

现在 定义 一 个 图 工 , 它 的 顶点 是 有 序 对 (x,y), 其 中 x,y eT 且 x 和 w 在 同一 海 
拔高 度 上 . 换 句 话说 , 上 的 顶点 包含 这 两 个 圆 点 有 可 能 到 达 的 所 有 情况 ， 虽然 可 
能 其 中 的 一 部 分 从 出 发 位 置 是 不 可 能 到 达 的 . 我 们 将 只 用 “一 步 ” 就 能 够 到 达 的 两 











(a,s) 和 (b,7) 以 及 (六 r) 和 (c,g). 下 面 是 工 的 一 张 不 完全 图 , 使 用 了 坐标 系 [ 所 以 
初始 状态 (a, s) 在 左上 角 ]. 这 张 图 遗漏 了 很 多 顶点 [例如 (a,a), (2 5), (c,c),… ]， 
而 且 并 不 是 所 有 连接 顶点 的 边 都 画 出 来 了 . 





a 


如 果 能 证 明 存 在 一 条 由 (a, s) 到 (s,a) 的 路 径 ， 命题 就 得 证 了 . [ 实际 上 ， 
为 这 个 图 是 对 称 的 ， 从 (a, s) 到 (j, 站 路 径 就 是 关键 所 在 . ] 请 验证 下 列 事实 . 


1. 图 工 上 度 为 1 的 顶点 只 有 (a,s) 和 (s, a). 
2. 如 果 一 个 顶点 是 (山峰 , 山峰 ), 那么 它 的 度 是 4. 例如 ，(e,m) 的 度 就 是 4. 
3. 如 果 一 个 顶点 是 ( 山峰 ， 和 斜坡 )， 那 么 它 的 度 是 2， 例 如 (e, 让 . 


4. 如 果 一 个 顶点 是 ( 斜坡， 斜坡 )， 那 么 它 的 度 是 2， 例 如 (d,n). 
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现在 考虑 工 中 包含 顶点 (a, s) 的 连通 分 支 ， 它 是 工 的 子 图 [ 不 是 整个 工 ， 
为 (9,9) 和 (gq,g) 是 孤立 的 ]。 由 握手 引 理 得 ， 这 个 子 图 所 有 顶点 的 度 之 和 肯定 
是 偶数 .因为 度 是 奇数 的 顶点 仅 有 两 个 ， 即 (a,s) 和 (s,a)， 所 以 这 个 子 图 一 定 包 


含 (s,a). 因此 从 (a,s) 到 (s,a) 就 有 一 条 路 径 . 


所 以 命题 得 证 . 


这 个 证 明 可 以 推广 到 任意 的 山脉 ， 
国 


在 最 后 ,我 们 通过 非常 简单 的 奇偶 性 分 析 就 解决 了 这 个 难题 . 当然 ,首先 要 构 
造 一 个 图 , 并 且 关 键 是 要 很 巧妙 地 定义 它 的 顶点 和 边 . 这 个 例子 的 主旨 就 是 : 几乎 


所 有 的 东西 都 可 以 用 图 来 分 析 ! 


问题 与 练习 





在 这 些 问 题 中 ， 除 非 有 特殊 说 明 ， 图 都 不 是 多 重 图 (没有 环 和 多 重 边 ) 


题 4.1.8 证 明 每 个 图 都 含有 度 相等 的 两 个 顶 
题 4.1.9 证 明 : 在 6 个 人 中 ,要 么 其 中 有 3 个 
人 相互 是 朋友 ， 要 么 有 3 个 人 完全 陌生 . ( 假 
设 “ 友 谊 ”是 相互 的 ， 也 就 是 说 ， 如 果 你 是 我 
的 朋友 ， 那 么 我 也 是 你 的 朋友 ) . 

题 4.1.10 设 聚 会 上 F 有 17 个 人 . 已 知 对 现场 
的 每 对 宾客 来 说 ， 有 且 仅 有 以 下 一 种 情况 是 对 
的 :“ 他 们 素 未 谋面 ”“ 他 们 是 好 朋友 ”“ 他 们 
讨厌 对 方 ”. 证 明 : 一 定 存在 一 个 3 人 组 ,他 
门 或 者 相互 都 不 认识 ,或 者 相互 都 是 朋友 ,或 
者 相互 讨厌 对 方 . 

题 4.1.11 证 明 : 如 果 一 个 图 有 w 个 顶点 , 每 
个 顶点 的 度 至 少 是 (v 一 1)/2， 那 么 这 个 图 是 
连通 的 . 

题 4.1.12 如 果 要 确保 具有 nn 个 顶点 的 图 是 
连通 的 ， 那 么 这 个 图 至 少 需要 多 少 条 边 ? 

题 4.1.13 在 一 所 大 房子 里 , 每 个 有 奇数 肩 门 
的 房间 中 都 放 有 一 台电 视 机 . 房子 只 有 一 个 人 
口 . 证 明 : 总 是 可 以 进入 房子 并 且 到 达 一 个 有 
电视 机 的 房间 . 

题 4.1.14 二 部 图 的 顶点 可 以 被 分 割 成 两 个 
集合 U,V ， 每 条 边 都 是 一 端 在 U 里 且 另 一 端 
在 V 里 . 下面 就 是 两 个 二 部 图 .右边 的 是 完 














全 二 部 图 ， 记 为 Ka,3. 


证 明 一 个 图 是 二 部 图 当 且 仅 当 它 没有 奇 
数 长 度 的 回路 . 
题 4.1.15 若干 棋 手 参加 循环 制 国际 象棋 锦 
标 赛 ， 每 位 棋 手 都 要 与 其 他 所 有 人 进行 一 场 比 
赛 (1 对 1 比赛 , 不 是 团体 赛 ), 并 且 没 有 和 局 . 
(a) 证 明 : 总 是 可 以 将 所 有 棋 手 排名 ， 第 
一 名 的 棋 手 击败 第 二 名 ， 第 二 名 位 击败 三 名 ， 
等 等 ， 直 到 最 后 一 名 的 棋 手 . 因此 总 可 以 宣布 
不 仅 有 冠军 ， 而 且 所 有 棋 手 都 有 各 自 的 排名 . 
(b) 给 出 上 述 命题 的 一 个 图 论证 明 . 
(c) 这 个 排名 一 定 是 唯一 的 吗 ? 
题 4.1.16 一 块 多 米 诺 骨 牌 包含 两 个 方 格 , 每 
个 方 格 上 有 0, 1, 2, 3, 4, 5 或 6 个 圆 点 . 这 里 
有 一 个 例子 . 














@ 

® 和 

@ 
验证 一 共有 28 种 不 同 的 骨牌 。 有 没有 可 

能 将 这 些 骨 牌 排 成 一 圈 ， 使 得 任意 相 邻 的 两 块 

多 米 诺 骨牌 的 相 邻 的 方 格 有 相同 的 点 数 ? 
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题 4.1.17 在 8x8 的 国际 象棋 棋盘 上 , 马 ?是 
否 能 够 进行 如 下 移动 : 在 棋盘 上 能 够 进行 的 每 
种 可 能 的 单 步 移 动 ， 都 恰好 进行 一 次 ， 且 开始 
并 结束 于 同一 个 方 格 ?我们 认为 往 任意 方向 移 
动 一 步 即 为 完成 一 步 单 步 移 动 . 

题 4.1.18 (USAMO 1989) 网 球 俱乐部 的 
20 名 会 员 安排 了 14 场 1 对 1 比赛 , 每 名 会 员 
至 少 参 加 一 场 比赛 . 证 明 : 在 这 个 赛程 里 ， 存 
在 6 场 比赛 ， 参 加 的 会 员 是 12 个 不 同 的 人 . 


题 4.1.19 一 个 n 方 体 ， 是 n 维 立 方 体 除去 
一 些 边 所 得 到 的 图 形 .更 确切 地 说 ， 它 是 一 个 
图 ， 有 2” 个 顶点 ， 每 个 顶点 都 用 n 位 二 进 
制 数 标记 ， 并 且 如 果 两 个 顶点 的 二 进 制 数 只 有 
一 位 有 区 别 ， 那 么 就 用 边 连 接 它们 . 证 明 对 任 
意 n 之 1, n 方 体 都 有 哈密 顿 回路 . 

题 4.1.20 考虑 由 27 个 中 空 的 小 立方 体 组 成 
的 3x3x3 立方 体 . 每 两 个 小 立方 体 之 间 都 由 
它们 表面 的 门 连接 . (每 个 小 立方 体 都 有 6 扇 
门 ， 当 然 某 些 小 立方 体 的 门 是 朝 “ 外 ” 开 的 . ) 
是 否 可 能 从 中 心 小 立方 体 开 始 ,把 其 他 每 个 小 
立方 体 都 恰好 访问 一 遍 ? 











4.2 复数 





题 4.1.21 如 果 将 数字 0,1,1,0 顺 时 针 放 在 
一 个 圆 上 ， 从 某 一 个 数字 开始 沿 顺 时 针 方向 就 
可 以 读 到 从 00 到 11 的 任意 两 位 的 二 进 制 数 . 
一 般 情况 下 可 能 吗 ? 

题 4.1.22 构造 德 布 鲁 因 矩形 问题 (第 92 页 
例 3.4.11 ) 的 图 论 模 型 . 


题 4.1.23 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2008) N 
支 球 队 参加 美国 篮球 锦标 赛 ， 每 两 队 只 打 一 场 
比赛 . 支 球 队 中 ， 有 251 支 来 自 加 利 福 尼 
亚 州 ， 事 实证 明 ， 阿 尔 卡 特 拉 斯 岛 队 是 唯一 的 
加 利 福 尼 亚 州 冠军 〈 与 来 自 加 利 福 尼 亚 州 的 其 
他 球 队 相 比 ， 阿 尔 卡特 拉 斯 岛 队 赢得 了 更 多 的 
比赛 ) 然而 ， 阿 尔 卡特 拉 斯 岛 队 最 终 成 为 了 
这 场 锦标 赛 唯 一 的 输家 ， 因 为 它 输 的 比赛 比美 
国 其 他 任何 球 队 都 多 ! 
NN 的 最 小 可 能 值 是 多 少 ? 

题 4.1.24 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2005) 某 
国有 1000 个 城市 ， 某 些 城 市 之 间 有 沙土 路 连 
接 . 沿 着 这 些 沙土 路 可 以 从 一 个 城市 到 达 任 意 
其 他 城市 . 证 明 这 个 国家 的 政府 可 以 如 此 铺路 ， 
使 得 每 个 城市 都 有 奇数 条 沙土 路 与 外 界 连 通 . 

















我 们 早已 学 习 了 如 何 使 用 复数 C， 即 形 如 a 十 i 的 数 的 集合 ， 其 中 a,5 是 实 


数 且 i= V=-I 你 可 能 不 知道 的 是 , 复数 是 “ 交 又 ”艺术 家 的 梦想 : 就 像 光 具有 波 
粒 二 象 性 一 样 , 复数 同时 属于 代数 和 几何 .除非 你 熟悉 它们 的 几何 物理 性 质 , 否则 
不 可 能 认识 到 复数 的 全 部 威力 .复数 帮助 我 们 将 各 种 各 样 的 问题 在 代数 和 几何 之 
间 进 行 流畅 的 转换 . 

下 面 主要 以 练习 和 问题 的 形式 介绍 复数 的 基本 性 质 . 这 一 节 很 简略 ， 旨 在 开拓 
你 对 于 许多 有 趣事 物 的 眼界 . 2 


基本 运算 
题 4.2.1 复数 的 基本 符号 与 表示 方法 .一 个 很 有 用 的 描述 复数 的 方法 就 是 高 
斯 平面 ( 也 称 复 平 面 )， 取 一 般 的 稍 卡 儿 平面 ， 但 是 将 x 轴 和 y 轴 相 应 地 用 实 轴 


@ 国际 象棋 的 “ 马 ” 和 中 国 象棋 一 样 走 “ 日 ” 字 ， 但 没有 “ 览 马 腿 ” 的 规定 ， 一 一 译 者 注 
@ 我 们 强烈 推荐 读者 阅读 本 节 的 主要 灵感 来 源 ， 特 里 斯 坦 * 尼 达 姆 的 《 复 分 析 : 可 视 化 方法 》B3 (有 中 译本 ， 人 
民 邮 电 出 版 社 出 版 )， 至 少 阅读 它 的 前 儿童， 来 获取 更 多 的 信息 .这 本 具有 开拓 性 的 书 很 受 欢 迎 ， 读 起 来 也 很 有 
意思 ， 阐 述 精 辟 ， 并 且 还 包含 了 许多 别处 看 不 到 的 关于 几何 的 见解 . 
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称 a 为 z 的 实 部 , 记 为 a = Re z. 类 似 地 , b 就 是 z 的 虚 部 In z. 也 可 以 把 Re > 
和 Im z 看 成 从 原点 出 发 到 (a,5) 的 向 量 的 实 和 虚 分 量 . 因此， 复数 z= 二 a 十 i 有 








双重 含义 : 它 既 是 坐标 为 (a,5) 的 点 ， 同 时 也 是 由 原点 出 发 到 (a,5) 的 向 量 . 
个 
Dit I at+bi 
ug 
0 
二 
特别 要 注意 ,一 个 向 量 可 以 从 任意 点 开始 ,而 不 仅仅 只 是 原点 , 向 量 是 由 它 的 大 小 
和 方向 唯一 确定 的 . 复数 > =& 十 下 的 “大 小 ”为 
|z| := Va2 十 刀 ， 


当然 ， 这 也 是 从 原点 到 (a,5) 的 向 量 的 长 度 . “大 小 ”的 其 他 叫 法 还 有 模 和 绝对 值 ， 
通常 称 为 “长 度 ”. 癌 量 的 方向 习惯 上 定义 为 它 从 水 平 ( 实 ) 轴 出 发 逆 时 针 旋 转 所 
成 的 角度 . 称 为 z 的 辐 角 ， 记 为 arg z. 非 正式 地 ,我 们 也 称 之 为 z 的 “角度 ” 如 
果 90=argz 且 7=|z|， 则 有 
z=7(cos0 tising). 
这 个 叫 作 > 的 极 坐 标 表示 . cos0 + isin0 可 以 方便 地 缩写 为 Cis 0， 因 此 可 以 写 
2 = 一 Cis 0. 
例如 (所 有 角度 都 用 弧度 制 )， 
57 = 57Cis 0， —12i = 12 Cis 14+i= V2Cis TT 

题 4.2.2 共 斩 . 如 果 z = a 十 失 ， 定义 z 的 共 斩 为 了 = a 一 从 几何 上 看 ， 
z 恰好 与 z 关于 实 轴 对 称 . 

题 4.2.3 加 法 与 减法 . 复数 “ 按 分 量 ” 相 加 ， 也 就 是 说 ， 

(a+hi)+ (ci+di)= (a+c)+ (5+a)i. 

几何 上 , 复数 的 相 加 遵循 向 量 加 法 的 “平行 四 边 形 法 则 ”: 如 果 将 复数 > 和 ww 看 成 
向 量 ， 那 么 它们 的 和 z 十 w 就 是 以 z 和 w 为 两 边 所 组 成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 ， 
并 且 它 的 一 端 在 原点 .类 伏地， 它们 的 差 z - 是 一 个 向 量 ， 且 与 由 点 w 出 发 到 
达 点 z 的 向 量具 有 相同 的 大 小 和 方向 ， 因此， 如 果 名, zz,… ,zz 是 和 为 0 的 复数 ， 
那么 把 它们 看 成 向 量 ， 并 且 首 尾 相 接 画 出 来 时 ， 它 们 就 组 成 一 个 封闭 的 多 边 形 . 
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题 4.2.4 乘法 . 复数 的 所 有 代数 运算 都 遵循 通常 的 规则 ， 再 加 上 这 = 一 1. 
例如 ， 
(2 二 + 3i)(4 十 5i) = 二 8 十 12i 十 10i 十 15i2 二 一 7 十 22i. 
利用 复数 的 三 角形 式 可 以 直接 证 明 : 如 果 z=rCisa 且 w=sCis 6， 那 么 


zw = (7rCis a)(sCis 6)=rsCis (a+ 6), 


Zw 的 长 度 是 z 和 w 的 长 度 的 乘积 ,ztw 的 角度 是 z 和 w 角度 的 和 . 
这 个 三 角 函 数 推导 是 一 个 不 错 的 练习 ， 但 它 没有 揭示 本 质 ， 它 没有 真正 告诉 我 们 
为 什么 复数 的 乘积 恰好 满足 这 个 几何 性 质 . 这 里 有 看 待 这 个 问题 的 一 种 不 同 的 方 
式 . 来 看 一 个 特殊 情形 : 任意 复数 z 与 3 + 者 的 乘积 的 几何 形式 ， 在 极 坐标 上 ， 
3+4i=5Cis 0， 其 中 0 = arctan(4/3)， 近 似 等 于 0.93 弧度 . 
1. 因为 i(a 十 中) = 一 b 十 ai， 遵 循 (请 画 个 图 ! ): 
“ 乘 以 记 相当 于 “ 逆 时 针 旋 转 1/2”. 
2. 类 似 地 ， 如 果 a 是 实数 ， 
“ 乘 以 a” 相当 于 “伸缩 a”. 
例如 , 将 一 个 复数 向 量 > 乘 以 3 得 到 的 新 向 量 与 z 的 方向 相同 , 长 度 为 z 的 3 倍 . 
将 z 乘 以 1/5， 得 到 的 新 向 量 方向 相同 ， 但 长 度 为 原来 的 1/5. 
3. 将 z 乘 以 3 十 和 =5Cis 0 相当 于 > 被 转化 为 (3 十 要)jz = 3z 十 币 z。 这 是 两 
个 向 量 3z 与 4iz 的 和 .第 一 个 是 z 伸 长 3 倍 . 第 二 个 是 z 逆 时 针 旋 转 90 度 之 后 
再 伸 长 4 倍 . 所 以 结果 就 是 ( 画 个 图 !111 ) 长 度 为 引 z| 角度 为 + argz 的 向 量 . 
显然 这 个 推导 可 以 推广 到 乘 以 任意 复数 . 
乘 以 复数 r Cis 9 就 是 逆 时 针 旋 转 0， 同 时 伸缩 r. 
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所 以 我 们 有 第 三 种 思考 复数 的 方法 . 每 个 复数 同时 是 一 个 点 、 一 个 向 量 、 一 个 如 上 
所 说 的 旋转 和 伸缩 的 几何 变换 . 

题 4.2.5 除法 . 现在 很 容易 定义 z/w 的 几何 意义 了 , 其 中 z= 二 rrCisa 且 w= 
sCis 6. 设 v=z/w=tCis 7， 则 vw = z. 用 乘法 的 规则 有 


ts=7r, 7 十 0=a， 


因此 有 
t=7/s, Y=a—p. 
因此 ， 
除 以 7Cis 0 就 是 顺 时 针 旋 转 0 (着 时 针 旋 转 -0)， 同 时 伸缩 1/r. 
题 4.2.6 棣 莫 弗 定理 .乘除 法 运算 规则 的 一 个 简单 结果 就 是 这 个 可 爱 的 三 角 
恒等式 : 对 于 任意 〈 零 、 正 的 或 负 的 ) 整数 n 和 任意 实数 0， 有 : 


(cos0 二 isin0)”= cos70 十 isin7m0. 


题 4.2.7 指数 形式 . 乘法 和 除法 的 代数 特性 应 该 会 让 你 想到 索 和 运算. 确实, 欧 

拉 公 式 指 出 
Cis 0 = ei?, 

其 中 e = 2.718 28.… 是 大 家 熟悉 的 自然 对 数 的 底 ， 以 前 在 微 积分 中 已 经 遇 到 过 . 这 
是 个 很 有 用 的 记 法 ， 比 Cis 0 简单 ， 而 且 很 深刻 .大 部 分 微 积 分 和 复 分 析 书籍 都 用 
ez, sin x, COSZ A ed 但 是 这 样 并 没有 真正 给 出 它 为 什么 成 立 
的 深层 原因 . 这 是 一 个 有 深度 并 且 有 趣 的 问题 ， 但 是 超出 了 本 书 的 范畴 . 请 阅读 文 
并 尝试 做 题 4.2.28. 

题 4.2.8 容易 的 练习 .用 上 面 的 知识 验证 以 下 结 

(a) |zwl = |zllw| 且 lz/wl = 1zl/wl. 

(b) Re z= 3(z+z) 有 Im z= (2— 2). 

(0) 社 = |z|. 
(d) 两 个 复数 z,w 连 线 的 中 点 是 (z 十 w)/2， 确保 形成 思维 图 像 ! 
( 
( 
( 











e) Zz 二 WwW =z+ 可 DH zv0=2H Hz/w = 2/w. 

f) (1+i) = 32i 有 (1 -iv3)s =16(1+iv3). 

g) 通过 画图 证 明 > = 次 (1+i 满足 ?= 

(h) 如 果 a eC 且 re 民 ,那么 对 于 0<t<2xn， 点 &a 十 reit 的 集合 描述 的 就 
是 一 个 以 a 为 圆心 ,7 为 半径 的 圆 . 

人 设 a,b e C， 证 明 (如 果 可 能 的 话 通 过 画图 证 明 ) 顶点 为 0,,0 的 三 角形 
的 面积 等 于 Im (ab) 的 绝对 值 的 一 半 . 
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题 4.2.9 稍 难 的 练习 . 下面 的 问题 稍微 有 一 点 挑战 性 .仔细 画图 ， 尽 量 不 要 
被 引诱 着 采用 代数 方法 (除了 验算 结果 ). ce 

(a) 分 子 和 分 母 同 时 乘 以 a 一 5i 很 容易 就 “化 简 ” i 但 是 有 人 
可 以 不 用 任何 计算 就 证 明 它 .这 是 怎么 做 到 的 ? 

(b) |z 十 w| < |z| 十 |w|， 等 号 成 立 当 且 仅 当 z 和 w 同 向 或 者 反 向 ， 也 就 是 说 ， 
它们 的 夹 角 为 0 或 





(0) 设 z 是 单位 贺 上 一 点 ， 即 ，|z| = 1， 不 用 计算 证 明 1 一 | = 2sin (一 2 
(d) 设 P(z) 是 实 系数 多 项 式 . 证 明 ， 如 果 z 是 P(z) 的 一 个 零点 ， 那 么 
是 它 的 零点 ， 也 就 是 说 ， 实 系数 多 项 式 的 零点 在 复数 域 上 一 定 成 对 出 现 . 
(e) 不 用 太 多 计算 ， 分 别 确定 下 面 两 式 中 z 的 轨迹 
Re (1) =-。 和 Im (Si) = 
之 十 1 十 i 之 十 1 十 i 
(f) 不 解 方程 , 证 明 方程 (z 一 1)" = z1 的 所 有 9 个 根 都 在 直线 Re (z) = 
证明: 如 果 ||= 1 那么 Im ( 0. 











EE: 


1 
2 


CPD 


(1) 设 是 实 常量 ,a,b 是 固定 的 复数 . 措 述 满足 arg ( > 二? ) = 的 的 罗 还 
题 4.2.10 格 点 到 圆 以 及 圆 到 格 点 ， 下 面 的 问题 将 会 使 你 在 考虑 复杂 变换 的 


同时 熟悉 几何 、 代 数 、 解 析 几 何 之 间 的 联系 . 我 们 下 面 分 析 的 变换 是 一 个 莫 比 乌 斯 
变换 的 例子 .更 多 细节 见 文献 [21]. 
(a) 证 明 下 面 的 简单 几何 命题 (用 相似 三 角形 ) . 
设 AB 是 直径 为 的 圆 的 直径 ， 考虑 直角 三 角形 4BC， 其 中 角 万 
为 直角 . 设 万 是 AC 与 圆 的 交点 ( 轧 关 A). 则 


AD.AC= Rk. 


(b) 考虑 变换 f(z) = 一 了， 这 是 一 个 复数 域 上 的 函数 ， 下 图 是 f(z) 在 定义 
域 (0 < Rez<2,-2<Imz<2) 上 的 (用 Mathematica 软件 ) 计算 机 输出 这 
张 图 显示 了 f(z) 是 如 何 变换 矩形 网 格 线 的 .注意 f 将 高 斯 平面 上 的 矩形 笛 卡 儿 网 
格 变换 成 了 圆 ， 并 且 都 切 去 点 1 [ 虽然 点 1 不 属于 定义 域 ,并 且 1 的 附近 邻 域 也 
不 属于 定义 域 ， 因 为 z 必须 很 大 才能 使 得 f(z) 接近 1 ]. 
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不 用 计算 ， 而 在 虚 轴 上 精确 地 证 明 这 个 现象 ， 证 明 函 数 f(z) = 把 虚 轴 
变换 成 以 (3,0) 为 圆心 ，3 为 半径 为 的 圆 ， 请 尝试 下 面 两 种 方式 . 

1. 代数 法 ， 设 虚 轴 上 的 一 个 点 为 tt， 其 中 t 是 任意 实数 ， 找 出 f(it) 的 实 部 与 
虚 部 ， 即 ， 将 f(it) 写成 z 十 Vi 的 形式 .然后 证 明 (z 一 1/2)? + 多 = 1/4. 

2. 几何 法 .首先 ， 证明 f(z) 是 按照 下 面 顺序 的 4 个 映射 的 复合 : 


1 1 
2hy 一 2 一 2 ZPDZ+1, zDD -. 
法 这 


换 名 话说， 如 果 开 始 为 *>， 然 后 取 倒数 ， 接 着 取 相 反 数 ， 再 平移 一 个 单位 ， 最 后 再 
取 倒 数 ， 就 得 到 了 f(z). 

其 次 ， 使 用 这 些 f(z) 的 “分 解 ” 以 及 前 面 已 经 证 明 的 几何 引 理 ， 来 证 明 虚 轴 上 的 
每 个 点 z 都 被 映射 到 圆心 在 1/2， 直 径 为 1 的 圆 上 ， 画 出 图 形 ! 

(c) 上 述 命题 的 “反面 ”也 正确 : f(z) 不 仅 把 第 卡 儿 网 格 变 换 成 圆 ， 它 也 把 特 
定 的 圆 变 换 成 笛 卡 儿 网 格 ! 在 单位 圆 ( 圆心 在 原点 半径 为 1 的 圆 ) 上 直接 验证 它 . 
证 明 f(z) 把 单位 圆 变 换 成 实 部 为 1/2 的 所 有 点 组 成 的 与 xz 轴 垂 直 的 直线 . 这 实际 
上 就 是 证 明 





jei0) = ; 一 5ieot ， 
和 前 面 一 样 , 用 几何 和 代数 两 种 不 同 的 方法 来 证 明 它 . 要 准确 说 明 单 位 圆 上 的 点 是 
如 何 被 映射 到 直线 上 的 . 例如 ， 很 明显 ，--1 被 映射 到 1/2， 当 你 从 一 1 开始 ， 逆 
时 针 沿 着 单位 圆 转 动 时 会 怎么 样 呢 ? 
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单位 根 
方程 2” = 1 的 零点 叫 作 n 次 单位 根 . 这 些 数 有 许多 漂亮 的 性 质 ， 将 代数 、 几 

何 、 数 论 联系 起 来 . 数学 上 普遍 存在 单位 根 的 一 个 原因 就 是 对 称 : 你 在 下 面 就 会 看 

到 ， 单 位 根 在 某 种 意义 上 说 是 对 称 的 典范 .( 我 们 假设 你 了 解 关于 多 项 式 和 求 和 的 

一 些 知 识 ， 如 果 有 疑问 ， 请 参考 第 5 章 . ) 

个 


0860 4 isin60° 





C4 a C5 





题 4.2.11 对 任意 正 整 数 n， 存 在 ”个 不 同 的 ”次 单位 根 ， 记 为 
区 0 ee 


其 中 
C= Cis 2 
nN 
几何 上 ,mw 次 单位 根 是 有 一 个 点 为 1, 且 均 匀 分 布 在 单位 圆 (集合 {ze C : |z| = 1}) 
上 的 m 个 点 . 
题 4.2.12 像 上 题 一 样 设 6 = Cis 至 ， 则 对 任意 正 整数 n， 任 意 复数 >， 有 
On 
人 
(60) lt t= 0 
不 用 几何 级 数 的 求 和 公式 ， 你 能 看 出 (c) 为 什么 成 立 吗 ? 


一 些 应 用 


在 本 节 结 束 部 分 , 我 们 将 举 几 个 例题 说 明 复 数 在 三 角 函 数 、 几 何 和 数论 等 数学 
分 支 上 的 有 趣 的 应 用 . 
例 4.2.13 求 计算 tan(2a) 的 公式 . 
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解答 这 当然 有 许多 做 法 ,但 是 复数 的 方法 很 灵活 ， 而 且 对 许多 其 他 三 角 恒 等 
式 都 有 效 . 关键 想法 就 是 如 果 z = z 十 iy, 那么 tan(argz) = 二 y/z. 令 t:=tana 且 
Zz 三 1 十 认 . 
现在 取 z 的 平方 ， 我 们 有 
22 一 (1 十 询 2? 王 1 一 万 十 2 让 

但 是 

tan(arg 22) = a 
显然 arg z? = 2a， 所 以 得 到 

tan 2a = 2 国 


例 4.2.14 “( 普 特 南 1996) 设 C1 和 Cs 是 圆心 相距 10， 半 径 分 别 为 1 和 3 的 
两 个 圆 ， 找 出 并 证 明 所 有 点 M 的 轨迹 ， 其 中 M 是 C1 上 任意 点 X 与 C? 上 任意 


解答 我 们 的 解答 阐明 了 复数 作为 向 量 来 表示 平面 上 的 曲线 的 重要 应 用 . 考虑 
一 般 情 况 ， 如 下 图 所 示 ， 两 个 圆 都 位 于 复 平面 上 ， 圆 心 分 别 为 a, 5， 半径 为 4, v. 
注意 a 和 0b 是 复数 ，w 和 w 是 实数 . 如题 中 所 述 ， 我 们 假设 v 比 w 大 一 点 . 





寻求 的 轨迹 就 是 线段 XY 的 中 点 M 的 集合 ， 其 中 X 可 以 是 左边 圆 上 任意 一 


因此 , =a+uet 且 世 = 二 ves， 其 中 二 和 s 可 以 是 0 和 2z 之 间 的 任意 
值 . 我 们 有 | 
_X+Y atb ver+wve' 


M | 
2 2 2 
从 几何 角度 来 理解 它 ， 首 先 试 着 理解 当 0 < s,t < 2r 时 ， 
ueit 十 veis 
看 上 去 像 什么 ， 如果 固定 s, 那么 已 = veis 是 以 原点 为 圆心 , v 为 半径 的 圆 上 的 一 
点 .现在 ， 把 vet 加 到 P 上， 并 让 t 由 0 到 2 变化 ， 将 得 到 一 个 以 PP 为 圆心 ， 
4 为 半径 的 圆 (下 图 中 用 虚线 所 示 ) . 
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现在 让 s 也 变化 . 虚线 画 的 小 圆 将 沿 着 大 圆 的 
圆周 运动 , 产生 一 个 环 面 或 者 充气 “指环 ” 换 句 话 
说 ， 点 

ue 十 veis， 0<s,t<2n 
的 轨迹 是 圆心 在 原点 的 圆 环 
v—u<lz|<v+i+u, 
即 为 到 原点 的 距离 在 vv 一 w 和 w 十 之 间 的 点 的 集合 . 
现在 就 能 很 容易 地 解决 这 个 问题 了 .因为 
二 a+b We 十 We 
2 2 

轨迹 是 一 个 圆心 在 两 圆 连 线 中 点 的 圆 环 ， 也 就 是 说 ， 圆 心 为 点 (a 十)/2， 记 这 个 
点 为 ce， 即 所 求 的 轨迹 就 是 到 点 c 的 距离 在 (v 一 4)/2 和 (v 十 由/2 之 间 的 点 的 集 
合 . (一 般 情 况 下 ， 这 样 的 圆 环 不 一 定 会 像 下 图 那样 与 右边 的 圆 相 切 . ) 图 


(3 (C2 


例 4.2.15 “( 普 特 南 2003) 设 4, B, C 是 圆心 在 点 O 的 单位 圆 的 圆周 上 的 三 
个 距离 相等 的 点 ， 设 PP 为 此 圆 内 部 任意 一 点 . 设 a, b,c 分 别 是 书 到 4, B,C 的 
距离 ,证明 存在 以 a, b,c 为 边 长 的 三 角形 ， 并 且 其 面积 只 由 P 到 O 的 距离 决定 . 

解答 ”这 个 问题 有 一 个 使 用 复数 方法 的 既 漂亮 义 简 单 的 解法 .由 等 边 三 角形 
4BC 使 我 们 想到 尝试 单位 立方 根 ， 这 里 只 讲 证 明 的 梗概 . 请 自己 补充 细节 . 

1. 需要 证 明 以 a, b,c 为 边 长 的 三 角形 确实 存在 .注意 一 般 情况 下 这 不 一 定 成 
立 ， 例 如 假设 a = b= 1, c = 10. 给 定 三 个 长 度 为 a, b,c 的 线段 ， 可 以 通过 将 它 
们 进行 移动 使 之 首尾 相 接 来 看 能 否 能 组 成 一 个 三 角形 . 利用 这 样 的 物理 直觉 (很 
有 可 能 还 有 图 形 ) 来 证 明 下 面 的 引 理 . 


A 日 一 全 
设 Z1, 2Z2, QZ3 是 三 个 复数 ， 











= a; | | =b, |23| = 


如 果 存 在 实数 a, 8, 0 < a,6 < 2r， 使 得 





Z1 寺 ezo | eif zs 一 0. 


那么 存在 以 a,b,c 为 边 长 的 三 角形 . 
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2. 令 w = e2ri/3， 不 失 一 般 性 , 令 O = 0 ( 即 ， 设 这 个 圆 的 圆心 在 复 平 面 原 
点 ), 并 且 4=1B83=wC=w,， 还 有 P= z， 其 中 zz 是 复 平面 上 满足 |z|<1 








3. 应 用 第 1 点 证 明 所 给 的 边 长 能 够 组 成 一 个 三 角形 . 你 需要 仔细 地 取 a,6 的 
值 ， 可 以 从 剧 作家 契 启 夫 的 名 言 中 寻找 灵感 :“ 如 果 一 把 枪 在 第 一 幕 中 出 现在 盛 炉 
架 上 ， 那 么 它 肯 定 会 在 第 三 幕 中 开火 .” 

4 最后， 应 用 在 第 115 页 中 已 经 导出 的 简单 公式 计算 三 角形 的 面积 ， 然 后 证 
明 这 个 面积 只 取决 于 |z|， 即 P 到 O 的 距离 . 

例 4.2.16 设 整数 m 和 n 可 以 写成 两 个 完全 平方 数 的 和 . 证 明 : mm 也 具有 
这 个 性 质 . 例如 ，17 = 和 +12 且 13=22 二 32， 而 

17x13=221= 142 十 5 (4.2.1) 
解答 设 m=@@ 十 , n= 二 十 ， 其 中 a, 0 c,d 是 整数 .现在 考虑 乘积 


2 := (a+ bi)(c+ di). 








注意 
; 
往 意 





直 = (十 区 le 二 硬 =V(oz 十 刀 )(c2 十 吧 ). 

因此 mm = |z|2， 但 是 |z|? 是 两 个 完全 平方 数 的 和 ， 因 为 Re z 和 Im > 都 是 整数 . 
这 不 仅 证 明了 我 们 想 要 的 ， 它 还 提供 了 一 种 计算 等 式 (4.2.1) 右 端 的 值 的 算法 国 

本 节 最 后 一 个 例子 是 一 个 令 人 惊奇 的 问题 ， 说 明了 如 何 用 单位 根 构造 不 变量 . 

例 4.2.17 (吉姆 : 普罗 普 ) ” 营 灯 围 成 一 圈 , 开始 时 恰好 有 一 荔 是 亮 着 的 . 现 
在 选 定 一 贰 灯 ， 如 果 它 以 及 其 后 每 过 & 萤 灯 (其 中 w 是 n 的 因数 且 小 于 n， 这 样 
的 灯 共 有 n/a 付 ) 的 状态 相同 ， 那 么 允许 同时 改变 这 n/d 蓄 灯 的 状态 . 问 当 n 为 
何 值 时 才 有 可 能 通过 一 系列 上 述 操作 使 所 有 灯 变 亮 ? 

解答 首先 必须 意识 到 这 不 是 个 关于 灯 的 问题 ， 而 是 关于 单位 根 

本 

的 问题 ,其 中 ¢ = cos 娃 十 isin 绎 ， 把 每 个 灯 放 在 单位 圆 上 的 单位 根 位 置 . 不 失 一 
般 性 , 设 位 于 1 上 的 灯 开 始 时 是 亮 着 的 . 现在 , 如 果 d < n 是 nn 的 因数 , 并 且 位 于 


人 Co 这 2 人 eg ot a a 
上 的 灯 有 相同 的 状态 ， 则 我 们 就 可 以 改变 这 n/d 攻 灯 的 状态 ， 这些 数 的 和 为 
Ca | Ct | 2 | Cot(3-D4 ~ Co(1 | (a | Cd Essa Cy): 
上 式 右 端 括号 里 的 部 分 是 一 个 几何 级 数 ， 很 容易 求 和 ， 于 是 等 式 右 端 就 化 简 为 


a 1—Cdd _a Le _a 1—1 = 
: (6) E C= | 2 
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这 个 令 人 惊奇 的 事实 告诉 我 们 , 如 果 将 所 有 亮 着 的 灯 所 对 应 的 单位 根 加 起 来 ,这 个 
和 不 会 改变 ， 因 为 无 论 何 时 改变 一 串 灯 的 状态 时 ， 它 们 加 起 来 都 等 于 0. 但 是 一 开 
始 的 和 为 1， 且 目标 是 使 所 有 的 灯 都 打开 . 这 个 和 将 是 


1+C+ 二 +…+4” = 





ee 


U3- 





所 以 我 们 永远 不 可 能 将 所 有 灯 都 点 亮 ! 


问题 与 练习 


题 4.2.18 对 于 n = 3,4,5， 利 用 复数 推导 出 
关于 cos na 和 sin na 的 恒等式 . 

题 4.2.19 测试 你 对 例 4.2.16 的 理解 程度 . 已 
知 17=42+12 且 101= 102 二 12， 请 心算 出 
整数 如 Wu 的 值 使 得 17 x 101 = 42 十 v2. 

题 4.2.20 证 明 (如 果 可 以 的 话 不 要 计算 ! ) 


a (与 :) Gi(s+t)/2 


题 4.2.21 证 明 : 如 果 z 十 - 二 2cosa, 那么 
对 任意 整数 n， 


1 
2Z 十 一 二 2 cosna. 


z 
题 4.2.22 求 sina 十 sin2a 十 sin3a 十 .… 十 





sinna 和 和 cosa 十 cos 2a 十 cos 3a 十 … 十 Cosna 
的 相对 的 简单 公式 . 
题 4.2.23 因 式 分 解 2 十 z 十 1. 
题 4.2.24 解 方程 zs 十 zs 十 2 十 2 十 1 = 二 0. 
题 4.2.25 设 n 是 正 整 数 ， 求 
， . (nC— 1)7n 
sin — sin sin .Sin 
Nn n n n 

的 一 个 闭 型 表达 式 . 
题 4.2.26 考虑 单位 圆 的 内 接 正 n 边 形 ， 这 
个 正 n 边 形 的 所 有 n(n 一 1)/2 条 对 角 线 ( 包 
括 正 n 边 形 的 边 ) 的 长 度 的 乘积 是 多 少 ? 
题 4.2.27 (USAMO 1976) 如 果 P(z),Q(z)， 
R(X), S(x) 都 是 多 项 式 ， 且 满足 





P(z5) 十 ZQ(z5) 十 22 忌 (z5) 
二 (zt 二 十 2 十 十 1)S(x)， 


1—56 


1—56 


证 明 x 一 1 是 P(x) 的 因 式 . 
题 4.2.28 ( 特 里 斯 坦 : 尼 达 姆 ) 尝试 按照 以 下 
方式 推导 欧 拉 公式 ef = cost 十 isint: 

(a) 假设 函数 f(t) = et 可 以 按照 初等 函 
数 求 导 法 则 关于 t 求 导 , 即 f(t) = ieit.( 注 
意 这 不 是 自动 成 立 的 ， 因 为 这 个 函数 的 定义 域 
是 复数 ， 需 要 定义 并 验证 许多 东西 ， 但 是 这 里 
我 们 就 略 过 了 一 一 这 是 一 种 直观 论证 ! ) 

(b) 如 果 把 变量 t 看 作 时 间 ， 艺 数 f(t) 在 
复 平面 上 描绘 一 条 曲线 ,那么 等 式 f(t) = ie 
就 隐 含 了 变化 率 的 意义 ， 回 顾 前 面 的 乘 以 i 就 
相当 于 “ 逆 时 针 旋 转 90 度 ”. 证 明 这 缆 含 
f(t) 是 一 条 圆 形 路 径 . 

(c) 考虑 圆 形 曲线 tf(t) 被 描绘 出 来 的 
速度 ， 然 后 推出 et = cost 十 isint. 


题 4.2.29 设 Ra(0) 表示 平面 上 将 任意 图 形 
绕 点 a 逆 时 针 旋 转 9 的 变换 .证 明 有 趣 的 事 
实 : Re(0) 和 Rs(9) 的 复合 正好 是 另 一 个 旋 
转 Re(a). 找 出 ca 用 a,b,0,9 表示 的 公式 . 
这 符合 你 的 直觉 吗 ? 

题 4.2.30 证 明 平 面 上 不 存在 顶点 都 是 格 点 
(整数 坐标 ) 的 等 边 三 角形 . 

题 4.2.31 证 明 复 平面 上 顶点 分 别 是 a,b,c 的 
三 角形 是 等 边 的 充分 必要 条 件 是 

















+c 一 ap 十 bc 二 ca. 


题 4.2.32 求 方程 z? + az 十 b= 0 的 两 个 根 
加 上 原点 组 成 等 边 三 角形 的 充分 必要 条 件 . 


题 4.2.33 ( 特 里 斯 坦 . 尼 达 姆 ) 任意 画 一 个 四 


边 形 ， 再 以 每 条 边 向 外 画 一 个 正方 形 . 
连接 相对 的 正方 形 的 中 心 . 证 明 这 两 条 
互 垂 直 且 等 长 . 


题 4.2.34 ( 特 里 斯 坦 . 尼 达 姆 ) 考虑 三 角形 
4BC, 点 PP 8, R 在 ABC 的 外 部 ， 且 三 角 
形 PAC, RCB, QBA 两 两 相似 . 证 明 ABC 
和 PQR 的 重心 (中线 的 交点 ) 重合 . 

题 4.2.35 ( 特 里 斯 坦 : 尼 达 姆 ) 任意 画 一 个 三 
角形 ， 再 以 每 条 边 向 外 画 一 个 等 边 三 角形 . 证 
明 这 三 个 等 边 三 角形 的 重心 的 连 线 刚好 组 成 
一 个 新 的 等 边 三 角形 . (重心 是 三 角形 三 条 中 
线 的 交点 ， 也 是 三 角形 的 质心 . ) 如 果 三 角形 
的 顶点 用 复数 a,b,c 表示， 那么 它 的 重心 正好 
是 (oa 十 5 十 c)/3. 

题 4.2.36 (匈牙利 1941) 六 边 形 ABCDEF 
内 接 于 一 个 圆 . 边 4B, CD, EF 的 长 度 都 等 
于 圆 的 半径 . 证 明 另 外 三 条 边 的 中 点 正好 是 某 
个 等 边 三 角形 的 三 个 顶点 . 

题 4.2.37 ( 普 特 南 1998) 令 s 是 单位 圆 在 第 
一 象限 上 的 任意 弧 . 令 4 表示 x 轴 上 方 s 下 
方 区 域 的 面积 ，B 表示 y 轴 右 方 s 左 方 区域 
的 面积 .证 明 4 十 妃 仅 依赖 于 s 的 长 度 ,与 
s 的 位 置 无 关 . 


画 线 段 
线段 相 


构造 正 十 七 边 天 


1796 年 ， 高 斯 发 现 了 一 个 非 同 寻常 的 事 
实 : cos27zr/17 可 以 用 整数 的 四 则 运算 和 平方 
根来 精确 计算 . 这 意味 着 可 以 用 尺 规 作 图 作出 
正 十 七 边 形 ,这 是 阿 基 米 德 时 代 以 来 的 一 个 悬 
而 未 决 的 问题 . 题 4.2.38-4.2.41 ( 灵感 来 源 于 
优秀 的 文献 [2] ) 勾勒 出 高 斯 的 方法 : 一 个 深 








奥 的 数论 思想 ， 它 导致 了 一 种 极其 巧妙 的 方法 
来 操纵 单位 根 . 


题 4.2.38 原 根 . 令 是 p 素数 , 一 个 非 平 几 的 
定理 (第 243 页 题 7.5.37 ) 指出 : 存在 模 p 原 
根 ， 即 存在 整数 g， 使 得 g1,g*,:…,g?-! 是 
p 一 1 个 不 同 的 模 p 的 正 余 数 . 9 有 时 也 称 为 
生成 元 . 
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(a) 验证 2 是 模 5 原 根 . 
(b) 验证 2 不 是 模 7 原 根 ， 但 3 是 . 
(c) 验证 3 是 模 17 原 根 . 


题 4.2.39 高 斯 “时 期 "具体 案例 . 给 定 素数 p 
和 模 p 原 根 g. 令 e, 了 是 使 得 ef = 二 p 一 1 的 


(一 De 


Pr(z) :二 z 十 29 十 29 “十 十 加 


只 有 当 > 是 p 次 单位 根 时 ， 这 些 函 数 才 有 用 ， 
所 以 令 C = e2mV?. 我 们 总 是 假定 > = C* (对 
于 某 个 整数 ). 

考虑 的 p = 17,g = 3 特殊 情形 ， 

。H, := PC ) (k=0, Te 

。Qx := Plc” ) (k = 0, 1, 2, 3); 

。 Ex; := Py(C9 ) (k = 0,1,2,3,4,5,6, , 
其 中 五 , Q, 台 分 别 表示 “二 分 之 一 (half ”“ 
分 之 一 (quarter 六 “ 八 分 之 一 ( quarter ). 

(a) 对 于 有 = 0,1,…,15,， 计算 Pie(C*). 

(b) 写 出 者 干 个 妨 , Q, 忆 展开 式 ， 既 写 为 
9 的 寡 , 也 写 为 实际 的 指数 (例如 , 即 写 为 C9”， 
也 写 为 65 ) 

(c) 证 明 这 些 数 都 是 实数 ! 为 什么 ? 

(d) 仔细 计算 Bo 十 页 ，E8， H?， 并 且 用 
来 计算 万 o 万. 


题 4.2.40 高 斯 “时 期 ”一 般 情 况 . 给 定 素数 
p 和 原 根 g， 以 及 乘积 为 p 一 1 的 正 整 数 e, 了. 
证 明 ( 记 住 z 必 须 苹 次 单位 根 ): 


i lt+g"® 


P=0 
So 
P21(z). 
这 些 恒等式 的 优点 是 什么 ? 它们 与 上 题 有 
什么 关系 ? 


题 4.2.41 利用 上 面 的 想法 来 验证 


ox 1 1 1 
VI7 
CO Bg 














34 一 2V17 十 











Ii +3V17— V34— VI7 -2V34+2V17. 
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4.3 生成 函数 

生成 函数 交叉 战术 的 威力 归功 于 下 面 两 个 简单 的 事实 . 

。 将 zm 乘 以 z" 时 ， 就 得 到 zm+n 

。 关于 多 项 式 或 者 寡 级 数 f(z) 系数 的 “局 部 ”信息 往往 会 反映 出 f(z) 行为 

的 “全 局 ”信息 ， 反 之 亦 然 . 

第 一 个 事实 虽然 比较 浅显 ， 但 它 是 促使 事情 发 生 的 技术 “发 动机 ”， 因 为 它 将 
数 的 加 法 和 多 项 式 的 乘法 联系 在 一 起 了 . 第 二 个 事实 则 更 深入 一 些 , 它 为 我 们 将 要 
做 的 事情 提供 了 动力 . 


介绍 性 的 例子 


在 开始 叙述 之 前 ， 首 先 得 定义 我 们 的 主角 . 给 定 ( 可 能 是 无 限 的 ) 序列 ao,ai 
a2,"… ， 它 的 生成 函数 是 








2 
Qo 二 QT 十 Qa27 十 


这 里 有 一 些 简单 的 例子 . 假设 读者 对 数列 、 多项式、 简单 的 求 和 公式 (第 5 革 )、 组 

合 数 学 和 二 项 式 定理 (第 6 章 )、 无 穷 级 数 (第 5 章 和 第 9 瘟 ) 已 经 有 基本 的 了 解 . 

如 果 需 要 复习 这 些 方面 的 知识 ,那么 现在 先 略 读 这 节 内 容 ， 以 后 回 过 来 再 读 . 由 于 

生成 函数 的 思想 非常 有 用 ， 越 早 了 解 它 越 好 ， 因 此 我 们 不 推荐 你 完全 跳 过 本 尼 . 
例 4.3.1 设 1= ao=ai= 2 一 …. 则 对 应 的 生成 函数 是 














是 一 个 无 穷 几 何 级 数 , 在 |z| < 1 的 情况 下 ， 收 钱 到 了 一 一 ( 见 第 154 页 ) 一 般 
和 我 们 并 不 过 多 担心 生成 函数 的 收敛 性 . 就 像 将 在 直面 看 到 的 ， 只 要 级 数 收 
敛 到 某 个 值 ， 总 可 以 得 到 生成 函数 . 

上 面 用 到 的 无 穷 几 何 级 数 在 生成 函数 里 是 很 常见 的 . 将 它 做 一 下 标记 , 称 它 为 
几何 级 数 工具 . 记 住 它 有 两 个 用 法 : 首先 是 无 穷 几 何 级 数 求 和 ， 其 次 是 展开 成 无 穷 
级 数 . 下 式 就 是 第 二 个 用 法 的 举例 ， 请 仔细 研究 . 


区 7 _1 a 
2+Z 2(1-(-3z)) 2 ?27 97 
例 4.3.2 ”给 定 正 整数 n， 定 义 序列 or = (%), 二 0,1,2,…,n， 对 应 的 生成 


J 1 + (et (+ (je = (z+1)" (4.3.1) 


这 可 以 用 二 项 式 定理 推出 ， 如果 将 x = 1 代入 (4.3.1)， 就 得 到 漂亮 的 恒等式 


(+ r+ 
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这 个 恒等式 当然 可 以 通过 其 他 方法 证 明 ( 你 应 该 知道 其 中 的 几 种 ， 如 果 不 知道 请 
参阅 6.2 节 ), 但 必须 注意 , 这 里 的 方法 很 简单 ， 也 很 容易 被 推广 . 如 果 令 z = 一 1， 
就 会 得 到 一 个 全 新 的 恒等式 ， 


OUR 


这 两 个 通过 代入 具体 值得 到 恒等式 的 例子 都 体现 了 典型 的 “局 部 作 整体 ”的 
观点 . 整体 上 看 ,生成 函数 仅仅 是 简单 函数 (1+ z)". 我 们 可 以 代 和 人 想 要 的 任何 值 . 
但 是 每 代入 一 个 值 ， 就 得 到 了 一 个 包含 系数 (")( 局 部 信息 ) 的 新 命题 .关键 是 在 
函数 及 其 系数 之 间 来 回 移动 焦点 ， 以 获得 有 用 的 信息 . 

例 4.3.3 除了 代 和 人 具体 值 ,还 可 以 做 其 他 尝试 . 如 果 对 (4.3.1) 两 边 求 导 ,得 到 


加 133) +3(s)® . te = nz 上 Dr 


现在 如 果 将 z = 1 代入 ， 就 得 到 了 一 个 有 趣 的 恒等式 


O70 
递 推 关系 


到 目前 为 止 ， 还 没有 用 到 第 124 页 提 到 的 简单 事实 : zx"™z” = z™+?*， 现 在 让 
我 们 通过 生成 函数 来 分 析 递 推 关系 ( 见 6.4 节 的 例子 ) 

例 4.3.4 定义 序列 (ao)， 满 足 ao =1 且 as =3a 1 十 2,n = 1,2,.…. 
求 an 的 通 项 公式 . 

解答 解决 这 个 问题 有 好 几 种 方法 .实际 上 ， 最 简单 的 方法 一 一 任何 解 题 者 都 
应 该 首先 尝试 的 方法 一 一 就 是 算出 前 几 项 然后 猜测 ， 前 几 项 是 〈 请 验证 ! ) 


1,5,17,53, 161,485，… ， 


这 也 许 会 让 一 个 有 灵感 的 人 (一 个 熟悉 3 的 寡 的 人 ) 猜测 ov = 2 x 3” 一 1， 事 实 
上 这 很 容易 用 归纳 法 证 明 . 

下 面 介 绍 另外 一 种 解法 一 一 使 用 生成 函数 .虽然 相 比 上 面 的 “猜测 然后 验证 ” 
的 方法 , 它 在 这 个 特殊 问题 上 显得 效率 比较 低 , 但 是 它 可 以 可 靠 地 应 用 在 有 灵感 的 
猜测 者 束手无策 的 情形 中 ， 设 





f(z) :=ao+aiz 十 aa22 十 :一 1 十 57 十 1772 十 …: 


是 序列 (an) 的 生成 函数 .而 
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是 平移 后 的 原 序列 的 生成 函数 . 换 句 话说 , 在 f(z) 中 z” 的 系数 是 cu, 但 在 zf (x) 
中 zx” 的 系数 是 an_1. 现在 利用 a,, 和 an 1 之 间 的 关系 ， 因 为 对 任意 n>1 都 
有 a 一 3a,_1 = 2， 所 以 有 

f(x) — 37f(7) = a0o+2(z+o + 二.…). 


这 看 上 去 很 不 规则 , 但 是 等 号 右 端 括号 中 的 表达 式 正 好 是 一 个 无 穷 几 何 级 数 . 因此 
有 ( 记 住 ao=1) 





2 并 





jazflo)=1+1 

等 号 左边 是 f(x)(1 一 37)， 所 以 可 以 轻松 解 出 f(x)， 得 
1 27 z+l1 

网 过 二 (zs (2 3z) 

我 们 的 目的 就 是 计算 出 f(x) 展开 成 寡 级 数 后 的 系数 . 如果 分 母 仅 仅 只 是 (1 一 x) 

或 (1 - 3z)， 就 可 以 利用 几何 级 数 工 具 . 将 其 化 成 部 分 分 式 ?， 得 

Zz 二 1 2 1 




















人 
对 第 一 项 用 几何 级 数 工 具 ， 得 
2 | | 3272 4 3373 十... 
a 2(1 十 3Z 十 3°7 十 3°2” 1 ). 
因为 
一 1 十 Z 十 2Z2 十 23 1 
和光 
所 以 
f(z) =2(1 二 37+322 十 33 十 …) 一 (1 十 Zz 十 十 人 十 …) 
=1+(2x3—1)z+(2x3— 1+(2x3 1 t+.…, 
由 此 立即 得 到 ao, = 2 x 3* 一 1. 图 


这 个 方法 在 技巧 上 显得 有 些 凌 乱 ， 因 为 它 涉 及 几何 级 数 工 具 以 及 部 分 分 式 的 
重复 应 用 .但 是 不 要 因为 技术 细节 而 感到 旦 惧 ， 它 是 可 行 的 ， 因 为 将 生成 函数 乘 
以 2 后 就 得 到 了 一 个 序列 “平移 ”之 后 的 生成 函数 同 理 ， 除 以 z 会 使 序列 朝 反 
方向 平移 ， 当 然 ， 这 些 技巧 能 够 应 用 在 许多 类 型 的 递 推 关系 上 面 . 

分 划 
考虑 下 面 的 多 项 式 乘积 : 


P(z) := (2*+3z+1)(7 +27+1)=2 +5 +387 十 57 十 1 























@ 如 果 不 记 得 这 个 技巧 了 ， 可 参考 任何 微 积分 文献 ， 基 本 思想 就 是 先 写 成 rat 5 二 工 入 二 各， 然后 解 
出 未 知 常量 A 和 B 的 值 . 
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如 何 计算 P(z) 中 z* 的 系数 ? 例如 ，z2 项 就 是 如 下 的 和 
Z2.1 十 37z. 27 十 1.22 一 8z2， 
所 以 系数 就 是 8， 一般 情况 下 ,为 了 得 到 P(z) 的 x* 项 ， 我 们 观察 每 一 对 项 ， 它 
们 其 中 一 个 来 自 第 一 个 因 式 , 另外 一 个 来 自 第 二 个 因 式 , 并 且 它 们 两 个 指数 的 和 正 
好 是 K， 将 每 对 项 相 乘 ， 然 后 把 乘积 都 加 起 来 ， 这 就 是 要 求 的 结果 . 
现在 重新 把 P(x) 写成 
(十 Z 十 ZX 十 ZX 十 1)(z2 十 Z 十 十 1). (4.3.2) 


显然 ， 乘积 不 会 改变 ,例如 ，z? 项 还 是 8x?. 与 之 相对 应 的 和 是 








2+0，1 二 1， 1 十 1， 1 二 1，1 十 1，1+1，1+1,，0+2， 
我 们 要 做 的 就 是 算出 它们 的 和 (就 是 8) 这 里 有 一 个 不 同 的 思维 方式 . 想象 (4.3.2) 
中 的 第 一 个 因 式 被 染 成 红色 , 第 二 个 因 式 被 染 成 蓝 色 . 我 们 能 用 下 面 方式 重新 表示 
计算 x? 系数 的 过 程 : 
假设 有 一 个 红 2、 三 个 红 1 和 一 个 红 0， 以 及 一 个 蓝 2、 两 个 蓝 1 
和 一 个 蓝 0.， 那么 一 共有 8 种 不 同 的 方式 可 以 将 一 个 红色 数字 和 一 个 蓝 
色 数 字 相 加 使 得 其 和 为 2. 
到 此 ， 你 也 许 会 说 ,“ 那 又 怎么 样 呢 ?”， 先 看 下 面 的 例子 . 
例 4.3.5 有 和 多少 对 不 同 的 有 序 非 负 整 数 对 (a, 5b) 满足 
2a++560=100? 
解答 先 看 一 看 一 般 情 形 : 设 wu 是 满足 方程 2a 十 50 = n 的 有 序 非 负 整数 对 
的 个 数 . 因此 Uo 1, ul 0, us2 Es 等 等 . 现在 要 找 出 W100， 定义 
4(z) = 
B(x) = 




















1 
1 








15 20 
F220 二 +.…， 





考虑 它们 的 乘积 
4(z)B(z) = (1+2+r + )(1+2 +r t+) 
1 2 4 


F702 十 十 十 X26 十 十 十 9 十 2210 十 …- 





和 蓝 ” 的 讨论 ， 不 难 发 现 : 4(z) 的 每 项 都 有 z* 的 形式 ， 其 中 a 是 非 负 整数 ， 同 
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理 ，B(z) 的 每 项 都 有 x 的 形式 . 因此 乘积 4(z)B(z) 的 每 项 的 指数 都 是 2a 十 50 
的 形式 .每 对 不 同 的 满足 2a 十 5b = n 的 有 序 对 (ao) 组 成 了 乘积 4(z)B(z) 的 每 
个 单项 z"， 因 此 的 z" 系数 就 是 方程 2a + 55 = n 不 同 解 的 个 数 . 

现在 利用 几何 级 数 工 具 来 化 简 


4(z) = 





下 
1 一 2Z5- 


1 
a 和 B(x) = 
因此 


C0) 





二 Uo 十 UZ 十 U2 十 Uszs 十 .…. (4.3.3) 





抽象 意义 上 讲 , 我 们 已 经 “做 出 来 了 ”, 因为 有 一 个 形式 很 漂亮 的 生成 函数 . 但 
是 还 是 不 知道 uioo 等 于 多 少 ! 不 过 ， 这 也 不 难 计算 . 通过 观察 ， 可 以 算出 





U=u=u=us=u=u=1l fH v=u=0. (4.3.4) 
然后 将 (4.3.3) 化 成 


1= (1— 72)(1— 73) (uot uz + var? 








| …) 


| 
| 
= (1— zor 7 ) (wo 二 az 十 ua22 十 uaZ3 十 …). 


右 端 各 项 乘积 的 z (有 > 0 ) 的 系数 必须 为 0。 乘 出 来 ， 系 数 是 











Uk Uk—2 Uk—5 本 UK 一 7. 
所 以 对 所 有 k > 7， 有 递 推 关 系 
Uk 一 KE 一 2 十 Uk—5 一 KE 一 7. (4.3.5) 


结合 (4.3.4) 和 (4.3.5) 就 可 以 算出 wioo， 虽 然 有 点 单调 ， 但 是 确实 很 简单 .例如 ， 





Us=Uetu3 Wi=1,u=Uu+tu U2 =1,uo0= Ustus— V3= 2,. 
如 果 仔 细 琢 磨 ， 就 会 发 现 一 些 捷 径 ( 试 着 反 向 思考 ， 并 制作 表格 来 省 去 一 些 步 又 )， 
最 终 会 算出 wi0o = 11. 国 

下 一 个 例子 本 身 与 计算 生成 函数 的 系数 没有 关系 ,但 是 通过 把 两 个 生成 函数 
(其 中 一 个 形式 好 ， 一 个 形式 不 好 ) 等 同 起 来 ， 从 而 解决 了 问题 . 

例 4.3.6 设 nn 为 任意 正 整 数 ， 证明: 质量 为 

1, 3,32, 33, 34,.. 

克 的 硅 码 可 以 称 出 任何 nw 克 的 物体 ( 夸 码 可 以 放 在 天 平 的 两 端 )， 并 且 只 能 用 一 种 
方式 来 实现 . 

解答 例如 , 如 果 n= 10, 则 nn 克 质量 等 于 1 克 加 9 克 的 夸 码 . 对 应 的 算式 为 

10=1+32. 








4.3 ”生成 函数 ”129 


如 果 n= 73， 那 么 nn 克 的 质量 加 一 个 9 克 的 硅 码 放 在 一 个 托盘 上 ， 而 另 一 个 托盘 
上 放 一 个 81 克 和 一 个 1 克 的 夺 码 .对 应 的 算式 为 


Ta 


等 价 于 
73=34 一 32 十 1. 

如 果 能 证 明 任 意 正 整数 都 能 写成 3 的 不 同 次 需 的 和 或 差 的 形式 ， 并 且 这 样 的 
形式 是 唯一 的 ， 那 么 命题 就 得 证 .这 很 像 三 进 制 数 ， 但 是 不 允许 出 现 数字 2， 取 而 
代 之 的 是 “数字 ”-1. 实际 上 ， 仔 细 地 考虑 这 一 想法 就 可 以 得 出 将 n 写成 3 的 不 
同 次 笑 的 和 或 差 的 算法 ,但 是 很 难看 出 它 为 什么 是 唯一 的 . 

利用 生成 函数 学 ”的 方法 ， 考 虑 函数 

f(x) := (1+7r+r ll +r +r ). 

万 的 两 个 因 式 分 别 包含 指数 0,1 -1 和 0,3,-3. 把 广 乘 出 来 ， 得 到 

f(z)=1+z+r lez zx ?+z +x 4. (4.3.6) 
每 个 从 -4 到 4 的 整数 指数 都 包含 在 这 个 乘积 里 面 了 ， 而 且 每 项 的 系数 都 等 于 1. 
这 9 项 中 的 每 一 项 都 是 从 有 i 的 第 1 个 因 式 里 选 一 项 ， 从 第 2 个 因 式 里 再 选 一 项 ， 
然后 相 乘 (将 它们 的 指数 相 加 ) 得 到 的 ， 换 句 话说 ，(4.3.6) 中 的 指数 都 是 通过 将 
数 1 和 3 的 组 合 ， 或 者 相 加 ， 或 者 相 减 ， 或 者 忽略 得 到 的 . 〈 这 里 的 “忽略 ”， 指 
的 是 组 合 中 不 必 都 包含 1 和 3 例如， 组 合 “+3” 就 忽略 了 1. ) 

我 们 继续 考虑 
faz) := (I++r (I+r +r (lt +r ). 
乘 出 来 以 后 ， 结 果 中 的 3 x 3 x 3 = 27 项 中 的 每 一 项 都 是 的 ze 形式 ,其 中 a 是 
3 的 次 器 的 和 或 差 . 例如， 如 果 将 第 1 个 因 式 的 第 3 项 和 第 2 个 因 式 的 第 1 项 以 
及 第 3 个 因 式 的 第 2 项 相 乘 ， 乘 积 的 对 应 项 为 
(z-0(D(ea) = 201. 

当然 需要 说 明 的 是 户 的 展开 式 中 每 一 项 的 系数 都 是 1 ( 这 意味 着 没有 重复 的 ) 且 
指数 的 范围 是 从 一 (1 十 3 十 9) 到 十 (1 十 3 十 9) (这 意味 着 从 1 到 13 的 每 个 正 整数 
都 可 以 表示 成 3 的 次 符 的 和 或 差 的 形式 ). 可 以 通过 将 其 一 一 乘 出 来 证 明 , 但 是 我 
们 要 寻找 一 个 更 一 般 的 方法 .回忆 因 式 分 解 ( 见 第 142 页 ) 


WwW = (uv) 上 + 十 VD 

















@ “生成 函数 学 ”这 个 术语 由 赫 伯 特 ' 威 尔 福 在 他 的 同名 著作 [37] 中 首次 提出 ， 强 烈 建议 读者 至 少 要 浏览 一 过 这 
本 撰写 得 十 分 出 色 的 著作 ， 在 它 的 许多 其 他 篇 童 中 ， 有 很 多 在 数学 书籍 中 从 未 见 过 的 如 诗歌 般 奔放 的 句子 .顺便 
说 一 下 ，[34 和 [29] 中 也 包含 了 有 关 生 成 函数 的 精彩 的 清晰 易 懂 的 内 容 . 
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将 其 应 用 到 fo 的 因 式 中 ， 有 
22 十 2 十 1 26 十 Z3 十 1 ZI 十 Z29 十 1 
户 (z) = 
也 Z3 2Z9 
加 1 2Z3 一 1 2Z9 一 1 227 一 1 
ZX3:.79\ 2 一 工 2Z3 一 1 29 一 1 全 
约 分 之 后 ， 得 到 
1 /xz27 一 1 226 十 Z35 十 .十 2 十 1 
po- 十 ( 瑟 二 )- ZI13 
本 
章 小 于 或 者 等 于 13 的 正 


因此 

户 (z) pl3 
这 正 是 所 要 的 结果 .我 们 已 经 证 明了 1, 3, 9 可 以 衡量 任意 
(或 负 ! ) 整数 ， 且 只 有 了 唯一 一 种 方式 ( 因为 每 项 的 系数 都 是 1 ). 


当然 ， 我 们 要 将 证 明 推广 . 例如， 如果 
fa(z) := (1+z+r (lotr 3)(l+r +r 3)(l+r +r 3) 








那么 
fa(z) = f(r)(1 +23 十 zs ) 
1 x27 = 了 72X27 平 zx27 本 1 
- 志 ( 所 地 )( 2 ) 
1 zx"—1 2Z81 一 1 
En ya 





1 zt—1 
zl1/ 


现在 已 经 知道 1, 3, 32,… ,3” 可 以 衡量 从 1 到 (3” 一 1)/2 的 任意 整数 ， 且 只 有 
一 种 方式 . 令 7 一 co， 得 到 了 极限 情况 ， 即 一 个 非常 漂亮 的 生成 函数 : 
[I[G 十 z3 十 Z73 ) 一 >， 2 


个 例子 来 自 整 数 的 分 划 理 论 ， 此 理论 由 欧 拉 首先 提出 ,给 定 正 整 


X40 


nN 二 一 O00 


天 = 人 


数 n,n 的 一 个 分 划 就 是 把 n 写成 几 个 正 整 数 的 和 . 与 加 数 的 顺序 没有 关系 ,按照 





本 章 最 后 
惯例 一 般 由 递增 顺序 书写 . 例如 , 1+1+3 和 1+1I+1I+2 是 5 的 两 个 不 同 分 划 . 
例 4.3.7 证 明 : 对 任意 正 整数 n,n 的 各 项 相 异 的 分 划 个 数 等 于 的 各 项 为 


3， 2 上 +4 6. 





奇数 的 分 划 个 数 . 例如 ,如果 n = 6， 各 项 相 异 的 分 划一 共有 4 个 ， 分 别 是 
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解答 设 w 和 ,分别 是 n 的 各 项 相 异 的 和 各 项 为 奇数 的 分 划 个 数 . 构造 生 
成 函数 比较 耗 精力 ， 但 是 到 现在 你 应 该 可 以 轻松 证 明 ( 尽管 可 能 想 不 出 来 ): 
U(x) := (1+z)(l+2 (+r)(l+ 2) (1 7) 
就 是 (uw) 的 生成 函数 .例如 ，U(z) 展开 式 中 z5 项 就 等 于 





TT TT + = Ax. 


注意 , 不 可 能 得 到 像 zz .x 这 样 的 项 . 也 就 是 说 , 生成 函数 排除 了 分 划 中 的 相同 项 . 

如 果 对 U(z) 比较 熟悉 ( 请 仔细 思考 , 直到 党 得 它 “显然 ” 是 正确 的 生成 函数 )， 
那么 就 应 该 尝试 构造 Y(z)， 即 (un) 的 生成 函数 . 分 划 中 的 项 可 以 相同 ， 但 都 必须 
是 奇数 例如， 如果 想 在 分 划 中 出 现 零 个 、 一 个 或 两 个 3， 那 么 因 式 (1 二 z3 + z9) 
可 以 做 到 ， 因 为 z5 = z2x3 正好 有 两 个 3， 根据 以 上 分 析 ， 定 义 生 成 函数 


VY(z) := (+Z 十 友 十 到 十 (十 三 十 2 十 2 十 (十 5 十 2 十 Z55 十 7. 


现在 ， 剩 下 就 是 证 明 U(x) = Y(z).， 利用 几何 级 数 马 上 就 可 以 将 其 化 简 ， 得 


pe 和 人 (ss) (Ta) 


U(x) = (1+7x)(l+2 (1+ (+7) (+ )..: 


1— zx? 1— x4 1— zs 1— zx 1— zx 
~ \1-z 1—7z2/\1—x3/) \1l1— zt 1— zx5 . 


注意 ， 在 最 后 的 表达 式 中 ， 我 们 可 以 约 掉 所 有 形 如 (1 一 xz**) 的 项 ， 只 剩 下 























GZ — x3) (1 7250 en a 
问题 与 练习 
题 4.3.8 对 任意 正 整 数 mn， 证 明 : 题 4.3.11 这 里 有 其 他 方式 证 明 例 4.3.7: 证 





明 对 任意 z，F(z) 都 等 于 1， 其 中 


Nn . Nn Nn 和 Nn 2 2n, 2 和 
(9) 下 + + ， 的 ) F(z) :一 (LojG+z)x 





题 4.3.9 对 任意 正 整 数 < m,n,， 证 明 : (1 —2°)(1+2)x 
(1 — 3)(1 + 13)x 

灶 m nN 二 mm 
30 te 


题 4.3.10 用 生成 函数 证 明 第 9 页 题 1.3.17 
给 出 的 斐 波 那 契 数列 的 公式 . 下 面 是 两 种 不 同 证 明 方法 的 提示 . 
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1. 对 (x) 展开 式 前 2n 项 进行 归纳 ， 它 
不 会 等 于 1， 但 是 它 应 该 等 于 某 个 不 含 任何 次 
数 “ 比 较 小 ”的 x* 项 ， 思 路 就 是 证 明 随 着 n 
的 增长 ， 对 于 == 1,2,…, 工 ， 保 证 不 会 出 现 
z* 项 ,其 中 工 随 着 nn 增长 而 增长 . 这 样 就 行 了 ! 
2. 证 明 F(x) 在 变换 x ry zx? 下 是 不 变 
量 . 然后 重复 这 个 变换 ( 注意 ， 这 个 表达 式 只 
在 |z| < 1 时 收敛 ). 
题 4.3.12 ( 普 特 南 1992) 对 非 负 整数 n 入， 
定义 Q(n,k) 为 (1 十 Zz 十 十)” 展 开 式 中 
x* 项 的 系数 . 证 明 : 


Q(n,k) = > 的 me 


题 4.3.13 证 明 : 每 个 正 整数 都 有 唯一 的 二 进 
制 表示 . 例如，6 的 二 进 制 表示 是 110， 因 为 
1x22 十 1x21 十 0x29 = 6. (唯一 性 可 以 用 很 多 
方法 证 明 . 当然 ,这 里 建议 用 生成 函数 来 证 明 . ) 
题 4.3.14 单位 根 过 滤器 . 设 5= Cis 至 是 
一 个 n 次 单位 根 〈 见 第 118 页 ). 

(a) 证 明 : 和 式 

er ye A 
等 于 n 或 0， 这 取决 于 是 否 是 ”的 倍数 . 

(b) 化 简 学 2 人 | ( 台 ). 

(0) 化 简 开关 的 (区 ). 

(d) 推广 前 面 的 结果 ! 
题 4.3.15 设 p(n) 代表 的 无 条 件 限 制 的 分 
划 个 数 . 下面 是 p(n) 前 几 个 值 的 表格 . 


p(n) | 不 同 的 和 





1+1,2 
-1,1+2,3 
1+1+1+1,1+1+2,1+3,2 二 2,4 
1+1+1+1+1, 1+1+1+2, 
1+143, 1+242, 2+3, 1+4,5 


[2 
~ oO WL 
全 
T 
> 























设 f(z) 是 p(n) 的 生成 函数 [ 换 句 话说 ， 


f(z) 中 zt 项 的 系数 就 是 p(b) ]， 解 释 为 什么 
fy= 1 i 


题 4.3.16 证 明 : n 的 各 项 不 是 3 的 倍数 的 分 
划 的 个 数 等 于 n 的 至 多 有 两 项 相同 的 分 划 的 
个 数 . 例 如， 如 果 n = 6， 第 一 种 类 型 的 7 种 


分 划 为 
ee Ee er i Te es i i 


1 十 5， 





1 十 1 十 2 十 2，1 十 1 十 4 








2+2 十 2，2 十 4， 
同时 也 有 7 种 第 二 种 类 型 的 分 划 


下 平王 平生 十 王 玉 于 下 2 
1+5,，2+4,，3 十 3，6. 


你 能 推广 这 个 结论 吗 ? 


下 下 2 二 


题 4.3.17 用 1 分 .5 分 、1 角 、2.5 角 、5 角 ， 
有 多 少 方式 可 以 把 1 元 钱 兑换 开 ? 例如 ， 可 竞 
换 成 100 个 1 分 , 或 者 20 个 1 分 .2 个 5 分 
和 7 个 1 角 . 不 计 先 后 顺序 


题 4.3.18 (1 一 z 一 22 一 Z3 一 Z4 一 25 


是 哪个 简单 数列 的 生成 函数 ? 


题 4.3.19 标准 的 仍 子 每 个 面 上 分 别 标 有 
1, 2, 3, 4, 5,6. 当 你 掷 两 个 标准 的 般 子 时 , 很 容 
易 计 算出 各 种 和 的 概率 .例如 ， 掷 两 个 仍 子 得 
到 和 为 2 的 概率 是 1/36 ,和 为 7 的 概率 是 1/6. 
能 不 能 制造 一 对 “ 非 标准 ”的 仍 子 (可 能 两 个 
货 子 之 间 也 不 一 样 ) ， 上 边 标 有 的 正 整数 与 一 
对 标准 骨 子 不 一 样 ,但 它们 的 数字 和 与 标准 骨 
子 具有 相同 的 概率 ? 例如 ， 其 中 的 一 个 非 标准 
货 子 可 能 有 一 个 面 标 有 8, 两 个 面 标 有 3. 但 是 
措 这 两 个 骨 子 得 到 和 为 2 的 概率 仍然 是 1/36 ， 
和 为 7 的 概率 仍然 是 1/6. 


题 4.3.20 阿尔 贝 托 把 入 颗 棋 子 放 在 一 个 圆 
环 上 ， 其 中 部 分 或 者 全 部 是 黑色 的 ， 剩 下 的 
是 白色 的 .颜色 的 分 布 是 随机 的 . ) 贝 特 尔 在 
阿尔 贝 托 的 相 邻 棋子 之 间 放 入 新 的 棋子 ， 规则 
如 下 : 她 在 每 相 邻 两 颗 同 色 的 棋子 之 间 放 入 一 
颗 白色 棋子 ， 在 两 颗 异 色 棋 子 之 间 放 人 一 颗 黑 
色 棋 子 ， 然 后 她 移 去 阿尔 贝 托 的 所 有 棋子 ， 就 
得 到 了 一 个 有 N 颗 棋 子 的 新 圆 环 . 


x)! 
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然后 阿尔 贝 托 在 贝 特 尔 的 新 贺 环 上 根据 如 果 NN 是 2 的 需 , 那 么 不 管 开 始 时 阿尔 贝 
她 的 规则 重复 了 一 遍 她 的 操作 . 这 两 个 人 不 断 ” 托 如 何 摆 放 棋子 ,最终 所 有 棋子 都 会 是 白色 的 . 
地 轮流 重复 这 个 操作 . 如 果 NN 不 是 2 的 寡 , 会 有 什么 有 趣 的 结果 呢 ? 


4.4 插曲 : 一 些 数学 游戏 

本 章 最 后 一 节 探 讨 的 是 一 个 主题 ， 而 不 是 战略 . 研究 游戏 ( 特别 是 有 限 的 公平 
游戏 ) 是 我 向 各 种 各 样 的 听众 〈 包 括 学 生 和 教师 以 及 专业 的 数学 家 ) 介绍 许多 解 
决 问题 的 思想 时 最 喜欢 的 方式 ， 这 类 游戏 是 探索 和 发 现 之 前 讨论 过 的 许多 战略 战 
术 (特别 是 对 称 性 ) 的 有 趣 应 用 的 理想 场所 . 因此 , 我们 将 大 部 分 材料 呈现 为 一 系 
列 练习 与 问题 . 

游戏 有 很 多 种 .我 们 主要 关注 有 限 、 公 平 的 双人 游戏 . 唯一 需要 解释 的 形容 词 
是 “公平 的 ”， 它 表示 一 个 游戏 ， 在 任何 位 置 ， 每 个 玩家 可 能 的 动作 都 是 相同 的 . 
这 似乎 是 一 个 奇怪 的 简化 ， 因 为 你 熟悉 的 大 多 数 游戏 都 不 是 公平 的 .( 例如 ， 在 国 
际 象棋 中 ， 第 一 个 玩家 只 能 移动 白色 棋子 ,第 二 个 玩家 只 能 移动 黑色 棋子 . ) 然而 ， 
许多 精彩 的 游戏 可 能 是 公平 的 .我 们 从 一 个 近乎 平 几 的 例子 开始 ， 故 意 过 度 分 析 . 

例 4.4.1 简单 游戏 . 从 17 枚 硬币 开始 , 玩家 A 和 B 轮流 进行 ,合法 动作 是 
拿 走 1 到 4 枚 硬币 .( 换 句 话说 ， 你 不 能 “放弃 ”而 不 拿 走 任何 硬币 . ) 胜利 者 是 
做 出 最 后 合法 动作 的 人 ， 即 拿 走 最 后 的 硬币 的 人 .， 是否 有 某 个 玩家 必 胜 的 策略 ? 

解答 设 开 始 时 是 s 枚 硬币 ，s = 17 也 没什么 特别 的 . 检查 较 小 的 值 ， 容 易 
看 出 ， 如果 1 < s < 4, 玩家 A 第 一 步 就 启 了 . 如 果 s = 5, 不 管 A 做 什么 , B 都 
将 得 到 1 到 4 之 间 的 值 ， 然 后 以 单 步 获胜 . 事实 上 ，B 现在 是 “上 次 ”的 玩家 A ， 
因此 与 A 有 着 同样 的 命运 ， 即 获胜 . 

换 名 话说 ， 如 果 你 的 对 手 遇 到 5， 你 (而 不 是 你 的 对 手 ) 就 一 定 会 赢 . 因此 ， 
如 果 6 < s < 9, 玩家 A 可 以 拿 走 适 当 数量 的 硬币 而 给 B 留 下 5 枚 硬币 .继续 这 
个 分 析 ， 显 然 只 要 给 对 手 留 下 5 的 倍数 ， 你 就 会 万， 为 什么 ? 

。 如 果 你 给 对 手 留 下 5 的 倍数 ， 她 只 能 给 你 留 下 不 是 5 的 倍数 . 

。 相反 , 如果 你 给 对 手 留 下 的 不 是 5 的 倍数 , 她 可 以 选择 给 你 留 下 5 的 倍数 . 
因此 ， 如 果 s 不 是 5 的 倍数 ,那么 A 可 以 依次 给 对 手 留 下 5 的 越 来 越 小 倍数 ( 最 
终 达 到 0 ) 来 保证 获胜 . 

所 有 有 限 、 公 平 的 游戏 都 可 以 这 样 分 析 , 通过 反 向 思考 发 现 两 种 不 相交 的 游戏 
状态 : 胜利 位 置 ”〈 对 于 刚 移动 的 玩家 ) 和 失败 位 置 ， 遵 循 如 下 对 偶 原 理 . 

当 你 做 出 一 个 胜利 动作 (使 对 手 面临 你 的 胜利 位 置 )， 你 的 对 手 只 

能 做 出 一 个 失败 动作 (移动 到 一 个 失败 位 置 ) ， 但 当 你 面临 一 个 失败 位 

置 时 ， 总 是 可 以 做 出 一 个 胜利 动作 ! 

@ 胜利 位 置 是 指 对 手 无 论 怎么 做 你 都 会 获胜 的 位 置 . 一 一 译 者 注 
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在 上 面 的 例子 中 ， 胜 利 位 置 是 5 的 倍数 ， 失 败 位 置 是 所 有 其 他 值 . 

题 4.4.2 利用 染色 . 使 用 例 4.4.1 的 游戏 规则 . 我 们 用 绿色 表示 胜利 位 置 , 用 
红色 表示 失败 位 置 , 通过 应 用 两 个 简单 的 规则 ， 有 条 不 类 地 给 游戏 位 置 染色 . 考虑 
从 0 开始 的 数值 线 ， 当然 ， 我 们 先 把 0 染 成 绿色 ， 因 为 如 果 我 们 能 使 对 手 面临 0， 
那么 我 们 就 赢 了 ! 

接 下 来 ， 在 数值 线 上 向 右 移 动 ， 应 用 以 下 染色 规则 : 

1. 红色 规则 ， 如 果 从 这 个 位 置 开 始 ， 可 以 一 步 移动 到 绿色 位 置 ， 则 将 这 个 值 
染 成 红色 . 

2. 绿色 规则 . 如果 没 有 较 小 的 未 染色 值 ， 则 将 这 个 值 染 成 绿色 

验证 此 过 程 将 使 5 的 倍数 染 成 绿色 ， 其 他 值 染 成 红色 . 

染色 法 是 一 种 不 需要 太 费 心 的 分 析 游 戏 的 简单 方法 ， 是 一 个 让 你 着 手 进行 初 
步 分 析 的 好 方法 .我 们 把 它 应 用 于 以 下 游戏 . 

题 4.4.3 分 而 治之 .从 100 枚 硬币 开始 ， 每 个 玩家 都 可 以 拿 走 剩余 硬币 数量 
的 因数 且 小 于 剩余 硬币 数量 的 硬币 . 例如， 开始 时 ，A 可 以 拿 走 1, 2, 4, 5, 10, 20， 
25 或 50 枚 硬币 , 但 不 允许 拿 走 100 枚 硬币 . 当 正好 剩余 1 枚 硬币 时 游戏 结束 ， 因 
为 1 仅 有 的 因数 是 1， 它 不 小 于 1. 因此 ,你 要 做 的 第 一 件 事 是 将 1 染 成 绿色 .人 然 
后 红色 规则 把 2 染 成 红色 ， 而 绿色 规则 把 3 染 成 绿色 . 接 下 来 ,红色 规 则 把 4 和 
6 染 成 红色 ， 而 绿色 规则 把 5 染 成 绿色 ， 等 等 . 

几 分 钟 的 辛勤 染色 会 让 人 猜测 胜利 (绿色 ) 位 置 正好 是 奇数 ， 而 失败 (红色 ) 
位 置 是 偶数 . 但 是 为 什么 呢 ? 事后 看 来 ， 很 容易 看 出 : 如 果 你 面临 一 个 偶数 ， 就 总 
可 以 使 对 手 面临 一 个 奇数 (最 简单 的 方法 就 是 拿 走 1 枚 硬币 ); 如 果 你 面临 一 个 奇 
数 ， 因 为 它 的 所 有 因数 都 是 奇数 ， 所 以 必须 给 对 手 一 个 偶数 . 总而言之， 获胜 的 策 
略 是 使 对 手 面临 一 个 奇数 ， 比 赛 进行 到 最 后 ,对 手 将 面临 奇数 1, 你 就 获得 了 胜利 . 

题 4.4.4 重 温 第 68 页 题 3.1.20. 这 不 是 一 个 有 限 游戏 ， 因 为 有 无 限 多 个 游戏 
状态 ， 然而， 如 果 一 个 游戏 状态 是 中 心 对 称 的 ， 我 们 称 之 为 “绿色 ”， 否 则 称 之 为 
“红色 ” 玩家 A 的 第 一 个 动作 是 将 一 枚 硬币 放 在 桌面 中 心 , 这 是 一 个 绿色 动作 . 如 
果 玩 家 B 能 够 继续 一 一 在 放 了 一 枚 硬币 之 后 ， 桌 面 可 能 太 拥挤 了 ， 以 至 于 放 不 下 
更 多 的 硬币 一 一 那么 她 将 对 称 的 游戏 状态 改 为 非 对 称 (红色 ) 状态 .玩家 A 的 回 
应 是 ,在 B 最 近 放 入 硬币 位 置 的 中 心 对 称 位 置 放 一 枚 硬币 .严格 证 明 (使 用 归纳 
法 和 极端 原理 ) 这 种 模式 能 够 继续 下 去 ， 即 A 总 是 可 以 对 B 的 前 一 个 动作 做 出 反 
应 .由 于 桌面 是 有 限 的 ， 这 意味 着 B 最 终 将 无 法 继续 

很 多 游戏 都 适用 反问 思考 ( 倒数 第 二 步 )， 即 有 条 不 率 地 对 游戏 状态 进行 染色 ， 
并 寻找 符合 第 133 页 对 偶 原 理 的 游戏 状态 下面 是 一 些 更 具 挑战 性 的 游戏 . 

题 4.4.5 不 要 贪心 .从 若干 枚 硬币 开始 . 第 一 位 玩家 必须 拿 走 至 少 1 枚 硬币 ， 
但 不 能 拿 走 所 有 的 硬币 .在 那 之 后 ， 你 必须 拿 走 至 少 1 枚 硬币 ， 但 不 能 拿 走 比 你 
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的 对 手 刚 拿 的 更 多 的 硬币 . 例如， 如 果 从 20 枚 硬币 开始 ， 玩 家 A 拿 走 5 枚 硬币 ， 
剩 下 15 枚 硬币 ， 那 么 玩家 B 可 以 拿 走 1,2, 3,4 或 5 枚 硬币 ， 但 不 能 拿 走 6 枚 硬 
币 或 更 多 . 注意， 这 个 游戏 并 不 公平 : 玩家 的 动作 选择 取决 于 前 一 个 玩家 的 动作 ， 
而 不 仅仅 取决 于 当前 的 游戏 位 置 


题 4.4.6 不 要 双 倍 贪心 ， 这 与 “不 


贪心 ”一 样 ， 只 是 现在 的 规则 是 “你 不 


能 拿 走 比 对 手 刚 拿 的 两 倍 还 多 的 硬币 ” 所 以 ,如 果 玩 家 A 拿 走 5 枚 硬币 , 玩家 B 
可 以 拿 走 1 到 10 枚 硬币 . 同样 ， 这 不 是 一 个 公平 的 游戏 . 
题 4.4.7 取 物 游戏 .从 几 堆 豆子 开始 . 合法 动作 是 从 某 一 堆 豆 子 中 取出 (不 
多 于 事先 指定 的 某 个 数量 的 ) 一 个 或 多 个 豆子 . 
(a) 如 果 开 始 只 有 一 堆 ， 例 如 ，17 个 豆子 ， 分 析 这 个 游戏 非常 容易 . 
(b) 同样 ， 如 果 从 两 堆 开 始 ， 分 析 这 个 游戏 也 很 容易 ， 试 试看 ! 
(c) 但 是 如 果 我 们 从 3 堆 或 更 多 堆 开 始 呢 ? 例如 ， 如 果 从 数量 分 别 为 17, 11,8 
的 3 堆 开 始 呢 ?4 堆 又 如 何 呢 ? 更 多 堆 呢 ? 
题 4.4.8 威 佐 夫 取 物 游戏 .” 当 我 把 这 个 游戏 教 给 中 学 生 或 他 们 的 老师 时 , 我 
称 之 为 小 猫 和 小 狗 . 假设 一 家 宠物 收容 所 ( 比如 说 ) 有 7 只 小 猫 和 10 只 小 狗 . 两 
位 玩家 轮流 领养 任意 数量 的 动物 ， 但 须 遵守 两 条 规则 : 
。 发 自 内 心 ! 每 次 ， 你 必须 至 少 领养 一 只 动物 . 
。 公 平 ! 如 果 你 想 在 同一 轮 中 同时 领养 小 猫 和 小 狗 ， 两 者 的 数量 必须 相同 . 
和 往常 一 样 ， 胜 利 者 是 做 出 最 后 合法 动作 的 玩家 ， 即 领养 最 后 的 动物 的 玩家 . 
与 例 4.4.1 不 同 ， 这 个 游戏 的 状态 是 二 维 的 .这 个 游戏 可 以 用 水 平 的 小 猫 轴 和 
垂直 的 小 狗 轴 以 几何 方式 可 视 化 .游戏 从 平面 上 的 一 个 格 点 开始 ， 合 法 的 移动 方 
向 是 西 、 南 或 西南 , 目标 是 先 到 达 原 点 . 下 图 中 最 左边 的 网 格 图 显示 了 一 个 示例 游 
戏 . 从 7 只 小 猫 和 10 只 小 狗 开始 ,玩家 A 领养 了 2 只 小 狗 ， 然 后 B 领养 了 小 猫 
和 小 狗 各 2 只 ， 然 后 A 领养 了 3 只 小 猫 ，B 领养 了 5 只 小 狗 ， 让 A 进入 游戏 状 


态 (2,1)， 很 明显 ， 


这 将 导致 B 获胜 . 
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@ 这 是 荷兰 数学 家 威廉 * 





“ 擒 石子 ”一 一 译 者 注 





亚伯拉罕 威 佐 夫 在 1907 自 





小 猫 (K) 


FE 提出 的 一 个 双人 对 








小 猫 () 


中 国 很 早 就 有 了 这 个 游戏 ,， 叫 作 
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换 句 话说 ，(2,1) 和 对 称 的 (1 2)， 以 及 (0, 0) 是 绿 点 ， 稍 作 思 考 后 发 现 ， 两 条 
坐标 轴 和 东北 方向 对 角 线 上 除了 原点 以 外 的 格 点 是 红色 的 ， 如 中 间 的 网 格 图 所 示 
( 红 点 用 线 表 示 , 绿 点 用 圆圈 表示 ). 这 就 是 导致 (2,1) 和 (1,2) 是 绿 点 的 原因 : 它 
们 是 一 次 移动 不 能 达到 (0,0) 的 “第 一 ”点 . 相反 ,如 果 一 个 玩家 在 位 置 (1,2), 那 
么 他 除了 移动 到 红 点 之 外 别 无 选择 . 

继续 这 样 进行 下 去 ， 我 们 看 到 有 无 限 多 的 红 点 ， 它 们 距离 (1,2) 和 (2, 1) 只 有 
一 步 之 肥 ， 往 东 、 北 和 东北 方向 无 限 延 促 ， 仔细 观察 网 络 图 就 会 发 现 新 的 绿 点 是 
(3,5) 和 (5,3). 从 这 两 者 中 的 任何 一 个 开始 , 任何 向 西 、 南 或 西南 方向 的 移动 都 会 
使 我 们 落 在 红 点 上 ， 从 那里 ， 我 们 可 以 选择 一 步 移动 到 某 个 绿 点 .继续 这 个 过 程 ， 
我 们 可 以 很 容易 地 得 到 更 多 的 绿 点 ， 如 最 右边 的 网 格 图 所 示 . 仅 列 出 k < p 的 值 ， 
到 目前 为 止 我 们 的 列表 是 (0,0), (1, 2), (3, 5), (4, 7), (6, 10). 

图 形 化 方法 虽然 很 吸引 人 ，, 但 并 不 是 必需 的 . 例如 , 让 我 们 寻找 (6, 10) 之 后 的 
下 一 个 绿 点 . 由 于 当前 所 有 绿 点 的 东 、 北 和 东北 方向 的 所 有 点 都 是 红色 的 ， 因 此 我 
们 已 经 消除 了 所 有 这 些 坐 标的 点 ( 即 所 有 横 坐 标 或 纵 坐标 等 于 0, 1, 2, 3,4,5, 6,7,10 
的 点 ) 以 及 所 有 坐标 差 为 0,1,2,3,4 的 点 .下 一 个 绿 点 的 坐标 差 为 5， 并且 不 能 使 
用 已 经 消除 的 任何 值 ， 因 此 它 一 定 是 (8, 13). 使 用 这 种 方法 , 我 们 可 以 很 容易 地 计 
算出 更 多 的 绿 点 . 下 面 是 前 几 个 值 的 表 , 其 中 d 表示 坐标 差 , 我 们 只 选择 k < p 的 














dl0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1l1 12 13 
[0 1 3 4 6 8 9 11 12 14 16 17 19 21 
p10 2 5 7 10 13 15 18 20 23 26 28 31 34 


一 个 关键 的 问题 是 绿色 坐标 是 否 有 一 个 关于 d 的 闭 型 公式 ， 这 张 表 中 似乎 潜 
伏 着 斐 波 那 契 数列 ， 很 明显 ,这 涉及 一 些 有 趣 的 事情 . 我 们 将 在 第 140 页 题 5.1.14 
中 继续 讨论 这 个 问题 























问题 与 练习 


题 4.4.9 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2002) 这 题 4.4.10 ( 普 特 南 1995) 游戏 从 4 堆 豆 子 开 


是 一 个 双人 游戏 , 开始 时 有 一 堆 硬币 , 共 n 榴 
n > 3. 玩家 轮流 选择 桌 上 硬币 中 的 一 堆 , 并 将 
其 分 成 两 堆 ， 当 某 个 玩家 做 出 一 个 动作 ， 使 得 
他 或 她 的 回合 结束 时 ,每 堆 的 高 度 都 是 1 或 2 
时 , 该 玩家 获胜 . 哪些 起 始 值 ”使 得 哪个 玩家 
获胜 ? 








台 ， 每 堆 豆 子 的 数量 是 3, 4, 5 或 6， 两 个 玩 
家 轮流 进行 . 每 次 可 以 从 某 一 堆 中 拿 走 1 个 豆 
子 ， 前 提 是 该 堆 中 至 少 有 2 个 豆子 ,或 者 拿 走 
由 2 个 或 3 个 豆子 组 成 的 整 堆 . 

胜利 者 是 做 出 最 后 合法 动作 的 玩家 . 先 拿 
和 后 拿 哪 个 更 有 利 ? 给 出 一 个 获胜 的 策略 . 
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读者 可 能 已 经 学 习 代 数 多 年 ， 并 认为 自己 是 代数 方面 的 老手 了 . 不 过 , 也 有 可 
能 在 数学 学 习 过 程 中 养 成 了 一 些 坏 习惯 或 者 没有 掌握 一 些 窍门 . 这 章 的 目的 就 是 
要 让 我 们 从 解 题 者 的 角度 重新 学 习 代数 . 

代数 、 组 合 数学 、 数 论 是 密切 相关 的 . 可 以 结合 第 6 章 和 第 7 章 的 

前 几 节 内 容 来 学 习 本 章 . 
5.1 集合 、 数 和 项 数 

这 一 节 主 要 是 关于 集合 和 函数 基本 记号 的 回顾 ， 可 以 粗 读 (但 是 必须 确保 能 
理解 开始 于 第 139 页 的 函数 示例 ) . 
集合 

合 是 确定 元 素 的 全 体 ， 如 果 一 个 元 素 x 属于 集合 A ( 即 z 是 4 的 一 个 元 
素 )， 就 写成 ze A. 集合 可 以 是 任意 元 素 (包括 别 的 集合 ) 的 全 体 ， 一 种 表示 集 
合 的 方法 就 是 在 大 括号 内 列举 集合 的 元 素 ， 例 如 

区 证 (2 

一 个 集合 可 以 不 包含 任何 元 素 , 即 空 集 g = 个 . 两 个 最 基本 的 集合 是 自然 数 集 N := 
{1,2, 3, 4,.…} 和 整数 集 乙 := {0, 土 1, 土 2, 土 3, 土 4,…}.” 

回忆 集合 的 运算 U (并 ) 和 ( 交 )， 定义 AUB 为 包含 了 7 集合 4 的 所 有 元 
素 和 集合 B 的 所 有 元 素 ( 包括 两 者 的 公共 元 素 ) 的 集合 例如， 

{1,2,5} U {1, 3,8} = {1, 2, 3, 5, 8}. 
类 似 地 ， 定 义 ANB 为 由 同时 属于 4 和 B 的 元 素 组 成 的 集合 ， 例 如， 
{1,2,5} N {1,3,8} = {1}. 


如 果 集 合 4 中 的 所 有 元 素 都 属于 集合 B， 则 称 4 是 B 的 子 集 , 写成 4cB. 
注意 : 对 任意 集合 4, 都 有 4C4 和 CCc 4. 
我 们 可 以 按照 如 下 方式 很 自然 地 定义 集合 的 “减法 ”: 


A—B:={a€e A:ag¢ B}. 























@ 字母 “Z” 来 自 德语 “zahlen”， 意 思 是 “ 数 ”. 
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换 句 话说 ，A 一 B 就 是 所 有 属于 4 但 不 属于 B 的 元 素 的 集合 . 

一 般 情 况 下 ， 在 我 们 论述 的 框架 下 还 存在 一 个 包含 所 有 集合 的 元 素 的 更 大 的 
“全 体 ” 集 合 UV. 这 一 般 是 通过 上 下 文 来 理解 . 例如 ,如果 考 察 的 集合 中 包含 数 ， 那 
么 U 就 等 于 Z, 民 或 C， 当 全 集 U 是 已 知 时 ， 定 义 集合 4 的 补 集 4 为 不 在 4 中 
的 “所 有 ”元 素 的 集合 ， 即 ， 

A:=U-A. 
例如 ， 如 果 忌 = 忆 ， 集 合 4 由 所 有 偶数 组 成 ， 那 么 4 就 由 所 有 奇数 组 成 .( 若 不 
知道 全 集 U， 补 集 的 说 法 就 毫 无 意义 了 ， 例如， 如果 U 是 未 知 的 ，4 是 偶数 的 集 
合 ， 那 么 “不 在 4 中 ”的 元 素 可 能 包含 奇数 、 虚 数 、 巴 黎 的 居民 、 土 星 的 环形 山 ， 
等 等 . ) 

表示 集合 的 一 个 一 般 方法 就 是 用 “使 得 ”记号 . 例如 ,， 有理数 集 Q@ 是 所 有 形 如 
a/ 的 商 的 集合 , 使 得 a,5eE Z 且 b 关 0. 我们 将 “使 得 ” 简 记 为 “|” 或 “:”， 因 此 

Q:={2:opeZbx0: 

不 是 所 有 数 都 是 有 理 数 . 例如， 我 们 已 经 在 第 40 页 证 明了 V2 不 是 有 理 数 . 
稍 作 修改 , 这 个 证 明 可 以 被 推广 到 许多 ( 实际 上 可 以 是 无 穷 多 个 ) 其 他 无 理 数 的 证 
明 . 因此 ,“ 数 轴 ” 上 有 一 个 包含 Q@ 的 “更 大 ”的 值 的 集合 ， 我 们 称 这 个 集合 为 实 
数 集 及 ， 直 观 上 可 以 把 及 看 成 数 轴 上 点 的 完整 “连续 ”集合 ,而 Q 和 Z 则 分 别 
是 玉 的 “粒状 的 ”“ 离 散 的 ”的 子 集 . ? 

经 常 提 到 实数 区 间 的 概念 ， 记 号 [a, 0| 表示 闭 区 间 {x ERR:a < x < 0b}， 而 开 
区 间 (a,b) 指 的 是 {x es 形 :a<z< 寻 .类似 地 定义 混合 区 间 [a,5) 和 (a, 如 |. 

最 后 , 通过 加 入 新 元 素 i 来 扩充 实数 , 其 中 i 定义 为 -1 的 平方 根 , 即 这 = 一 1. 
RR 中 元 素 和 i 就 构造 出 了 复数 集 C， 正 式 定义 为 

:= {a+hi:a,beR}. 
复数 具有 代数 封闭 性 的 重要 性 质 . 这 就 意味 着 对 复数 进行 任何 加 法 、 减 法 、 乘 法 、 
除法 (除了 0) 以 及 开 方 运算 的 有 限 组 合 ， 都 会 得 出 一 个 新 的 复数 N, Z, Q, 有 这 
些 相对 小 些 的 集合 中 没有 一 个 具有 代数 封闭 性 ， 自然数 集 X 在 减法 运算 下 不 封闭 ， 
Z 在 除法 运算 下 不 封闭 ， 而 Q 和 RR 在 开平 方 运算 下 都 不 封闭 . 

给 定 两 个 集合 4 和 B( 它们 可 能 相等 也 可 能 不 相等 )， 笛 卡 儿 积 A x B 定义 
为 所 有 有 序 对 (a,5) 的 集合 ， 其 中 ae 4 且 be B. 正式 定义 为 : 

AxB:={(a,b):ae A,be B}. 
例如 ,如果 4 = 全 ,2,3} 且 B = {巴黎 ,伦敦 }， 那 么 


A x B= {(1, 巴黎 )， (2, 巴黎 )， (3, 巴黎)，(1, 伦敦)， (2, 伦敦) (3, 伦敦 )}. 
@ 有 许多 定义 实数 集 的 严格 方法 ， 例 如 有 理 数 集 的 “扩充 "， 可 以 参考 文献 [27] 的 第 1 章 











5.1 集合 、 数 和 函数 ”139 


给 定 两 个 集合 4 和 BB， 可 以 给 4 中 每 个 元 素 指定 B 中 一 个 特定 元 素 与 之 对 
应 例如， 就 用 上 面 的 集合 ， 可 以 把 巴黎 指定 给 1 和 2， 把 伦敦 指定 给 3， 换 句 话 
说 ， 我 们 指定 了 4 x B 的 子 集 


{(1, 巴黎 )，(2, 巴黎 )，(3, 伦敦 )}. 


任何 4 x B 的 子 集 ， 只 要 满足 每 个 ae 4 都 有 唯一 的 be B 与 之 对 应 ， 那么 
它 就 是 一 个 从 4 到 B 的 函数 . 特别 地 , 用 f : 4 一 B 表示 定义 域 为 A、 值 域 为 B 
的 函数 六 把 B 中 与 a€ 4 对 应 的 元 素 记 为 f(a)， 并 且 把 f(a) 叫 作 a 的 象 . 不 
正式 地 讲 ， 函 数 上 就 是 给 4 中 的 每 一 个 值 a 指定 B 中 的 值 f(a) 的 一 种 “规则 ”. 
这 里 有 几 个 重要 的 例子 ， 它 们 也 引申 出 了 更 多 重要 的 概念 和 记号 . 

平方 定义 请: 陈 一 及 ,对 任意 ze 了 及，jz) = zZ2，、 可 以 把 矿 写 成 z mm Z2 
或 z 几 x2. 注意 , 这 里 广 的 值 域 不 是 整个 及 , 而 是 非 负 实数 . 同样 注意 , f(z) = 9 有 
两 个 解 x = 土 3. 集合 {3, 一 3} 称 为 9 的 原 象 , 记 为 广 !(9) = {3, 一 3}. 注意 原 象 不 是 
一 个 元 素 , 而 是 一 个 集合 , 因为 就 像 在 这 个 例子 中 , 一 般 情况 下 原 象 往往 不 止 一 个 . 

立方 定义 9g : 民 一 民 ， 对 任意 xz € 尺 ，z Fry 23.， 在 这 个 定义 下 ， 值 域 就 是 整 
个 及 .我 们 也 叫 这 类 函数 是 映 上 的 . 并 且 ， 每 个 原 象 只 包含 一 个 元 素 ( 因为 负数 的 
立方 根 是 负数 ， 正 数 的 立方 根 是 正 数 )， 具有 这 种 性 质 的 函数 称 为 1 对 1 的 [上 
面 的 函数 上 是 2 对 1 的 (除了 在 0 点 是 1 对 1 的 )]. 像 g 这 样 同时 是 1 对 1 和 
映 上 的 函数 ， 也 叫 作 一 一 映射 或 双 射 . 

指数 和 对 数 给 定 正 实 数 5 关 1， 定义 娘 : 限 一 月， 对 每 个 ZE 月，h(z) = 0. 
值 域 是 所 有 正 实数 ， 所 以 h 不 是 映 上 的 . 另 一 方面 , h 是 1 对 1 的 ， 因 为 ， 如 
果 yy > 0， 那 么 方程 0 = y 恰好 有 一 个 解 z，、 称 这 个 解 为 对 数 log, y， 例 如 ， 如 果 
b 二 3， 那么 logs 81 = 4， 因 为 x = 4 是 方程 3* = 81 的 唯一 ? 解 . 

现在 考虑 函数 z 一 log, zx， 证 明定 义 域 为 正 实数 ， 值 域 为 所 有 实数 . 

下 取 整 和 上 取 整 对 任意 x e 及 ， 定 义 下 取 整 函数 [x| 为 小 于 等 于 x 的 最 
大 整数 ( |z| 的 另外 一 个 记号 是 [z]， 但 是 它 在 一 定 程度 上 已 经 过 时 了 ). 例如 ， 
[3.7| = 3, [2| = 2, [一 2.4| = -3， 类 似 地 ， 上 取 整 函数 [zx] 定义 为 大 于 等 于 z 的 
最 小 整数 .例如 ，[3.1] = 4 [1.2] = -1. 这 两 个 函数 的 定义 域 都 是 及 ， 值 域 都 
是 Z， 两 个 函数 都 是 映 上 的 ， 但 都 不 是 1 对 1 的 . 实际 上 ,都 是 ce 对 1 的 ! 

序列 如 果 一 个 函数 了 的 定义 域 为 自然 数 集 N， 那 么 它 的 值 域 就 是 f(1), f(2)， 
f(3),… . 有 了 时候 用 记号 





fis fo 3 


@ 如 果 引 入 复数 ， 那 么 这 个 解 就 不 再 是 唯一 的 了 ， 详 细 信 息 请 参考 文献 [21]. 
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更 加 方便 ,在 这 种 情况 下 ， 这 个 函数 就 叫 作 序 列 . 定义 域 并 不 一 定 要 就 要 是 N, 它 
可 能 从 0 开始 , 也 可 能 是 有 限 集合 。 有 时 候 将 无 穷 序列 记 为 (fi;)? 或 (所). 因为 下 
标 都 是 整数 值 ， 所 以 习惯 上 用 到 的 字母 是 i,j, k,l, m,n. 


问题 与 练习 


题 5.1.1 设 4 和 B 分 别 代 表 偶数 和 奇数 的 
集合 ( 记 住 ,0 是 偶数 ). 

(a) 从 4 到 B 有 没有 双 射 ? 

(b) 从 Z 到 A 有 没有 双 射 ? 
题 5.1.2 判别 真 假 并 说 明 原 因 : G = {2}. 
题 5.1.3 证 明 下 面 的 “对 偶 ” 命 题 ， 某 种 意义 
上 说 明了 有 理 数 和 无 理 数 都 是 “粒状 的 ”. 

(a) 任意 两 个 有 理 数 之 间 都 存在 一 个 无 理 
数 . 

(b) 任意 两 个 无 理 数 之 间 都 存在 一 个 有 理 
数 . 
题 5.1.4 一 个 集合 的 元 素 个 数 叫 作 这 个 集合 
的 基数 . 4 的 基数 一 般 记 为 |4| 或 #4. 如果 
|4|=m 且 |B| = n， 那么 肯定 有 |4 x B| = 
mm. 问 : 从 4 到 B 一 共有 多 少 个 不 同 的 函数 ? 
题 5.1.5 (AIME 1984) 设 函 数 f :2Z 一 Z, 满 
是 当 n> 1000 时 , f(n) =n-3; 当 n<1000 
时 ，f(n) = JJ 二 5))， 求 f(84). 
题 5.1.6 (AIME 1984) 设 f 为 定义 在 实数 
域 上 的 函数 ， 对 任意 实数 xz， 满足 











f2+2)= 7(2— 2), f(T+2)= f(7— 2). 


如 果 z=0 是 f(x) =0 的 一 个 根 ， 那 么 在 区 
间 一 1000 < x < 1000 上 f(x) = 0 的 根 至 少 
有 多 少 个 ? 
题 5.1.7 (AIME 1985) 试问 前 1000 个 正 整 
数 中 有 多 少 个 可 以 表示 成 如 下 形式 ? 

[2x| 二 ,|| 二 |6%|: 寺 :18%|: 


题 5.1.8 判别 真 假 并 说 明 原 因 : 对 任意 非 负 


@ 在 最 初 的 计算 机 程序 设计 语言 FORTRAN 中 ， 整 数 变 


帮助 记忆 ). 


量 都 必须 以 I J, K, L, M, N 


实数 x 有 
LVLzjj = [vz]j. 
题 5.1.9 证 明 : 对 任意 neEN 有 
[vni+vnt+1l|= [v4n+2|. 

题 5.1.10 ( 文 斯 : 马 次 科 ) 显然 , z = 3 是 方 
程 lzj 一 6z 十 9 = 0 的 解 . 还 有 其 他 解 吗 ? 
并 进一步 推广 . 
题 5.1.11 试 解答 第 56 页 题 2.4.21. 
题 5.1.12 求 以 下 序列 第 n 项 的 公式 ， 其 中 
整数 m 正好 出 现 m 次 . 

1,2,2, 3,3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 5,. 
题 5.1.13 对 任意 正 整数 n， 证 明 

十 20 92! 2* + 
| 
题 5.1.14 下 面 的 问题 将 帮助 你 发 现 一 个 惊 
人 的 事实 ， 即 黄金 分 割 率 与 小 猫 和 小 狗 游 戏 


(第 135 页 ) 密切 相关 . 令 (zn,yn) 是 满足 
yn 一 Zn 二 的 “ 绿 点 (胜利 位 置 ). 例如， 





























2; TX2 3,Yy2 5; ZX3 4, yy3 的 


我 们 的 目标 是 要 证 明 ， 对 于 所 有 n = 
1,2,3,…， 有 zn = lnr|， 因 此 y= 
In(7 十 1)]， 其 中 7 是 著名 的 ， 无 处 不 在 的 
黄金 分 割 率 : 


化 1 1 21 











注意 ,7 是 康 威 棋子 问题 (第 98 页 ) 中 的 (5 
的 倒数 .容易 看 出 7? = 十 1， 因 此 ， 

下 1 

元 直下 














始 (可 以 用 “INteger” 





(a) 并 集 为 自然 数 集 N = {1,2,3,…} 的 
两 个 不 相交 集合 称 为 划分 N， 换 名 话说， 如 
果 A 和 B 划分 N， 那么 每 个 自然 数 恰好 是 集 
合 4 或 B 的 成 员 , 没有 重 炙 ,也 没有 遗漏 . 

令 (zyn) 是 满足 y,, 一 zn = n 的 绿 点 . 
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是 否 存 在 a 使 得 a 的 倍数 集合 是 正 奇数 集合 ? 

(c) 假设 有 两 个 实数 a 和 6， 它 们 的 倍数 
集合 划分 自然 数 集 ， 换 名 话说， 每 个 自然 数 都 
等 于 某 一 个 整数 与 a 或 8 的 乘积 的 下 取 整 ， 
并 且 没有 重叠 . 





例如 ， 1. 证 明 a 和 6 都 大 于 1. 
BD 2. 假设 Ey 1.1, 证 明 6 > 10. 
验证 以 下 两 个 集合 划分 自然 数 集 : tt 


4. 证 明 a 和 6 都 必须 是 无 理 数 . 

(qd) 证 明 上 述 问题 的 逆 命 题 也 成 立 ， 即 ， 
如 果 a 和 6 是 满足 3 十 也 一 1 的 正 无 理 数 ， 
则 a 和 6 的 倍数 集合 划分 自然 数 集 . 

(e) 为 什么 这 就 证 明了 xn = [nT|， 并 且 
因此 yj = |n(7T 十 1)]? 


A= {zx1,72,73,.*} 和 B= {yi,y2, ya 上 
(b) 令 a 是 正 实数 .定义 a 的 倍数 集合 
是 正 整 数 集 
{la], [2a], 13a),.…}. 


例如 ,如 果 a = 2, 则 a 的 倍数 集合 就 是 正 偶 
数 集合 . 注意 ,a 不 必 是 整数 ,也 不 必 是 有 理 数 . 
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代数 学 通常 被 教 成 一 系列 计算 的 技巧 ， 我 之 所 以 说 是 “计算 的 "， 是 因为 下 面 

两 个 练习 在 概念 上 根本 没有 区 别 : 
(a) 计算 42 x57. (bp) 把 (4z 十 2)(5z 十 7) 写成 三 项 式 . 

两 个 都 是 死板 枯燥 的 运算 练习 . 前 者 处 理 纯 数字 而 后 者 处 理 数 字 与 符号 . 我 们 把 这 
种 不 需要 思考 〈 尽 管 有 用 ) 的 运算 叫 作 “计算 ”代数 中 充斥 着 这 些 运算 ， 相 信 你 
也 已 经 练习 了 很 多 . 然而 , 你 可 能 没有 体会 到 代数 也 是 美的 学 科 . 有 时 候 你 可 能 需 
要 很 艰难 地 化 简 一 大 堆 错 综 复杂 的 代数 表达 式 来 解决 问题 ， 但 是 这 样 不 幸 的 时 候 
是 非常 少 的 .一 个 优秀 的 解 题 者 对 代数 问题 有 更 自信 的 解决 途径 .异想天开 战略 
能 引导 我 们 寻找 一 个 优雅 的 解法 . 我 们 需要 良好 的 心态 , 保持 一 种 清醒 、 敏 锐 的 触 
觉 , 不 停 地 搜寻 避免 复杂 计算 的 机 会 ,追求 简单 与 优雅 , 通常 这 两 者 是 对 称 的 . 第 
一 个 例子 就 说 明了 这 一 点 . 

例 5.2.1 已 知 zZ+V=2y 一 3， 求 2 十 12. 

解答 一 种 解决 这 个 问题 的 方法 ( 最 差 的 方法 ) 就 是 由 zy ==3,z+y=3 解 
出 zx 和 wy (使 用 二 次 方程 求 根 公式 ， 解 是 复数 )， 然 后 再 将 x 和 y 的 值 代入 表达 
式 妇 十 色 . 这 样 做 当然 行 得 通 ， 但 是 难看 、 枯 燥 、 烦 琐 ， 并 且 容 易 犯 错 . 

取而代之 ， 可 以 用 一 种 更 为 简便 的 方法 .我 们 的 目的 是 求 z + 内 ， 所 以 先 做 
倒数 第 二 步 求 z2 + 2， 如 何 求 z2 + y2? 试 试 将 > 十 y 平方 . 


(z+Y) = 2 +27Yy + 
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因为 x 十 y= zy = 二 3， 所 以 有 2 十 好 = (7z 十 Y)? 一 2zy = 32 一 2 x3=3. 因此 ， 
(z+ DF) = Yt 二 二 2Yy(T 十 
由 此 可 得 
TPR=L+DD +Y) -Yr+Y) =3x3-3x3=0, 
这 是 个 令 人 惊讶 的 结果 . 
顺便 说 一 下 ， 如 果真 的 想 求 出 x 和 y 的 值 该 怎么 办 呢 ? 这 里 有 一 个 优雅 的 方 
法 . 等 式 x 十 y = 3 预示 着 (x 十 y)? = 32， 也 就 是 





r+27y+y =9. 
因为 zy = 3， 把 上 式 减 去 4zy = 12 得 

2Z2 — 27Yy + = 一 3. 
这 是 一 个 完全 平方 ， 开 根 号 得 

zr — y= +iV3. 
这 个 等 式 非常 有 用 , 因为 已 知 xz 十 y = 3. 将 两 式 相 加 马上 就 得 到 x = (3 土 iV3) /2， 
将 它们 相 减 则 得 y = (3 干 iV3) /2， 所 以 (x,y) 的 两 个 解 为 
(3 3 (= 和 


儿 2 六 2 

















因 式 分 解 战术 
乘法 很 少 能 够 化 简 问 题 . 相反 地 ， 应 该 
毫 不 犹豫 地 使 用 因 式 分 解 . 
下 面 这 些 是 在 代数 课 上 学 过 的 基本 代数 公式 .要 确保 能 够 灵活 运用 它们 , 而 不 是 死 
记 硬 背 . 注意 ， 运 用 公式 5.2.4 可 以 立即 解决 例 5.2.1. 
公式 5.2.2 (z 二 0)2 一 22 十 227 + 
公式 5.2.3 ( 2 
公式 5.2.4 ( 
公式 5.2.5 (Zz 一 y 
公式 5.2.6 x2 一 = (zy)(r+Y). 
公式 5.2.7 对 任意 nn 有 x? 一 y? = (zz 一 四 (z21 十 Zn 一 29 十 22 392 十 .十 1). 
公式 5.2.8 对 任意 奇数 nh 有 x? 十 YY = (二 外 (2 一 522 十 X37 一 … 十 
y”"-!). (在 等 号 右边 的 第 二 个 因 式 中 ， 各 项 的 正 负 号 交替 出 现 . ) 








= 7 3 一 切 . 
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许多 问题 都 涉及 公式 的 组 合 应 用 ,再 结合 一 些 基础 战略 〈 例 如 异想天开 战略 )， 
时 刻 注意 对 称 性 以 及 很 有 价值 的 创造 性 地 添加 零 的 方法 . "这 里 有 一 个 例子 . 

例 5.2.9 把 天 十 4 分 解 成 两 个 实 系数 多 项 式 的 乘积 . 

解答 如 果 不 要 求 因 式 为 实 系数 ， 将 zx 十 4 看 作 平 方差 ( 公式 5.2.6 ) 可 得 

2 十 4 一 奏 一 (- 和 =(z2)2 一 (2 一 (z2 十 2i)(z2 — 2i). 
虽然 不 能 直接 用 平方 差 公 式 , 但 是 也 不 要 轻易 放弃 它 ,因为 表达 式 中 包含 有 两 个 平 
方 项 .不幸 的 是 ， 它 不 是 两 个 平方 的 差 . 但 还 有 不 同形 式 的 完全 平方 ， 这 个 表达 式 
正好 包含 它们 . 应 用 异想天开 战略 来 构造 更 多 的 完全 平方 , 通过 创造 性 地 添加 零 的 
方法 得 
2Z4 十 4 二 24 十 472 十 4 一 472. 

这 便 是 关键 之 处 ， 现 在 我 们 有 

2 十 472 十 4 一 472 一 (z2 二 22 一 (2z)2 一 (22+272 十 2)(z2 一 27 十 2). 国 

这 个 启发 性 的 例子 告诉 我 们 应 该 总 是 寻找 完全 平方 ， 如 果 没 有 现成 的 就 尝试 
创造 它们 . 

记 住 如 何 计算 一 个 三 项 式 的 平方 也 很 重要 ， 但 无 须 涉 及 更 复杂 的 多 项 式 . 

知道 如 何 构造 以 及 识别 完全 平方 . 

在 结束 之 前 ， 请 灵活 学 习 下 面 的 公式 ， 不 要 死记 硬 背 . 

公式 5.2.10 (Zz 十 y+2)?= 二 X22 十 让 十 2 十 27y 1 

公式 5.2.11 (z 二 yy 十 2 十 U)2 一 22 十 好 2 十 和 十 十 27Vy 十 20z 十 2 十 29z:- 














202 十 2Yz. 





2yw 十 2zw. 
公式 5.2.12 配方 . 
2 2 
?+ar = +art+ = (z+5) (5) . 
仔细 考虑 上 面 的 配方 公式 ,“ 发 现 ” 它 的 一 个 方法 就 是 找 出 以 x? + az 开头 的 
完全 平方 ， 然 后 添加 适当 的 一 个 “ 零 ” 上 去 . 另外 一 个 方法 就 是 应 用 简单 的 因 式 分 
解 ， 然 后 通过 “创造 性 地 添加 零 ” 的 方法 尝试 构造 对 称 项 : 


s+or=z(r+a) = (7 5 =) 人 | = | 2) = (z+2) ( 


凑 出 平方 项 战术 除了 配方 法 之 外 还 有 很 多 工具 .这 里 有 几 个 重要 的 方法 . 
题 5.2.13 (x 一 y)* +4ry= (x+y). 

















@ 创造 性 地 添加 零 的 方法 的 同一 类 型 方法 是 巧妙 地 乘 一 的 方法 . 
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题 5.2.14 将 上 面 等 式 中 的 变量 用 它们 的 平方 代替 ， 得 
( 玫 一 多 二 4 = (T+), 

如 此 就 可 以 得 到 无 限 个 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 即 满足 o 十 刀 = c2 的 整数 (ob c). 
(在 某 种 意义 下 ， 该 方法 产生 了 所 有 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 见 第 230 页 例 7.4.3. ) 

题 5.2.15 下 面 的 等 式 说 明了 如 果 两 个 整数 都 能 写成 两 个 完全 平方 的 和 ， 那 
么 它们 的 积 也 可 以 : 

(z+) + bh) = (ra by) + yat br). 
例如 ，29 = 22 十 52 且 13 = 22 + 32， 确 实 ， 
29 x 13 = 112 + 162. 


很 容易 就 能 够 看 出 它 是 如 何 起 作用 的 , 但 是 为 什么 能 起 作用 则 另 当 别论 .现在 , 后 
见 之 明 则 很 有 用 : 记 住 ， 许 多 有 用 的 平方 在 开始 时 藏 在 暗 处 ， 只 有 当 你 适当 添加 
“通行 项 ”时 它 才 现 身 ( 只 要 你 觉得 合适 ， 可 以 让 它们 存在 或 消失 ) .关于 这 个 例 
子 的 “自然 ”解释 ， 见 第 121 页 例 4.2.16. 
代 换 和 化 简 

“分 数 ” 这 个 词 给 数学 专业 的 许多 优秀 学 生 心 中 带 来 了 邵 惧 感 . 这 是 因为 大 部 
分 人 , 包括 那些 喜欢 并 且 擅 长 数学 的 人 , 在 中 学 时 都 深 受 分 数 的 折磨 .他们 经 常 被 
要 求 完成 很 长 很 烦琐 的 分 数 计 算 ， 例 如 : 

化 入 1 ， 10 zZ2 1l 
| 

“化 简 ” 就 是 把 “同类 项 ”合并 在 一 起 ， 有 时 候 能 化 简 一 个 表达 式 ， 但 是 一 个 

优秀 的 解 题 者 会 通过 异想天开 战略 得 到 更 加 集中 的 以 任务 为 导向 的 方法 . 
避免 死板 的 直接 合并 ,除非 这 能 使 你 的 表达 式 显得 更 简单 ， 总 是 朝 

着 更 简单 、 更 对 称 和 更 漂亮 的 方向 化 简 (这 三 者 往往 是 统一 的 ). 

( 当然 ， 也 有 例外 . 有 时 候 你 可 能 需要 把 一 个 式 子 变 得 更 复杂 ， 这 样 也许 能 反 
映 出 更 多 的 信息 .第 167 页 例 5.5.10 就 是 一 个 很 好 的 例子 . ) 

第 65 页 例 3.1.10 是 一 个 〈 通 过 对 称 性 ) 使 用 代 换 方法 的 很 好 的 例子 ， 代 换 
y= 三 7 十 1/z 把 四 次 方程 夺目 2 十 2 十 Z 二 1 = 0 变 为 两 次 了 . 这 里 还 有 一 些 例子 . 

例 5.2.16 (AIME 1983) 求 下 列 方程 的 所 有 实 根 之 积 

22 十 18z 十 30 = 2wVz2 十 18z 十 45. 

解答 ”这 个 问题 不 是 很 难 . 解决 这 个 问题 的 唯一 障碍 就 是 方程 中 有 一 个 根 号 . 

那么 ， 第 一 步 就 是 做 大 胆 的 变换 来 消除 这 个 障碍 ， 令 
y = Vz2 十 18z + 45. 
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注意 如 果 x 是 实数 ， 那 么 y 肯定 是 非 负 的 .方程 立即 就 化 简 为 
也 一 15 三 2y,， 

因 式 分 解 后 得 (y 一 5)(y 十 3) = 0. 排除 根 y = -3 ( 因为 y 必须 是 非 负 的 ), 将 y=5 
代 回 到 原来 的 变换 式 ， 得 

2Z2 十 18z 十 45 一 5 
或 

Z2 十 18z 十 20 = 0. 
因此 ， 由 根 与 系数 的 关系 公式 ( 见 第 160 页 ) 知 ， 两 个 根 的 乘积 为 20. 图 

例 5.2.17 (AIME 1986) 化 简 


(V5+ V6+V?) (V5+ V6- V7) (v5 V61 v7) ( V5+ V61 v7). 


解答 可 以 将 所 有 项 都 乘 出 来 ， 但 是 这 样 会 花 很 多 时 间 ， 而 且 很 容易 出 错 . 我 
们 需要 一 个 战略 . 如 果 将 表达 式 化 简 ,， 那么 就 有 可 能 消除 根 号 ， 如果 将 任意 两 项 相 
乘 ， 可 以 使 用 平方 差 公 式 (5.2.6), 得 到 的 表达 式 就 只 剩 下 一 个 根 号 了 . 例如 ,前 两 
项 的 乘积 是 
(VE+ VE+V7) (V+ Vo- vi) = (V5+ V6) - (V7) 
二 5 十 6 十 2V30 一 7 
= 4+2V30. 














同 理 ， 后 两 项 的 乘积 是 
(Vi+ (v5- v6)) (v7- (v5-v5)) = (5 2V30 1 6) = 
所 以 最 后 的 乘积 是 








(4+2V30) (-4+2V30) =4x 30—16= 104. 国 
( 


例 5.2.18 (AIME 1986) 解 方 程 组 
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解答 求解 这 个 方程 组 的 标准 步骤 是 用 系统 ( 且 烦 琐 ) 的 方法 进行 变量 代 换 和 
(或 ) 消除 变量 .但 是 注意 到 每 个 方程 几乎 都 是 对 称 的 ， 且 方 程 组 作为 整体 也 是 对 
称 的 .把 所 有 5 个 方程 都 加 起 来 ， 这 样 就 会 将 每 个 系数 都 变 成 对 称 的 : 


6(zl + zz 十 za 十 Z4 十 Z5) 一 6(1 二 2 十 4 十 8 十 16)， 





所 以 





21 十 2 十 23 十 4 十 25 一 31. 
现在 将 每 个 原 方程 碱 去 上 述 方程 立刻 就 得 到 了 zi = 6 一 31,x2 = 12 一 31, 等 等 . 国 
我 们 已 经 在 第 84 页 例 3.3.8 和 第 159 页 例 5.4.2 中 见 过 了 定义 一 个 函数 工具 
的 应 用 ， 这 里 有 另外 一 个 例子 ， 大 量 地 利用 了 对 称 性 . 
例 5.2.19 证 明 (不 许 乘 出 来 ) 
b—c c-a a-b (a—b)(b—oc)(a—o) 








a b c abc 
解答 虽然 乘 出 来 很 容易 , 但 是 让 我 们 来 寻找 更 优雅 的 方法 . 注意 右 端 的 因 式 . 
可 以 通过 定义 函数 来 推出 这 个 因 式 分 解 : 


b—cec cx 0 一 0 














f(z) := . 
人 b C 
注意 Fo = f(c) = 0.， 由 因 式 分 解 定 理 ， 如 果 将 f(x) 写成 多 项 式 的 商 
了 Po) 
f(x) = be 


则 P(xz) 肯定 有 因 式 x 一 b 和 x 一 c 并 且 ，P(z) 显然 是 3 次 的 . 将 xz = a 代 
和 f(z)， 可 以 推出 
b—c ca a-b (a—b)(a—o)R(a) 








b C Qbc 


他 
其 中 R(xz) 是 一 个 线性 多 项 式 . 由 对 称 性 ， 也 可 以 定义 函数 





C C (0 a 化 
多 


且 g(a) = g(c) = 0， 导 出 因 式 分 解 
0 一 cc 一 QQ a—b 也 一 9 已 一 ol 











a b C abc 
其 中 Q(x) 是 另外 一 个 线性 多 项 式 ， 这样 就 可 以 推出 ， 对 于 某 个 常数 外， 有 
bce c-a a ‘kK (C 


a b C abc 








代入 一 些 具体 值 (例如 a =125=?2,c=3) 就 可 以 得 出 == 一 1. 国 
例 5.2.20 ( 普 特 南 1939) 设 整 系数 方程 3 十 br? 十 cr 十 d = 0 有 根 和 s, +t. 
作出 以 3, 55, 如 为 根 的 整 系数 多 项 式 ， 其 系数 用 b, c, d 表示 . 
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解答 ”最 笨 的 方法 就 是 解 出 7, s, +， 用 b, c, d 表示 ， 然 后 构造 三 次 多 项 式 
(z 一 区)(z 一 玉 )(z 一 妊 ) 相反， 我们 定义 p(x) := 2 十 bz? 十 cx 十 d， 注 意 ,方程 
p(Yr)=0 
的 根 为 x = ”3,，s3, 妇 ， 因 此 必须 将 方程 
rbYri+cyri+d=0 
转化 成 一 个 等 价 的 多 项 式 . 于 是 想到 了 取 立 方 , 但 是 应 该 对 哪些 部 分 取 立 方 呢 ? 对 
二 项 式 以 外 的 多 项 式 求 立 方太 麻烦 了 , 于 是 将 有 根 号 的 放 在 一 边 , 没有 根 号 的 放 在 


另 一 边 ， 得 














— (z+d)=bYr? 十 ce (5.2.1) 
然后 两 边 同 时 取 立 方 就 会 消去 所 有 根 号 ， 应 用 公式 5.2.4 的 更 有 用 的 形式 ， 即 


(z+Y)” = 2 + 32y(7+Yy), 





将 (5.2.1) 的 两 端 取 立方 得 
3 | 
(z+d)?= (0Vz:) 十 (cg + 3DV x2c8/T (bVz3 十 eVYz) 
= 037?2 + c+ ber (bY 十 eVz) 5 


表面 上 看 来 ， 这 好 像 没 有 取得 多 大 的 进展 ， 因 为 等 式 右 端 还 有 根 号 .但 (5.2.1) 告 
诉 我 们 ， 可 以 用 一 (zx + qd) 代替 这 些 烦人 的 根 号 ! 于 是 方程 就 变 为 


—(z+d = br? + er — 3bcr(7 十 四， 











一 个 整 系数 的 立方 式 . 加 
例 5.2.21 (AIME 1986) 多 项 式 工 二 四平 三 元 3 下 5 于 广 1 ZX17 可 以 写成 
qo 二 any 十 a2 十 a3 妨 十 … 十 Qi6y 十 a17y1" 的 形式 , 其 中 y= x 十 1, 诸 a; 是 常 
量 . 求 oz 的 值 . 
解答 活用 因 式 分 解 公式 ， 马 上 就 得 到 
2Z13 一 1 
1 一 Z 十 2 一 2 Hx 一 27 一 . 
x—(—1) 


(我 们 已 经 用 这 个 公式 求 过 几何 级 数 的 和 . ) 用 y =z 十 1 作 代 换 ， 发 现 这 个 多 项 式 
变 成 了 9 


y—1)!s—1 1 18 18 
( 1 加 ys i 27 十 y16—...+1—1 
18 18 18 18 
i 16_... 让 二 
= 5) 1) (17) 


@ 如 果 你 对 二 项 式 定理 不 熟悉 ， 请 读 6.1 节 . 
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a 。 
下 面 的 问题 来 自 1972 年 国际 数学 奥林匹克 欧 赛 . 它 的 解答 依赖 于 对 称 性 和 凌 
出 平方 项 ， 此 外 ,更 重要 的 是 ,要 相信 有 一 个 合理 的 优雅 的 解 存 在 .这 道 题 虽然 有 


点 做 作 ， 但 是 非常 有 启发 性 . 


因此 


例 5.2.22 求 满足 下 列 不 等 式 组 的 所 有 实数 解 (x1, za, za XY4, z5) 
(Z1 一 Z375)(Z2 一 Zaz5) < 0 
(z2 一 Z42l)(Z3 一 Z421) < 0 
(z3 一 2572)(Z24 一 Z572) < 0 
(z4 一 Z173)(25 一 ZI173) < 0 
(zZ2 一 Za224)(Z1 一 224) < 0 


解答 这 个 问题 很 闵 手 ， 但 是 注意 它 是 循环 对 称 的 : 每 个 不 等 式 都 有 如 下 形式 





(z? 专 ZiH225H4)(Z2 1 — Zit2Ti44) < 0， 
其 中 下 标 都 按 模 5 记 . 例如 ,如果 i = 3， 那 么 不 等 式 就 是 
(z3 — rsx2) (TI 一 522) < 0. 
者 把 左 端 乘 出 来 ， 就 会 得 到 一 共 20 项 : (2) = 10 项 形 如 z?z? (i 站 的 “ 完 
全 平方 ”以 及 10 个 “交叉 项 ”， 其 中 5 项 -zx?zipizir3，5 项 一 zZ2Zi22514. 
这 些 项 看 起 来 很 像 是 一 个 二 二 项 式 展开 的 项 例如 ， 
(Zi72 一 Z124)2 = 2202 一 2737204 + LIT 


包含 了 两 个 完全 平方 项 和 一 个 交叉 项 . 我 们 的 战略 是 : 把 左 端的 和 写成 如 下 的 形式 
1 分 2 A 
3 (WT os 
个 yj 产生 一 个 不 同 的 交 又 项 ， 且 所 有 的 完全 平方 项 也 被 复制 了 . 确实 ,经 
一 些 尝试 后 ， 我 们 有 





0 之 (x2 Ea Dit2Tita) (TEL1 a Lit2Ti44) 


5 
-32( Zi0iH1 一 Titit3) + (LiiTit1 — Ti1Ti43)). 


因为 这 里 是 0 大 于 等 于 一 些 平方 的 和 ， 那 么 唯一 的 可 能 就 是 取 等 号 ， 这 就 意味 着 
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因此 ， 不 等 式 组 的 解 集 为 
{(u,u, u,v, u) VE 了 上 国 


最 后 的 例子 是 一 个 很 复杂 的 不 等 式 . 我 们 没有 解 出 它 , 但 是 一 个 巧妙 的 代 换 可 
以 使 它 变 得 很 容易 处 理 . 
例 5.2.23 (IMO 1995) 设 a,b,c 是 正 实数 ， 且 满足 abc = 1. 证 明 
1 1 
a3(b+ce) ba(ct+a) ca+b) 2. 
部 分 解答 我 们 现在 还 不 能 解决 这 个 问题 ， 但 是 会 指明 代数 化 简 是 必须 的 . 这 
个 问题 最 糟糕 之 处 是 什么 呢 ? 它 是 一 个 包含 了 相当 复杂 分 式 的 不 等 式 . 异想天开 战 
告诉 我 们 ， 如 果 这 些 分 式 变 得 简单 些 或 者 消失 了 , 那么 将 会 更 好 . 那么 如 何 做 到 
这 点 呢 ? 这 里 有 一 个 明显 的 代 换 (但 是 也 仅仅 是 当 你 把 代 换 这 个 思想 放 在 你 意识 
的 最 前 端 时 才 会 变 得 明显 )， 这 个 代 换 就 是 
z=1/a,y= 1/b,z= 1/c, 


它 把 原 不 等 式 变 成 了 (应 用 事实 zyz = 1) 
ba y? 2 性 





y+z 2+ 7Z+ 2 
这 个 不 等 式 还 不 是 很 好 处 理 , 但 是 分 母 已 经 不 是 那么 复杂 了 ，, 而 且 问 题 的 复杂 度 也 
减弱 了 .完整 的 解答 见 例 5.5.23. 











问题 与 练习 


题 5.2.24 (AIME 1987) 已 知 z,y 是 满足 ”x,y EN 且 满 足 
十 322y? = 30z? 十 517 的 整数 ， 求 3z2y2. 
题 5.2.25 求 以 下 方程 的 所 有 正 整 数 解 
(2, 9). 
(a) 2” —y = 20. nt +2n? +2n +2on+l1=m. 
(b) zy 十 57 + 3y = 200. 


Ty 二 YX+y=71, ry + ry = 880. 


题 5.2.29 求 以 下 方程 的 所 有 整数 解 (n,m). 


题 5.2.30 (AIME 1989) 设 zx1, zz，……，,zr 是 
题 5.2.26 (AIME 1988) 求 立 方 后 以 888 结 ”实数 ， 且 满足 
尾 的 最 小 正 整数 ( 当然 ,不 能 用 计算 器 或 计算 


机 ) . 

4z1 十 9zz 十 16zs 十 2574 十 36z5 十 49z6 十 64z7 一 12， 
日 < 加 
题 5.2.27 求 zy 二 yz 十 zz 的 最 小 值 , 其 中 9ai+16zs+25zs+36z4 二 49cs 二 64ze+8lz7 一 123， 
z,y,z 是 满足 zz 十 好 十 22 = 1 的 实数 .请 不 
要 硬 算 ! 求 下 式 的 值 . 





TXT1 十 4X2 十 9z3 十 16z4 十 25zs 十 36ze 十 497x7= 二 1， 



































题 5.2.28 (AIME 1991) 求 z2 十 内， 其 中 16zi 二 25z2 十 36z3 十 49z4 十 64z5 十 81z6 十 100z7 
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题 5.2.31 证 明 下 列 数 列 中 的 每 一 个 数 都 是 ” 题 5.2.35 求 满足 za 一 wv = 721 的 所 有 有 序 


完全 平方 数 . 正 整数 对 (x,y). 
49, 4489, 444 889, 44 448 889, .… 题 5.2.36 (《 数 学 难题 ) 1979 年 4 月 刊 ) 求 








题 5.2.32 (《 数 学 难题 》1978 年 6/7 月 刊 ) ”满足 以 下 方程 的 整数 三 元 组 (z,y, 2z). 
设 n 为 任意 整数 , 证 明 ns 一 20m2 十 4 是 合 数 . 


题 5.2.33 已 知 z2 十 好 十 2 = 49 且 z 十 y 十 








23 十 吧 十 2 一 (zz 十 9 十 切 3. 








Zz 二 十 奶 十 2 二 7 求 zyz. 题 5.2.37 (AIME 1987) 计算 

题 5.2.34 求 满足 (16z2? -9)3 十 (9z2 一 16)3 二 (104 4+ 324)(224 + 324) ... (584 4+ 324) 
(25z2 一 25)?” 的 所 有 实数 x. (44 十 324)(164 + 324).…. (524 + 324). 
5.3 ”和 与 积 

记号 


大 写 希 腊 字 母 2 和 I 分 别 被 用 来 代表 求 和 以 及 求 积 . 记 zi + za 十 … 十 Zm 
为 5;_1 zi， 类似 地 ，] Ti_1 zi 代表 乘积 z1x2… zn， 变量 i 称 为 下 标 ， 当 然 可 以 用 
其 他 符号 表示 ,而 且 可 以 假设 任何 上 下 限 , 包括 无 穷 . 如 果 下 标 不 是 连续 整数 ， 那 
么 可 以 用 其 他 方法 表示 ， 这 里 有 一 些 例子 . 

。 Dano 二 十 2 十 ?十 10?， 其 中 求 和 号 的 下 标 dl10 表示 “d 取 过 所 有 

10 的 因数 .” 

TT, 收工 一 全 X 呈 Xx 可 x 多 x，…， 是 一 个 无 穷 乘 积 , 

。 2_3<i<j<577) = f3,4) + f(3,5) + f(4,5). 
如 果 下 标的 情况 在 问题 的 上 下 文中 很 清楚 ， 当 然 可 以 略 去 . 实际 上 ,下 标 通 常 以 非 
正式 但 不 会 产生 混淆 的 方式 给 出 ， 例 如 


(> i) 三 为 -， 2Z2 十 2 (> iz; ) 


就 是 一 个 虽然 技术 上 不 正确 ， 然 而 合理 的 平方 展开 的 表达 式 ， 准确 的 写法 应 该 是 


TS 





确保 能 够 理解 下 标 1 < i < 了 < n 的 含义 ， 请 仔细 地 验证 (看 看 n = 2,3 的 例 


子 ， 等 等 ) 
i#¥7 1<i<j<n 
1&ij<n 


同时 也 验证 下 标 1 < i < 7 < n 的 求 和 一 共有 (2) 项 .你 已 经 阅读 过 第 6 章 ， 对 
吧 ? ) 


@ 素数 有 无 穷 多 个 ， 见 第 48 页 题 2.3.21 和 7.1 节 . 顺便 说 明 ， 这 个 无 穷 乘积 的 值 是 x?/6. 见 第 319 页 例 9.4.8. 
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算术 级 数 
算术 数列 ( 等 差 数列 ) 是 相 邻 项 的 差 是 常数 的 数列 ， 即 ， 它 具有 如 下 形式 
QQ 十 aa 二 20 . 


算术 级 数 是 等 差 数 列 的 和 .等 差 数 列 的 求 和 是 高 斯 对 偶 定理 的 一 个 简单 应 用 ( 见 
3.1 节 第 63 页 ) 考虑 一 个 有 nn 项 的 算术 级 数 ， 第 一 项 是 a， 最 后 一 项 是 4 把 和 
写 两 遍 (qd 是 公差 ): 











S=a+t(a+t+d)1 H (一 q) 十 4 
S={+(L—d)+ +H (a+d)+a 
逐 项 相 加 ， 马 上 推出 
兰 : 光 


一 个 感觉 上 很 合理 的 事实 ， 和 就 等 于 所 有 项 的 平均 值 乘 上 项 数 ， 除 了 算术 平均 值 ， 
没有 其 他 “平均 ” 比 之 更 符合 了 . 


几何 级 数 和 压缩 方法 


几何 数列 〈 等 比 数列 ) 类 似 于 算术 数列 〈 等 差 数 列 )， 其 相 邻 项 之 间 有 一 个 公 
比 . 也 就 是 说 ， 序列 有 如 下 形式 


a, ar, ar2 ar3,.... 


高 斯 对 偶 定理 对 求 几 何 级 数 就 没有 帮助 了 , 因为 几何 级 数 的 项 不 是 加 法 对 称 的 . 然 
而 ,压缩 方法 可 解决 该 问题 . 考虑 一 个 有 ?7 项 的 几何 级 数 ， 其 中 第 一 项 是 a, 公 比 
是 7 (因此 最 后 一 项 是 ar"!). 考察 9 和 79， 而 不 是 把 和 写 两 遍 : 


2 


一 QT 十 ar 十 ar 





| | 
1 上 
rc 一 ar 十 ar2 十 ar73 十 .十 ar 


观察 发 现 9 和 75 很 像 ， 因 此 ， 将 它们 相 减 就 能 得 到 很 大 程度 的 化 简 . 确实 ， 








S—rS=a—art+ar—ar t+ar’ 一 ar3 十 十 ar ar”, 


除了 首尾 两 项 外 的 所 有 项 都 消去 了 . (这 也 是 叫 作 “压缩 ”的 原因 ， 因 为 压缩 使 表 
达 式 “缩短 ”了 . ) 有 





S—7rS=a—ar”, 
解 出 5S 得 
Q 一 QT 
1 一 7r 





9 一 


几何 级 数 在 问题 中 频繁 出 现 , 所 以 记 住 它 的 公式 是 很 有 用 的 . 在 任何 情况 下 ,关键 
步 又 一 压缩 方法 一 一 必须 被 考虑 到 . 
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压缩 一 个 级 数 有 许多 方式 , 在 上 面 的 几何 级 数 中 , 我 们 构造 了 两 个 几乎 一 样 的 
级 数 . 接 下 来 的 级 数 ， 即 在 第 1 页 例 1.1.2 中 第 一 次 看 到 的 级 数 ， 则 要 求 不 同 的 处 
理 方法 . 

例 5.3.1 将 下 式 表 示 成 最 简 分 数 形式 . 

1 

















1 | | 1 | | 1 
Ix2 2x3 3x4 99x100 
解答 注意 到 每 项 都 可 以 写成 
和 1 
K(E 二 1) 天 k+l 
整个 和 就 是 
Ce 
2) \2 3/ \3 4) \99 100/ 
除了 第 一 项 和 最 后 一 项 ， 所 有 项 都 可 以 消去 ， 原 来 的 和 就 缩减 为 1 - 四 
该 方法 的 难点 就 是 要 发 现 每 项 都 可 以 写成 可 以 被 压缩 的 形式 ， 这样 做 总 是 有 


效 吗 ? 很 不 幸 ,， 不 是 的 . 重要 的 是 必须 时 刻 注意 压缩 的 可 能 性 ， 这 实际 上 是 创造 性 
地 添加 零 的 方法 的 一 个 应 用 . 通常 ， 一 个 压缩 尝试 并 不 能 完全 解决 问题 , 但 是 可 以 
减轻 问题 的 复杂 程度 . 

例 5.3.2 求 前 n 项 平方 和 的 公式 . 

解答 换 句 话说 ， 就 是 要 找 公 式 计 算 


Y= 
j=1 


如 果 我 们 像 前 面 的 例子 那么 幸运 ， 发 现 了 神奇 的 序列 ww 有 以 下 性 质 


2 
Up+1 — Ug = 7”. 








这 样 就 做 出 来 了 ， 压 缩 得 到 


去 >》 (ui Uj) = (uz u1) | (ws U2) FE sd (Unt1 Un) = Untl — U1: 
j=1 


j=1 








但 是 这 里 并 不 需要 完美 的 压缩 。 只 需要 找到 序列 wi 的 相 邻 两 项 ， 这 或 多 或 少 像 我 
们 想 要 的 . 这 就 得 用 到 异想天开 战略 .按照 这 个 想法 ,让 我 们 先 来 试 试 几 个 简单 的 
序列 .首先 要 尝试 的 是 单纯 地 猜想 w := 及 ， 得 到 


UL 一 人 大 一 1 二 256 二 1 一 大 一 25 十 1. 
平方 项 被 消去 了 ， 仅 剩 下 线性 表达 式 ， 接 下 去 的 猜想 ， 当 然 是 wy := 3: 


Up41 一 Up 二 (kK 二 1 一 启 二 局 十 3 十 3k 十 1 一 局 二 3 局 十 3k 十 1. 
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这 不 完全 是 妇 ， 但 它 可 以 产生 很 好 的 效果 ， 通 过 压缩 法 得 到 : 
2 3 六 十 37 十 1) -Dn )=wiimW= n+ = tn an. 
换 句 话说 ， 


:人 | + (37 二 1) = 十 372 十 37， 


去 二 二 
由 此 就 能 解 出 > ”_1 产 . 我 们 还 需要 求 算 术 级 数 > 六 1(37 十 1), 显然 已 经 有 计算 它 
的 公式 了 ! 请 验证 





nn+1)(2n+1) 

2 

有 时 候 压 缩 方 法 不 会 像 开 始 的 例题 那样 马上 有 效果 ， 但 是 引入 一 个 新 的 单项 

则 可 以 转换 问题 , 称 之 为 催化 方法 . 一 旦 你 发 现 它 了 ,你 就 不 会 忘记 , 而且 可 以 轻 
松 应 用 到 其 他 问题 上 


例 5.3.3 化 简 乘积 


有 二- 直 ) 


解答 记 乘 积 为 P， 考 虑 将 P 乘 上 1 一 1/a 会 发 生 什么 .“ 催 化 剂 ” 就 是 简单 
的 平方 差 公 式 (z 一 y)(z 二 yy) = 7? 一. 


CT 
































1 ,1 1 
Ss Ee ee We 
1 1 1 1 
Se Cte) 
1 tt。 
< (4 aa (4 | ji) 
1 
- (二 
因此 
1 
Ps ED 国 
Es 
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无 穷 级 数 
包含 无 穷 项 的 级 数 是 一 个 更 适合 计算 的 科目 ， 在 第 9 章 中 可 以 看 到 更 多 这 方 
面 的 信息 . 现在 ， 让 我 们 讨论 一 些 基 本 的 概念 . 如 果 一 个 无 穷 级 数 的 和 为 有 限 ， 则 
称 该 级 数 收 敛 ; 反之 ， 称 该 级 数 发 散 ， 先 复习 下 收敛 的 无 穷 几何 级 数 公式 : 
a 
IT， 
当 且 仅 当 |r| < 1 才 成 立 ， 这 是 等 比 数列 求 和 公式 的 简单 推论 . 
判断 一 个 给 定 级 数 收敛 或 发 散 有 很 多 方法 . 最 简单 的 原理 是 
。 如 果 ax < oo( 即 级 数 收敛 ) 且 a 除去 有 限 个 外 都 能 控制 (也 就 是 
说 ， 除 去 有 限 个 的 值 ， 有 ax > bx )， 那 么 jb < co. 
。 类 似 地 ， 如 果 ax = co ( 即 级 数 发 散 ) 且 by 除去 有 限 个 外 都 能 控制 ok， 
那么 > bi = co. 
换 名 话说， 处 理 未 知 无 穷 级 数 的 最 简单 策略 就 是 找 一 个 已 知 的 级 数 跟 它 比较 . 
你 应 该 了 解 的 一 个 基本 的 级 数 是 调和 级 数 
a 
ee 
例 5.3.4 证 明 调 和 级 数 发 散 . 
解答 我 们 将 找到 这 个 级 数 的 部 分 和 的 粗略 近似 值 . 注意 
1 | 1 区 外 上 
3 4 14 





Q 十 or 十 ar 十 …: 











以 及 1 1 让 


9 10 
一 般 情况 下 ， 对 任意 n> 1， 
lr 1 1 
1 Ee 2 十 2 和 2? 
因为 2” 项 中 每 项 都 大 于 等 于 35 寺 r. 因此 ， 整 个 调和 级 数 大 于 等 于 





2% 汗 了 2% 生 22 











ed 1 1 1 
” 
而 该 级 数 明显 是 发 散 的 . 图 
上 面 用 到 的 关键 想法 就 是 下 面 显而易见 的 事实 的 组 合 : 
0 a 
a b 


并 且 结 合 一 个 将 “复杂 ”分 母 变 成 “简单 ”分 母 的 漂亮 转换 .这 是 一 个 关于 多 面 推 
项 方法 的 例子 一 一 一 项 处 理 表 达 式 的 技术 ， 即 采用 任 一 有 效 方法 (加 上 一 个 0, 乘 
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上 一 个 1, 添加 或 者 减 去 一 点 ， 等 等 ) 使 得 表达 式 变 得 更 容易 处 理 〈( 受 异想天开 战 
略 启发 而 得 出 的 另 一 个 方法 ) . 这 里 有 另外 一 个 例子 . 
例 5.3.5 《〈 函数 5(s) 定义 为 无 穷 级 数 


当 s=1 时 ， 它 就 变 成 了 调和 级 数 ， 是 发 散 的 . © 

证 明 对 所 有 s > 2，C(s) 收敛 . 

解答 这 是 一 个 来 自 微 积 分 学 中 积分 方法 的 常规 练习 ， 但 是 应 用 第 一 原理 会 更 
有 启发 性 . 首先 , 我 们 断言 ,虽然 问题 要 求 对 无 穷 多 个 s 的 值 证 明 结 论 成 立 , 但 是 
只 需 证 明 6(2) < co ， 因 为 如 果 s > 2， 对 任意 正 整 数 k， 有 


1 1 
hk? ks 
因此 ,序列 C(2) 收敛 就 可 以 推出 对 所 有 更 大 的 s，C(s) 收敛 . 
但 是 如 何 证 明 6(2) 收敛 呢 ? 通 项 是 1/ 扩 ， 必 须 找到 一 个 与 之 相似 且 比 较 熟 悉 


的 数列 .在 第 152 页 例 5.3.1 中 ， 已 经 有 了 一 个 漂亮 的 压缩 级 数 ， 它 的 项 都 是 二 次 
式 的 倒数 ， 即 级 数 





Nn 1 1 
2 RT SS 
显然 该 无 穷 级 数 收 全 ( 其 和 为 1 ) 现在 如 果 有 1/k? 小 于 1/(k(k 十 1))， 那 么 命题 
就 得 证 .但 是 不 等 式 方向 正好 相反 ! 

不 必 担 心 : 我 们 可 以 平移 求 和 下 标 得 到 


nl 


1 1 
之 二 i 





对 任意 正 整数 k， 有 


1 1 
不 KE 
由 此 可 以 推出 。 
1 1 
全 三 < 1 这 南 
所 以 从 有 = 2 开始 的 这 个 和 式 收 敛 ， 因 此 整个 级 数 也 收敛 . 国 


讨论 收敛 性 时 , 前 几 项 根本 不 会 影响 结果 . 实际 上 , 前 几 万 亿 项 都 不 会 有 影响 ! 
不 要 忘记 通过 平移 求 和 下 标 来 达到 目 这 个 小 技巧 . 





Q@ 这 就 表明 了 C4(s) 有 很 多 连接 组 合 数 学 和 数论 的 有 用 的 性 质 ， 作 为 起 点 ， 请 参阅 文献 [37] 的 第 2 章 . 
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问题 与 练习 


题 5.3.6 求 7> 十 2r2 二 3r3 十 .….: 十 Pr” 并 推广 . 
题 5.3.7 计算 下 列 级 数 的 和 ， 你 能 推广 它 吗 ? 


1 1 1 
1x2x3tax3xdt FOR 二 可 


题 5.3.8 计算 下 列 级 数 的 和 ， 你 能 推广 它 吗 ? 








1x2x3+2x3x4+:… 二 m(2 十 1)(m 十 2) 
题 5.3.9 观察 |V44| = 6, |V4444| = 66. 
推广 并 证 明 你 的 结论 . 

题 5.3.10 计算 1x1l+4+2x2!l 二 … 二 nxnl. 
计算 3%_1 mw 

计算 [Tu cos (2*0). 

计算 7_, ma: 

题 5.3.14 (AIME 1996) 对 整数 1,2,……,10 
的 任意 排列 al, az, a3,.… ,a1l0， 构 造 如 下 和 式 


题 5.3.11 
题 5.3.12 


题 5.3.13 





|aa 一 az| 十 |as 一 a4| 十 la5 一 a6| 二 |a7 一 as| 十 ao 一 aio|. 


计算 所 有 这 些 和 式 的 平均 值 . 

题 5.3.15 证 明 任何 正 整数 有 都 可 以 写成 连 

续 的 从 12 开始 的 完全 平方 数 的 和 或 差 . 换 句 

话说 ,对 于 每 个 ,存在 工 和 a1,a2,…,aL, 使 
L 

得 二》 ,ai 人 ,其 中 , 对 于 每 个 ; 有 ai = 土 1. 

例如 ， 17 二 1 


题 5.3.16 如 果 用 立方 代替 上 一 题 中 的 平方 ， 
结果 又 如 何 呢 ? 或 者 n 次 方 ? 


5.4 多 项 式 





题 5.3.17 (加 拿 大 1989) 给 定数 1,2, 2?,……， 
2" ,对 这 些 数 的 任意 排列 o==zx1, za ,Zn， 
定义 Si(c) = zl, S2(o) = wi 十 x2,…， 以 及 
Q(o) = S1(0)S2(0).… Sn(o). 求 > 1/Q(0) 
的 值 ， 其 中 求 和 取 遍 了 所 有 可 能 的 排列 情况 . 
题 5.3.18 一 根 2 厘米 长 的 松紧 带 一 端 固 定 
在 墙 上 ， 另 一 端 有 一 只 虫子 .每 分 钟 (由 时 
刻 0 开始 ) 带子 都 瞬间 均匀 伸 长 1 厘米 ， 然 
后 虫子 朝 着 固定 点 让 1 厘米 ， 请 问 最 后 虫子 
能 不 能 到 达 墙 上 ? 

题 5.3.19 设 9 是 正 整数 的 集合 ， 其 中 的 元 
素 在 10 进 制 表示 下 其 各 位 上 都 不 出 现 0， 即 ， 

















S = {1,2,...,9,11,12,...,19,21,...}. 
S 中 元 素 倒数 的 和 是 收敛 的 还 是 发 散 的 ? 
题 5.3.20 第 155 页 例 5.3.5 证 明了 ((2) < 
co， 使用“ 推 殴 法 ”证 明 ， 实 际 上 <(2) < 2. 
然后 进一步 将 你 的 估计 精确 化 ,证 明 56(2) < 
7/4. [6(2) 的 精确 值 是 /6， 一 个 粗略 的 证 
明 见 第 319 页 例 9.4.8. ] 
题 5.3.21 ( 普 特 南 1977) 计算 无 穷 乘 积 
sg 
于 m3 十 1 
题 5.3.22 你 能 推广 第 152 页 例 5.3.2 中 用 
到 的 方法 吗 ? 
题 5.3.23 (AIME 1995) 设 f(n) 是 最 接近 
3n 的 整数 ， 求 1 了 





多 项 式 运 算 比 单调 的 加 、 减 、 乘 、 除 运算 复杂 得 多 .本 节 包 含 了 大 家 需要 学 习 


或 者 复习 的 多 项 式 的 一 些 重要 性 质 . 


首先 是 一 些 记 号 和 定义 设 4 是 在 加 法 和 乘法 下 封闭 的 数 集 ， 定义 


4[z] = {ao | 





Q20 十 …+ 


为 系数 在 4 中 的 多 项 式 的 集合 . 


anZ" :ai; € A,n=0,1,2,3,.…} 
最 常用 的 系数 集合 是 Z, Q, RR, C， 偶尔 也 会 用 到 


模 n 整数 集 Z,,( 见 第 219 页 ) ， 形 如 aiz: 的 表达 式 称 为 项 或 单项 式 . 
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写 一 个 任意 的 多 项 式 时 ， 习 惯 上 把 a; 作为 z; 的 系数 .统一 的 记号 非常 清楚 ， 
且 可 以 避免 错误 以 及 在 做 复杂 运算 时 产生 混淆 .我 们 定义 多 项 式 的 次 数 为 非 0 系 
数 项 的 最 高 次 数 . 这 个 系数 也 叫 作 首 系 数 . 如 果 这 个 系数 是 1， 那 么 称 多 项 式 为 首 
一 的 . 系数 ao 叫 作 常数 项 . 


多 项 式 运算 
我 们 学 的 代数 知识 大 部 分 都 是 关于 多 项 式 的 加 、 减 、 乘 和 除 . 这 里 就 不 复习 前 
两 个 运算 ， 因 为 你 已 具有 这 些 知识 . 但 是 思考 乘法 和 除法 是 很 有 价值 的 .乘法 很 简 
单 ， 但 是 采用 好 的 记号 非常 重要 ， 通 过 手 算 一 些 例子 来 确保 理解 下 面 的 记号 . 
如 果 A(7) 二》 ai BO = ) bv, C(x) = ci 一 4(z)B(z), 则 


C7 一 Qaob; 十 Q1b;_1 十 …… 十 ajbo 一 Qsbr. 


5 十 1 一 Ji 
st 过 0 


多 项 式 可 以 像 整 数 一 样 做 除法 , 结果 是 商 和 余数 . 更 正式 地 , 系数 在 Z,Q, 玉 ,C， 
纪 , 中 的 多 项 式 都 有 类 似 整 数 情况 ( 题 3.2.15 ) 的 除法 ， 即 多 项 式 除 法 : 
设 Fz) 和 g(x) 是 KK[zx] 中 的 多 项 式 , 其 中 是 Z,Q,R,C,Z, 中 
的 一 个 ， 则 
f(x) = Q(z)g9(7) + R(X), 
其 中 Q(x), R(z) E K[zx]| 且 R(x) 的 次 数 小 于 g(x) 的 次 数 . 我 们 称 Q(x) 
为 商 ，R(z) 为 余数 . 


例如 , 设 f(z)= 台 十 十 7 且 g(x) = x? 十 3， 两 个 多 项 式 都 在 ZIz] 中 . 通 
过 “ 轧 转 相 除 法 ”， 得 





人 十 如 十 7 二 (x 十 3)(zZ 十 1) 十 (37z 十 4， 





所 以 ，Q(z) = 二 xX 十 1 且 R(x) = 一 37x 十 4， 重要 的 是 商 Q(x) 也 在 Z[zx] 中 ， 也 就 是 
说 , 它 也 有 整 系数 ,可 以 把 除法 运算 看 成 如 整数 一 般 , 这 不 仅 是 整数 的 一 个 重要 性 
质 ， 也 是 多 项 式 的 一 个 非常 重要 的 性 质 . 

例 5.4.1 (AIME 1986) 求 满足 na + 100 能 够 被 n 十 10 整除 的 最 大 整数 n. 

解答 用 多 项 式 除法 ，n3 + 100 = (2 十 10)(n2 一 10n 十 100) 一 900， 所 以 

n3 十 100 900 

0 
如 果 m3 十 100 能 够 被 n 十 10 整除， 那么 才 5 一 定 是 个 整数 ， 显 然 ， 符 合 要 求 的 
最 大 整数 是 890. 四 
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多 项 式 的 根 
解 多 项 式 方程 总 是 一 件 很 美妙 的 事情 .上 毫 无 疑问 ， 你 知道 二 次 方程 
az2 十 br 十 c=0 





的 求 根 公式 是 
一 0 士 Vb2 一 4ac 
加 2a 


这 个 公式 很 有 用 , 但 更 重要 的 是 记 住 这 个 公式 是 如 何 得 来 的 ， 即 通过 配方 .我 们 通 
过 一 个 简单 的 例子 来 复习 它 : 

r++6r-5=0 < r+6r=5 > z+6r+9=14. 
因此 (z 十 3)? = 14， 于 是 x 十 3 = 土 V14， 等 等 . 

但 是 很 多 时 候 多 项 式 的 精确 根 很 难 求 或 者 没 法 求 , “实际 上 ， 有 时 候 精 确 的 根 
不 是 很 重要 , 需要 的 反而 是 间接 的 信息 .因此 , 搞 清楚 多 项 式 根 和 其 他 性 质 之 间 的 
关系 则 很 重要 . 下面 是 一 些 很 有 用 的 原理 . 





余数 定理 
如 果 多 项 式 P(x) 除 以 x 一 ag， 则 余数 为 P(a). 
例如 , 将 zz 一 2z+3 除 以 z+2 得 (通过 一 些 步 又 ) 
人 1 


一 27 十 2 
2 十 2 人 2 十 2 


也 就 是 说 ， 商 是 x? 一 2z 十 2， 余 数 是 -1， 而 另 一 方面 

(—23 一 2(-2) 十 3 = 一 1. 
为 了 说 明 余数 定理 在 一 般 情况 下 也 是 正确 的 ， 将 多 项 式 P(x) 除 以 x 一 a， 得 到 
商 Q(z) 和 余数 r+. 应 用 多 项 式 除法 ,得 

P(x) = Q(z)(z — a)+r7. 
上 面 的 等 式 是 一 个 恒等式 ， 也 就 是 说 ， 对 任意 x 值 都 成 立 ， 因 此 ， 可 以 将 最 方便 
的 xz 值 代 到 方程 中 ， 即 zx = a， 于 是 就 如 愿 得 到 P(a) = r+. 请 留意 这 个 取 值 代 换 
法 . 它 应 用 很 广泛 ! 








因 式 分 解 定理 
如 果 a 是 多 项 式 P(z) 的 一 个 根 , 那么 一 a 是 P(z) 的 一 个 因 式 . 
即 ，P(z) 是 x 一 a 和 另 一 个 多 项 式 的 乘积 . 
这 个 由 余数 定理 可 以 立即 得 到 . 


@ 三 次 或 者 四 次 的 多 项 式 求 根 公 式 在 16 世纪 就 被 发 现 了 ， 并 且 阿 贝尔 在 19 世纪 时 证 明了 ,一般 情况 下 ， 五 次 或 
者 更 高 次 的 多 项 式 不 存在 “基本 ”的 求 根 公式 ， 详 细 叙 述 见 文献 [31]. 
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代数 基本 定理 
因 式 分 解 定 理 告诉 我 们 : 如 果 a 是 多 项 式 P(z) 的 一 个 根 , 则 x 一 a 是 它 的 一 
个 因 式 . 但 是 怎么 知道 一 个 多 项 式 到 底 有 没有 根 呢 ? 代数 基本 定理 告诉 我 们 : 
Clz] 上 的 任意 多 项 式 至 少 有 一 个 复 根 . 


这 个 定理 非常 有 深度 ， 而 且 很 难 证 明 . 它 的 证 明 超出 了 本 书 的 范围 . ” 
代数 基本 定理 的 一 个 推论 (利用 题 5.4.6 的 结论 ) 是 : n 次 多 项 式 一 定 有 n 个 
复 根 ， 虽 然 其 中 有 一 些 可 能 是 重 根 ， 因 此 对 任意 多 项 式 有 下 面 的 因 式 分 解 形式 : 





an 十 an_lZn 十 :十 ao 一 az 一 7 一 ra) (一 rn)， (5.4.1) 


其 中 x; 是 根 ， 可 能 有 一 些 是 重复 的 . 
如 果 根 有 重复 的 ， 那 么 我 们 称 它 们 有 大 于 1 的 多 重 性 . 例如 ，8 次 多 项 式 





(z—1)(z—2i)(r+2)(r— 7 (r+6) 


有 8 个 根 ， 但 是 只 有 5 个 不 同 的 根 . 根 7 有 3 重 , 根 -6 有 2 重 . 
这 里 有 一 个 例子 ， 其 中 用 到 了 取 值 代 换 法 ， 以 及 在 第 84 页 例 3.3.8 中 由 到 的 
定义 一 个 函数 工具 . 
例 5.4.2 (USAMO 1975) 如 果 P(x) 是 n 次 多 项 式 ， 对 于 == 0,1,2,…,n 
有 P(k) ==k/(k 十 1). 求 Pln 填 1). 
解答 回 到 因 式 分 解 定理 .从 一 个 解 题 者 的 角度 重新 叙述 这 个 定理 就 是 
知道 了 一 个 多 项 式 的 根 就 知道 了 这 个 多 项 式 . 
换 名 话说 ,如 果 思 考 之 后 不 知道 多 项 式 的 根 ,那么 你 可 以 再 加 把 劲 找 出 它们 ,或 者 把 
精力 集中 到 另 一 个 根 比 较 明 显 的 多 项 式 上 去 . 在 我 们 的 题 中 ,知道 P(k) = KE/(KE 十 1 
并 没有 告诉 我 们 任何 有 关于 P(x) 根 的 信息 ， 因 为 jy/(& 十 1) 既 不 是 根 也 不 是 多 项 
式 . 通过 乘 以 十 1 并 相 减 同时 解决 了 这 两 个 困难 : 
(k+l1)P(k)—k=0. 
我 们 已 经 有 了 另外 一 个 多 项 式 的 根 的 信息 ， 一 个 n 十 1 次 多 项 式 
Q(z) := (T+1)P(7)— Zz. 
显然 Q(z) 的 根 就 是 0,1,2,…,n， 所 以 可 以 把 它 写成 


(z+1)P(z)—7£= Cr(r—1)(r—2).…(7—n), 





Q@ 一 个 初等 的 但 有 难度 的 证 明 见 [6]， 一 个 简单 但 不 是 很 初等 的 证 明 见 [21]. 
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其 中 C 是 一 个 待定 的 常数 ， 因 为 上 面 的 等 式 是 一 个 恒等式 ， 对 任意 z 都 成 立 ， 所 

以 可 以 代入 任意 方便 的 值 . 值 x = 0,1,…,n 没有 用 ， 因 为 它们 使 右 端 等 于 0. 左 

端 有 麻烦 项 (x + 1)P(z)， 所 以 很 明显 我 们 应 该 选择 x = -1， 代 入 后 得 到 
1=C(-1)(-2)(-3).… (-(n + 1)), 

















因此 a 
(n+1)! 
最 后 ， 代 人 z= 二 n+ 十 1 得 到 
2)P(n+1 Pe -1 EE ee -1)1= (一 TD?+1 
(n+2)P(n+1)—n Ce )m Ce (1 
所 以 二 


根 与 系数 的 关系 
如 果 把 第 159 页 等 式 (5.4.1) 的 右 端 乘 出 来 ， 就 可 以 得 到 一 连 串 由 多 项 式 的 根 
组 成 的 它 的 系数 的 表达 式 . 这 看 上 去 是 一 个 非常 复杂 烦琐 的 工作 , 所 以 需要 我 们 小 
心 缀 器 地 来 完成 它 . 为 了 给 大 家 演示 该 工作 如 何 完 成 , 我 们 先 试 试 一 个 很 简单 的 多 
项 式 ， 一 个 根 为 > 和 s 的 首 一 二 次 式 (不 失 一 般 性 ,假设 考虑 的 多 项 式 都 是 首 一 
的 ) 那么 ,根据 等 式 (5.4.1)， 写 出 所 要 求 的 多 项 式 
T+artao= (rz—7)(r— ss). 


右 端 等 于 2? 一 ?2 一 sz 十 rs， 如 果 将 其 与 左 端 的 项 等 同 起 来 ， 就 得 到 





al 一 一 (站 十 5)， Qo 二 7s. 
因为 一 般 情 况 下 需要 把 一 个 更 加 复杂 的 式 子 乘 出 来 ， 所 以 让 我 们 来 思考 如 何 处 理 
这 个 简单 的 . 我们 应 用 “FOIL”, ?也 就 是 “把 (x -了 ) 中 的 每 个 单项 和 (z 一 s) 中 
的 每 个 单项 乘 起 来 ”， 换 句 话 说， 计算 
(z—7)(z—s)= (t+(—7r)) (t+(-s))=7:7+(-7r):r+7r:(—s)+(-7):(—s). 
如 果 计 算 更 加 复杂 的 表达 式 ， 也 是 采用 同样 的 步 又 . 例如， 考虑 





T+asT oar+ao= (rr— g(r—r7)(r— ss). 
把 右 端 乘 出 来 之 后 , 但 是 在 合并 同类 项 之 前 , 会 有 2x2x2 = 8 项 , 因为 把 (x 一 9g) 
中 的 每 个 单项 以 及 (z 一 +) 和 (zx 一 s) 中 的 每 个 单项 都 乘 了 起 来 ， 每 项 都 有 两 个 单 
项 在 里 面 . 换 句 话说 ，(x 一 g)(z 一 7)(x 一 s) 的 8 项 中 的 每 一 项 都 代表 一 个 3 元 素 
的 选择 ， 一 个 元 素 选 自 x 或 -q， 一 个 选 自 xz 或 r+， 还 有 一 个 选 自 z 或 一 s. 


@ 即 “first, outer, inner, last”. 
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我 们 会 得 到 怎样 的 项 呢 9 如 果 三 次 选择 都 是 x， 就 会 得 到 项 z3.， 选择 两 个 x 
和 一 个 常数 的 方式 一 共有 3 种 , 分 别 得 到 -gz2, -rz2, 一 sz?2?. 类 似 地 , 选择 一 个 z 
和 两 个 常数 的 方式 也 有 3 种 ， 分 别 得 到 wrz, gsz, rst. 最 后 选择 0 个 x 的 方式 只 
有 一 种 ， 得 到 一 grs， 这 就 是 所 有 8 项 ， 合 并 同类 项 得 


23 十 aa22 十 aiz 十 ao 一 (zz 一 qz 一 rz 一 5) 





一 23 一 (gr 十 s)22 十 (or 十 gs 十 rs)z 一 grs. 





对 应 项 相等 ， 得 到 
a2 一 一 (十 ?十 5)， Q1 二 gr 十 qs 十 78,， ao 二 一 qrs. 
让 我 们 来 多 尝试 一 个 例子 ， 这 次 是 根 为 p,q,7,s 的 首 一 四 次 多 项 式 . 将 多 项 式 
写成 如 下 形式 


T+ asr +asr +art+ao=(r—p(r— gq)(r—r)(r— ss). 


根据 相同 的 理由 , 在 合并 同类 项 之 前 , 右 端 一 共有 16 个 单项 , 每 项 都 是 从 x 或 一 p、 
2 或 -gq 等 中 选 一 个 相 乘 . 例如 ， 用 到 两 个 z 的 项 也 会 用 到 两 个 常数 .那么 一 共有 
多 少 个 这 类 的 项 呢 ? “你 能 从 集合 {p,q,7, s} 选 出 两 个 “不 同 ” 元 素 的 选择 数 ， 即 ， 
(9) = 6 项. 算出 所 有 项 ， 有 
(一 DZ 一 gm 一 5 引 王 和 一 (十 9 二 7 十 5 
- (pg + pr+ps+ qr+ 
(pq7 十 pqs 十 D7s 十 grs)2Z 十 Daq75. 














2 





95 十 75S)Z 





对 应 项 相等 ， 得 到 
(所 有 根 的 和 ) 
(两 个 不 同 的 根 的 所 有 乘积 之 和 ) 
(三 个 不 同 的 根 的 所 有 乘积 之 和 ) 
十 (所 有 根 的 积 ). 
其 中 词 “ 不 同 ” 在 这 里 应 该 理解 为 一 个 纯 符 号 的 含义 ， 即 ， 我 们 只 把 不 同 符 号 代表 
的 根 乘 起 来 ， 例 如 p 和 gq， 即 使 它们 的 实际 值 是 相同 的 . 

最 后 ， 模 仿 前 面 的 过 程 ， 能 写 出 公式 的 一 般 形式 : 

设 mra ,Tn 是 首 一 多 项 式 XY? 十 aw_17T"” 1 十 … 十 Qao 的 根 ， 则 
对 于 二 0,1,2,…,n 一 1 有 


ak 三 (一 1)”*(m 一 kk 个 不 同 的 根 的 所 有 和 夹 积 之 和 ) 


也 一 天 
一 (—1) > TiTi2z 7 
1&ii<i2<…<in_k&n 


3 = 二 
a2 三 十 
CQ1 一 一 
Qo 二 





@ 你 已 经 在 6.1 节 中 看 到 过 了 ， 对 吧 ? 
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这 些 公 式 很 重要 ， 应 该 记 住 . “…… 的 所 有 乘积 之 和 ”这 句 不 精确 的 语言 很 容 
易 记 ， 但 是 务必 花 时 间 去 理解 如 何 用 下 标 严格 地 表示 求 和 公式 .同时 也 要 注意 -1 
的 寡 的 作用 .我 们 常用 到 “如 果 是 侦 数 ，( 一 1)* 等 于 +1; 如 果 夺 是 奇数 ， 则 等 
于 一 1” 这 个 方便 的 事实 . 

让 我 们 通过 考察 一 个 具体 的 例子 来 从 这 些 抽象 的 讨论 中 走出 来 . 

例 5.4.3 (USAMO 1984) 四 次 方程 z+ 一 18z3 十 kx? 十 200x 一 1984 = 0 的 四 
个 根 中 有 两 个 根 的 乘积 是 -32. 求 上 的 值 . 

解答 设 根 为 w 5, c, 4d， 则 由 根 与 系数 的 关系 可 得 

a 二 +0b 二 c+d= 18, 
ab+aci+ad+tobc+t+bd+i+cd=k, 
aoc 十 abod 十 acd 十 pcd = 一 200， 

















abcd = 一 1984. 
不 失 一 般 性 , 设 ab = -32. 代入 abcd = 一 1984 得 cd = 62， 把 两 者 代入 方程 组 得 
a+b+c++d= 18, (5.4.2) 
30 二 ac 二 ad++bc++bd=， (5.4.3) 
32c — 32d 十 62a 十 620 = 一 200. (5.4.4) 


接着 从 战略 上 思考 . 我 们 要 计算 k， 而 不 是 a, b,c,d 的 值 . 倒 推 一 步 就 是 计 
算 ac 十 ad 十 bc 十 bd 的 值 ， 注 意 因 式 分 解 : 
ac+ad+i+bc+i+bd=a(c+d)+b(c+d) = (a+Db)(c+ ad). 
把 (5.4.4) 也 进行 分 解 : 








32(c+qd) + 62(a+b) = —200. 
现在 应 该 已 经 很 清楚 接 下 去 怎么 做 了 .只 需求 出 := a 二 5b 和 w:=c++d. 方 
程 (5.4.2) 和 (5.4.4) 变 成 了 方程 组 


uv 一 18， 
62 一 322 = 一 200， 


很 容易 可 以 解 出 (= 4,v = 14)， 最后， 得 到 
k=30+4x14= 86. 国 





有 理 根 定理 


假设 P(z) es Z[z] 有 一 个 根 为 zx = 2. 你 从 中 得 到 了 多 少 有 关 P(x) 的 信息 ? 
由 因 式 分 解 定理 ， 我 们 有 
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其 中 Q(z) 是 一 个 多 项 式 . 但 是 Q(z) 的 系数 是 什么 样 的 呢 ? 我 们 所 知道 的 且 可 
以 肯定 的 就 是 ， 它 的 系数 一 定 是 有 理 数 . 然而， 如 果 x - 2 是 一 个 因 式 ， 那 么 
3 (7 一 3) = 3x 一 2 肯定 也 是 一 个 因 式 ， 所 以 可 以 写成 
P(x) = (37x — 2)S(2), 
其 中 S(z) = Q(x)/3， 我 们 知道 P(x) 是 整 系数 多 项 式 ， 能 不 能 对 S(zx) 下 同样 的 
结论 呢 ? 实际 上 是 可 以 做 到 的 . 这 就 是 高 斯 引 理 : 
如 果 一 个 整 系数 多 项 式 能 因 式 分 解 成 有 理 系数 多 项 式 ， 那 么 它 也 可 

以 分 解 成 整 系数 本 原 多 项 式 . 

(系数 没有 公 因 数 的 整 系数 多 项 式 称 为 本 原 多 项 式 . 例如 ，3z2 + 9z + 7 是 本 原 多 
项 式 ， 而 10z2 一 5z 十 15 就 不 是 . ) 高 斯 引 理 证 明 的 一 些 提 示 见 题 7.1.31. 

因为 P(z) 分 解 成 (3z 一 2) 和 另外 一 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 ， 所 以 P(x) 的 首 
项 系数 一 定 是 3 的 倍数 ， 而 末 项 系数 一 定 是 2 的 倍数 . 

一 般 情况 下 ， 假 设 整 系数 多 项 式 P(x) 有 一 个 有 理 根 z = a/b， 其 中 a/b 为 最 
简 形 式 ( 即 不 能 约 分 )， 由 因 式 分 解 定理 和 高 斯 引 理 得 

P(z) = (bz — a)Q(7), 
其 中 Q(x) 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 这 立即 就 得 出 了 有 理 根 定理 : 
如 果 一 个 整 系数 多 项 式 P(x) 有 一 个 有 理 根 x 二 a/b， 其 中 a/b 是 

最 简 形 式 ， 那 么 P(z) 的 首 项 系数 是 b 的 倍数 ， 常 数 项 是 a 的 倍数 . 

在 实践 中 ， 有 理 根 定理 不 仅 用 来 求 根 ， 还 用 来 证 明 根 是 无 理 数 . 

例 5.4.4 如 果 22 - 2 有 一 个 有 理 根 a/b (最 简 形式 )， 则 一 定 有 b|l 且 al2. 
因此 仅 有 的 有 理 根 是 土 2， 因 为 无 论 2 还 是 -2 都 不 是 根 ， 所 以 就 推出 zx? 一 2 没有 
有 理 根 . 这 是 证 明 V2 是 无 理 数 的 另外 一 种 方法 . 

我 们 可 以 将 上 述 原 理 推广 到 首 一 多 项 式 上 . 这 是 判断 无 理 数 的 一 个 有 趣 的 依 
据 ， 应 该 作为 一 个 工具 来 掌握 :” 

首 一 多 项 式 的 任何 有 理 根 一 定 是 整数 .相反 地 ， 如 果 首 一 多 项 式 的 

根 不 是 整数 ， 那 么 它 一 定 是 无 理 数 . 

最 后 我 们 来 研究 一 个 相当 困难 的 例题 ， 它 用 到 了 上 面 的 首 一 多 项 式 方法 以 及 
其 他 几 种 方法 . 

例 5.4.5 证 明和 Vi10012 二 1+ VI10022 十 TI 十.…: 十 V2000z 十 工 是 无 理 数 . 

解答 ”我们 将 证 明 分 为 两 步 : 首先 ， 证明 问题 中 的 和 不 是 整数 ， 其 次 ,证 明 它 
是 首 一 多 项 式 的 根 . 


@ 这 个 结论 也 可 以 不 用 有 理 根 定理 直接 证 明 ( 题 5.4.13 ) 如 果 你 觉得 困难 ， 请 参考 第 216 页 例 7.1.7. 
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首先 证 明 第 一 步 ， 容 易 知道 如 果 n > 1， 那 么 nn < VR 十 1 <n 十 1/n， 第 一 
个 不 等 式 是 显然 的 ， 第 二 个 由 说 十 1 < 如 十 2 < (mn 十 1/n)? 得 到 ， 记 问题 中 的 和 
为 S$， 那 么 





5 = 1001 十 人 1 十 1002 十 0 十 … 十 2000 十 01000， 
其 中 ， 每 个 9; 都 处 于 0 和 1/1001 之 间 . 因此 
0< 人 十 2 十 … 十 Qi000 之 1， 
所 以 5 不 是 一 个 整数 . 
接着 证 明 第 二 步 : S 是 首 一 多 项 式 的 根 . 更 一 般 地 ， 我 们 要 证 明 对 任意 正 整 
数 n， 和 
VOL 十 Vaa 十 十 Van 
是 首 一 多 项 式 的 根 ， 其 中 每 个 a; 都 是 整数 但 不 是 完全 平方 数 . 用 归纳 法 证 明 . 如 
果 n=1， 则 va 是 首 一 多 项 式 x? 一 ai 的 根 ， 从 而 结论 成 立 ， 现 在 假设 
y= Vat Va t+ Van 
是 首 一 多 项 式 P(x) = z7 + cazr 十.… 十 co 的 根 . 我 们 将 构造 有 一 个 根 为 
2 一 十 Vanfi 的 首 一 多 项 式 ， 有 
0= P(y) = P(x— Van 一 (z— VD) 十 cr 人 
注意 每 个 (x 一 vn 的 展开 式 可 以 分 为 两 部 分 :系数 是 整数 的 项 和 系数 是 Var 
整数 倍 的 项 ， 因 此 有 
0=P(z— Vaan) = 7 + Q(z) + VonR(y), 
其 中 Q(x) 和 R(z) 是 整 系数 多 项 式 , 且 每 个 的 次 数 不 超 过 7 一 1. 把 根 式 放 在 等 式 
的 一 端 得 





2 + Q(z) = -VER 


ZY 十 277G(z) + (Q(z)) -arn(R(Z)) =0. 
最 高 项 为 z”， 因 为 所 有 系数 现在 都 是 整数 ， 所 以 我 们 就 如 愿 构造 了 一 个 首 一 多 项 
式 , 且 x =y+ Vari 是 它 的 一 个 根 . 国 
问题 与 练习 


题 5.4.6 证 明 n 次 多 项 式 最 多 有 n 个 不 同 ” 题 5.4.7 用 题 5.4.6 的 结论 证 明 恒 等 原理 , 即 
的 根 . 如 果 两 个 a 次 多 项 式 f(x) 和 9(z) 在 d+1 个 


不 同 的 x 值 上 相等 ， 则 这 两 个 多 项 式 相 等 . 

题 5.4.8 证 明 : 若 多 项 式 的 系数 为 实数 ， 则 
它 的 根 成 复 共 罗 对 . 即 ， 如 果 a 十 站 是 多 项 式 
的 根 ， 那 么 a 一 i 也 是 它 的 根 . 
题 5.4.9 求 z8l 十 zx 得 十 25 
以 za 一 zx 的 余数 . 

题 5.4.10 已 知 p(z) = z6 十 z5 十 … :十 1 
求 p(x”) 除 以 p(z) 的 余数 . 

题 5.4.11 (Gerald Heuer) 先 将 第 162 页 
例 5.4.3 的 四 次 多 项 式 分 解 成 两 个 二 次 多 项 式 
(z2 十 az 一 32)(z2 二 pz 十 62)， 再 用 简单 方法 
题 5.4.12 求 其 中 一 个 根 是 V2 + V5 的 整 系 
数 多 项 式 . 

题 5.4.13 证 明 : 如 果 首 一 多 项 式 有 一 个 有 理 
根 ， 那 么 这 个 根 一 定 是 整数 . 

题 5.4.14 设 p(z) 是 满足 p(0) = p(1) = 
1999 的 整 系数 多 项 式 . 证 明 p(z) 没有 整数 根 . 
题 5.4.15 设 p(z) 是 1999 次 整 系数 多 项 式 ， 
对 1999 个 不 同 的 值 x, 它 等 于 土 1. 证 明 p(x) 
不 能 分 解 成 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

题 5.4.16 设 a,b,c 是 三 个 不 同 的 整数 . 试问 
多 项 式 (x 一 alz 一 b)(z 一 c) 一 1 能 不 能 分 解 
成 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 ? 





十 X29 十 x 除 
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题 5.4.17 设 p(x) 是 n 次 多 项 式 , 但 不 一 定 
是 整 系数 的 .需要 多 少 个 连续 整数 值 x 使 得 
p(X) 是 整数 值 ， 才 能 保证 对 所 有 整数 >，p(z) 
都 是 整数 ? 

题 5.4.18 (IMO 1993) 设 nn 是 大 于 1 的 整数 ， 
jz) =x" 十 5z”-! 十 3. 证 明 f(x) 不 能 分 解 
成 两 个 次 数 至 少 是 1 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

题 5.4.19 (USAMO 1977) 如 果 a 和 4。 是 
x4 二 人 一 1 = 二 0 的 两 个 根 证明 ab 是 
X56+7x 二 一 X22 一 1 二 0 的 根 . 

题 5.4.20 (加 拿 大 1970) 设 P(x) = xz" 十 
an_17" 十.… 十 Qix 十 ao 是 整 系数 多 项 
式 . 假设 存在 四 个 不 同 的 整数 a, 5b, c, d 满足 
P(a) = P(b) = P(c) = P(d) = 5. 证 明 不 存 
在 整数 使 得 P(k) = 8. 

题 5.4.21 (USAMO 84) 设 P(z) 是 满足 以 
下 条 件 的 3n 次 的 多 项 式 ， 求 n 的 值 . 














P(0)=P(3)=...=P3n) =2 

P(1)=P(4)=...= P(3n -2)=1 

P(2) = P(5)=...= P(3n -1)=0 
( 


题 5.4.22 (《 美 国 数学 月 刊 》1962 年 10 月 ) 
设 P(z) 是 实 系数 多 项 式 . 证 明 存在 非 零 实 系 
数 多 项 式 Q(z) 使 得 P(z)Q(z) 每 项 的 次 数 都 
能 被 10? 整除 . 


不 等 式 很 重要 ， 因 为 许多 数学 研究 都 涉及 估计 、 最 优化 、 最 好 和 最 坏 方案 、 极 


限 ， 等 等 .等 式 很 漂亮 , 但 是 在 数学 的 “真实 世界 ”中 着 实 很 少 . 





一 个 典型 的 例子 


就 是 利用 粗略 的 不 等 式 去 估计 调和 级 数 的 发 散 性 (第 154 页 例 5.3.4 )， 另 一 个 是 
第 40 页 例 2.3.1， 用 不 等 式 方法 证 明 方 程 中 十 5 十 1 二 a? 没有 正 整 数 解 . 

这 里 有 解决 这 个 问题 的 另外 一 种 方法 , 用 到 了 寻找 完全 平方 的 战术 : 方程 中 十 
b 二 +1== a? 表明 如 十 b 十 1 是 一 个 完全 平方 但 是 


<P+b+1l<P +20+1= (50+1)’, 





所 以 中 十 b 十 1 严格 处 于 两 个 相 邻 的 完全 平方 数 之 间 .， 这 是 不 可 能 的 ! 
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这 些 例子 用 到 了 非常 简单 的 不 等 式 ， 但 我 们 要 做 到 的 是 在 其 他 更 复杂 的 问题 
中 熟练 使 用 不 等 式 . 


基本 思想 


让 我 们 以 回顾 一 些 简单 的 基本 思想 开始 , 其 中 很 多 都 将 以 结论 的 形式 给 出 , 作 
为 问题 (或 练习 ) 让 你 去 证 明 . 


基本 算法 

下 面 的 结论 很 简单 , 但 我 们 要 仔细 思考 ,从 而 确保 真正 完全 明白 它们 为 什么 成 
立 ， 务必 注意 其 中 变量 的 符号 . 

题 5.5.1 加 法 . 如 果 xz >y 且 a>06b, 那么 z+a>y+tb. 

题 5.5.2 乘法 . 如 果 z>y 且 a>0, 那么 az > ay， 相反 地 ， 如 果 a < 0， 
那么 az < ay. 

题 5.5.3 倒数 .如 果 z >y， 且 z 和 % 同 号 ,那么 1/z < 1/y. 

题 5.5.4 绝对 值 的 几何 意义 ， 集 合 


{xz:|z—al=0} 
包含 了 实 轴 ”上 到 点 a 的 距离 为 5 的 所 有 点 x. 


函数 的 增长 速度 
理解 大 部 分 常用 函数 的 增长 速度 很 重要 . 学习 这 些 的 最 好 方法 就 是 画图 . 
题 5.5.5 当 z “足够 大 ”时 ， 一 个 以 z 为 变量 的 二 次 函数 可 以 控制 任意 以 zx 
为 变量 的 线性 函数 .例如 ， 当 x > 109 时 ， 就 有 
0.001z2 > 100 000z + 20 000 000. 


题 5.5.6 同 理 ， 只 要 a > > 0，z2 将 “最 终 控制 ”zx?. 
题 5.5.7 类 似 地 ， 如 果 a 是 任意 正 数 ， > 1， 那 么 7 最 终 控制 z*.( 换 句 
话说 ， 指 数 函 数 比 多 项 式 函 数 增长 得 快 . ) 
题 5.5.8 相反 地 ， 如 果 a 是 任意 正 数 ，5 > 1， 那 么 xz" 最 终 控制 log, x. 
总 的 来 说 ， 增 长 速度 的 层次 关系 由 低 到 高 就 是 
对 数 函 数 、 需 函数 、 指 数 函 数 . 





@ 你 可 能 已 经 注意 到 了 我 们 把 注意 力 集中 在 了 实数 上 .这 是 因为 当 z 是 复数 时 定义 z > 0 是 没有 意义 的 ， 见 
第 48 页 题 2.3.16. 
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简单 的 证 明 

在 众多 证 明 不 等 式 的 方法 中 ， 最 简单 的 就 是 构造 逻辑 上 等 价 但 是 更 加 简单 的 
不 等 式 ， 再 复杂 的 变量 也 能 得 到 简化 . 这 里 有 一 些 例子 . 

例 5.5.9 V19+V99 和 V20 十 V98 哪个 大 ? 

解答 用 简便 的 问号 (? ) 来 代替 未 知 的 不 等 号 ， 我 们 就 可 以 继续 解 题 了 ， 如 
果 代 数 运算 保持 了 不 等 号 的 方向 , 那么 就 保留 问号 . 如 果 做 了 一 些 变化 会 导致 不 等 
号 反 向 〈 例 如 ， 两 边 都 取 倒数 )， 那 么 就 把 问号 也 倒 过 来 写 ( i). 现在 开始 


Vi9+ V99 ? V20+V98. 





两 边 平方 得 
19+2V19x99+99 ? 20 二 2V20x98 二 98， 
化 简 为 
19x99 ? V20x98. 
这 当然 等 价 于 


19x99 ? 20 x 98. 
到 此 就 可 以 直接 进行 计算 ， 但 是 让 我 们 应 用 因 式 分 解 技术 : 两 边 都 减 去 19 x 98 得 


19x99 一 19x98 ? 98， 





19 ? 98&8. 
最 后 ， 就 可 以 用 “< ”代替 “?”， 得 到 
V19+ V99 < V20 + v98. 国 
1998 ~ 1999 
EE 一 ” 叫 个 
例 5.5.10 Doo 和 DODD 那个 大 ? 
解答 这 个 问题 可 以 用 很 多 方法 解答 ， 这 里 采用 定义 一 个 函数 工具 . 设 
a 


现在 问题 就 等 价 于 判断 f(1998) 和 f(1999) 的 相对 顺序 的 问题 了 .这 个 函数 是 如 
何 增 长 的 呢 ? 我 们 有 
Ns TT (5.5.1) 
现在 就 很 容易 确认 ， 随 着 x > 0 的 增 大 ，1/z 减 小 ， 导 致 f(x) 增 大 (所 有 我 们 用 
到 的 就 是 基本 原理 5.5.3 中 说 到 的 ,“ 如 果 分 母 增 大 ， 则 分 式 就 减 小 ， 反 之 亦 然 ”). 
换 句 话说 ，f(z) 关于 正 数 x 单调 递增 . 
所 以 ，f(1998) < f(1999). 国 
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注意 我 们 在 (5.5.1) 中 是 怎样 使 表达 式 变 得 “难看 的 ”. (5.5.1) 的 右 端 从 印刷 
排版 上 看 起 来 很 难看 ， 但 是 它 确实 使 分 析 函 数 的 走势 变 得 更 容易 了 . 

这 里 有 更 多 一 些 让 你 自己 练习 的 例子 . 很 多 都 相当 的 简单 . 

题 5.5.11 设 41,a2,… ,an 是 实数 . 证 明 : 如 果 a? = 0, 那么 41=a2==:…= 
an 一 (0. 
题 5.5.12 均值 原理 . 设 ai1,a2,:… ,an 是 和 为 9 的 实数 .尽量 严格 地 证 明 ， 
要 么 所 有 的 a; 都 相等 ， 要 么 至 少 有 一 个 a; 严格 大 于 平均 值 S/n 且 至 少 有 一 个 a 
严格 小 于 平均 值 . 

题 5.5.13 记号 ml 表示 取 的 阶乘 有 次， 例如 n13) 就 是 ((2001， 请问 
19991!(2000) 和 2000!(1999) 哪个 更 大 ? 

101999 :下 101998 十 1 

题 5.5.14 i 和 i 哪个 大 ? 

题 5.5.15 2000! 和 10002000 哪个 大 ? 


题 5.5.16 19991999 和 20001998 哪个 大 ? 











算术 -几何 平均 不 等 式 
回顾 第 167 页 例 5.5.10. 未 知 的 不 等 式 
1998 , 1999 
1999 ”2000 


等 价 于 (两边 同 时 乘 以 1999 x 2000 之 后 ) 
1998 x 2000 ? 19992. 

从 直觉 上 我 们 猜测 问号 应 该 用 “<” 来 替代 ， 因 为 左 端 是 一 个 长 方形 而 不 是 正方 形 
的 面积 ， 而 右 端 是 一 个 周 长 与 长 方形 一 样 (都 是 4 x 1999 ) 的 正方 形 的 面积 .这 说 
明 给 定 周 长 的 篇 管 围 成 正方 形 时 ， 其 面积 最 大 . 确实 ,我 们 曾经 把 这 个 问题 当 作 一 
个 简单 的 微 积分 练习 解决 了 .其 包含 的 原理 从 数学 上 看 非常 简单 (不 需要 微 积分 ) 
但 是 非常 有 用 . 

考虑 下 面 的 等 价 公式 . 设 x 和 % 是 正 实数 ， 和 为 5 = xz 十 y， 则 乘积 zy 的 最 
大 值 在 x 与 y 相等 ( 即 x =y = 5/2) 时 取 到 ， 换 句 话说 ， 有 


全 fe 








2 4 
证 明 该 不 等 式 很 容易 . 我 们 会 在 “> 这 ”上 面 加 一 个 问号 来 提醒 这 是 一 个 “有 疑问 的 ” 
的 不 等 号 ， 直 到 化 简 为 一 个 已 知 成 立 的 不 等 号 为 止 ， 利 用 代数 知识 易 得 : 


? 
Ey 


等 价 于 | 
(z+y)? > 4zy. 
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因此 
2Z2 十 2zy 十 人 2 > 4272. 
两 边 都 减 去 4zy， 得 
2Z2 一 227 十 和 > 0， 
现在 就 可 以 移 去 问号 了 ， 因 为 左 端 是 平方 项 (x 一 y)*， 因 此 总 是 非 负 的 .我们 已 经 
证 明了 这 个 不 等 式 ， 并 且 ， 同 时 也 证 明了 当 且 仅 当 x = y 时 取 等 号 ， 因 为 只 有 这 
时 平方 项 才 会 等 于 0. 
这 个 不 等 式 称 为 算术 -几何 平均 不 等 式 ， 通 常 缩写 为 AM-GM 或 AGM， 一 
般 写 成 
> Vw 
左 端 就 是 x 和 y 的 算术 平均 ， 右 端 称 为 几何 平均 。 记 住 这 个 不 等 式 的 简单 方法 是 : 
两 个 正 实数 的 算术 平均 大 于 等 于 它们 的 几何 平均 ， 当 且 仅 当 它 们 相 
等 时 取 等 号 . 
我 们 可 以 从 算术 -几何 平均 不 等 式 的 代数 证 明 中 挖掘 出 更 多 的 信息 . 因为 (z 十 
y)” 之 47y 且 (十 久 一 4 一 (人 一 外 >， 可 以 写成 
S*—4P=D?, 


其 中 9, PD 分 别 代 表 x 和 的 和 、 积 、 差 . 如果 让 z 和 y 变化 ， 且 让 它们 的 
和 5 固定 ， 发现 zx 和 的 乘积 是 它们 之 间距 离 的 严格 递减 函数 .( 这 里 的 距离 就 
是 |z 一 yl. ) 这 个 结论 非常 有 用 ， 我 们 把 它 命名 为 对 称 积 原 理 : 
如 果 两 个 正 数 的 和 一 定 ， 那 么 随 着 它们 之 间 的 距离 减少 ， 它 们 的 乘 

积 就 增加 . 
这 个 原理 符合 我 们 的 直观 感觉 : 随 着 一 个 矩形 变 得 更 “ 方 ”， 即 更 对 称 ， 则 能 更 “有 
效率 地 ”占用 面积 . 

下 面 是 算术 -几何 平均 不 等 式 的 一 个 很 漂亮 的 几何 证 明 . 设 4C 是 圆 的 直径 ， 
B 是 圆周 上 任 一 点 . 则 4BC 是 直角 三 角形 .接着 做 BD 垂直 于 4C 交 4C 于 
点 了 DD. 
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则 三 角形 4BD 和 三 角形 BCD 相似 ， 因 此 
T_9 


g Y 
所 以 g = Vzy， 即 x 和 yy 的 几何 平均 ， 事实 上 ， 这 也 是 它 为 什么 叫 作 几 何平 均 的 
原因 ! 
现在 , 让 点 B 沿 着 圆周 运动 , 则 D 也 在 4C 上 移动 以 保证 BD 与 4C 垂直 . 
显然 ， 当 D 处 于 圆心 时 BD 的 长 度 最 大 ， 此 时 zx 和 yy 刚好 相等 ( 都 等 于 半径 ). 
而 且 ， 当 D 向 圆心 移动 时 ，z 和 y 的 差 值 在 缩小 ， 而 BD 的 长 度 在 增加 . 
算术 -几何 平均 不 等 式 对 任意 有 限 个 变量 也 成 立 ， 设 





1 炎 2) ,Tn 


是 正 实数 ， 定 义 算术 平均 4,, 和 几何 平均 G， 分 别 为 
ol 十 oz 十 :十 an 





二 和 GG; := Waiaz an. 
一 般 形式 的 算术 -几何 平均 不 等 式 断 言 4, > G， 当 且 仅 当 zi = za = …: = zn 时 








取 等 号 . 

有 很 多 方法 可 以 证 明 这 个 定理 (一 个 精妙 利用 归纳 法 证 明 的 提示 见 第 177 页 
题 5.5.26 ) ， 我 们 将 要 给 出 运用 两 个 战略 思想 的 简单 证 明 : 一 个 算法 证 明 的 形式 ， 
再 加 上 对 自然 直觉 的 深思 熟 虑 ， 通 过 回顾 算术 -几何 平均 不 等 式 的 等 价 重 组 “和 与 
积 ” 开 始 . ? 

题 5.5.17 算术 -几何 平均 不 等 式 的 变形 . 设 zi x2,… ,zn 是 正 实数 , 它们 的 
积 为 P= zizz… xn， 和 为 8 二 Qi 十 2 十 … 十 an. 证 明 PP 取 到 最 大 值 的 条 件 是 
当 且 仅 当 每 个 x; 都 相等 ， 即 











5 
化 1 X22 BE Tn 1 
nN 
解答 将 这 n 个 实数 zt x2,… ,zn 看 成 是 数 轴 上 的 个 质点 , 每 个 都 有 单位 





重量 .这 些 重量 的 平衡 点 (重心 ) 位 于 算术 平均 4 := 5/n 上 . 注意 如 果 移 动 这 些 
点 并 保证 它们 还 是 在 点 4 保持 平衡 ， 等 价 于 它们 的 和 保持 不 变 . 

我 们 的 灵感 来 源 于 对 称 积 原 理 ， 战 略 就 是 考虑 x; 不 全 相等 的 情况 ， 并 证 明 能 
使 它们 “更 相等 “*”， 且 让 它们 的 积 增 加 ,但 不 改变 它们 的 和 .如果 这 些 点 不 全 在 4， 
那么 至 少 有 一 个 在 4 的 左边 〈 记 为 工 ) 且 至 少 有 一 个 在 4 的 右边 ( 记 为 R). “在 
这 两 个 点 中 ， 将 离 4 最 近 的 那个 恰好 移 到 4， 同 时 移动 另外 一 个 使 得 两 者 的 平衡 
点 不 变 . 在 下 图 中 ， 箭 头 指向 就 是 这 两 个 点 的 新 位 置 . 

@ 这 个 重组 算术 -几何 平均 不 等 式 的 简单 思想 并 不 是 很 有 名 .这 里 的 论述 来 自 卡 扎 里 诺 夫 的 专著 [19]， 强 烈 推荐 大 
家 阅读 这 本 篇 幅 很 短 的 专著 . 
@ 这 是 均值 原理 (5.5.12) 的 一 个 “自然 ”证 明 . 
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2 A 人 及 

注意 这 两 个 点 之 间 的 距离 减少 了 ,但 是 它们 的 平衡 位 置 没有 变 。， 由 对 称 积 原 
理 , 这 两 个 点 的 乘积 增加 了 . 因为 它们 的 和 没有 变 , 所 以 n 个 点 的 和 也 没有 变 . 按 
照 以 上 方式 变换 了 n 个 数 中 的 两 个 ， 得 到 : 

。 一 个 原来 不 等 于 4 的 点 现在 等 于 A 了 ; 

。7 个 数 的 总 和 没有 变 ; 

。7 个 数 的 乘积 变 大 了 . 

因为 只 有 有 限 个 数 ， 当 所 有 的 点 都 等 于 4 时 这 个 过 程 结束 ， 这 时 乘积 将 取 到 
最 大 值 . 图 

这 个 证 明 称 为 “算法 的 ”， 因 为 证 明 过 程 中 描述 了 一 个 具体 步 又， 以 一 步 一 步 
的 方式 优化 乘积 ， 经 过 有 限 步 后 终止 . 这 个 证 明 的 另外 一 个 特征 就 是 转换 思路 , 将 
其 重 铸 为 一 个 像 最 优化 问题 的 不 等 式 ， 这 是 一 个 有 效 的 战略 ， 值 得 大 家 学 习 . 

从 算术 -几何 平均 不 等 式 能 推出 很 多 有 趣 的 不 等 式 ， 这 里 有 一 个 例子 〈 再 看 几 
个 问题 ) . 


例 5.5.18 设 a1,a2,:… ,a 是 一 个 正 数 数列 .证 明 
(qt ete tn) (2 1 .4 1 ) 2, 


当 且 仅 当 au 都 相等 时 取 等 号 
解答 首先 ， 通 过 验证 一 个 简单 例子 而 使 问题 化 难为 易 。 我 们 尝试 证 明 








乘 出 来 得 


也 就 是 





pb 外 
由 算术 -几何 平均 不 等 式 知 这 个 不 等 式 成 立 : 


5 人-， 
下 面 形式 的 结果 是 值得 记 住 的 : 
如 果 宅 > 0， 那 么 了 十 工 > 2， 当 且 仅 当 了 一 工时 等 号 成 立 
回 到 一 般 情形 ， 我 们 用 完全 相同 的 方法 推导 ， 把 如 下 的 积 乘 出 来 : 
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得 到 ” 项 ， 每 项 都 具有 以 下 形式 
SS 1gjken. 
Qk 
其 中 当 7 = 时 的 n 项 ， 它 们 的 值 都 等 于 1.， 剩 下 的 n? 一 n 项 可 以 两 两 组 合成 如 
下 的 形式 : 
2 1<j<k<n. 


Qk 
( 标 出 式 子 1 < j < 之 n 是 为 了 保证 得 到 的 每 对 式 子 都 没有 重复 ，) 在 每 对 式 子 
中 运用 算术 -几何 平均 不 等 式 就 可 以 得 到 : 
oj 


Qk Qj Qk 
ol) 

这 样 ， 这 n? 项 就 能 够 分 割 成 ”个 值 为 1 的 项 和 (m2? 一 n)/2 对 式 子 ， 其 中 每 
对 式 子 都 大 于 等 于 2， 因此， 整个 式 子 的 总 和 就 大 于 等 于 


2 
Nn 一 多 
x2=n2. 











刀 X 工 十 





推 殴 ， 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 和 切 比 雪夫 不 等 式 

不 等 式 的 类 型 特别 多 ， 从 表面 上 看 有 成 百 上 千 的 不 同 理论 和 特定 技术 来 解决 
不 等 式 问题 .但 我 们 可 简要 地 讲解 如 下 三 种 重要 的 “媒介 ”思想 : 推敲 、 柯 西 - 施 
瓦 茨 不 等 式 以 及 切 比 雪夫 不 等 式 . 

可 能 最 重要 的 不 等 式 技巧 就 是 推敲 ， 在 此 之 前 我 们 已 经 使 用 过 了 【例如 在 
第 154 页 例 5.3.4 调和 级 数 的 讨论 中 ). 推荐 的 原理 就 是 “放宽 ”一 个 表达 式 使 
得 它 最 终 更 容易 处 理 . 当然 ,这 并 不 仅 限 于 不 等 式 , 有 时 候 推 谢 的 第 一 步 有 可 能 使 
问题 的 难度 看 起 来 增 大 了 . 但 是 这 只 是 暂时 的 ， 就 像 做 按摩 , 开始 时 相当 痛苦 但 最 
后 却 能 使 你 的 肌肉 得 到 放松 .下面 的 例子 对 大 家 很 有 启发 , 它 结合 了 推 襄 方 法 ， 以 
及 经 常 与 其 搭档 出 现 的 压缩 方法 . 

例 5.5.19 设 4=5, 二 .不 用 计算 器 求 4. 

解答 换 句 话说 ， 要 估计 出 最 接近 4 的 整数 ， 我 们 并 不 需要 4 的 精确 值 ， 所 
以 可 以 推 殴 每 项 ， 将 它们 稍 作 变 化 ， 然 后 将 其 压缩 . 则 有 

1 2 2 














yr 
其 中 最 后 一 步 用 了 分 母 有 理化 . 类似 地 ， 有 
2 二 
a oy a) 





换 句 话 说 ， 有 
2 (Vm 十 — Vn) = n—1). 
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这 是 关键 步 又 ， 我 们 通过 上 下 界限 定 了 1/ Vn， 求 和 时 就 可 以 实现 压缩 ， 确实， 有 
10 000 


,2(Vn+1— Vn)=2V10001—2 


= 
以 及 
10 000 
> 2(vVi— van-1)=2V10000— V0. 
各 二 十 
推出 


10000 
1 
2V10001 -2 < 2 < 2V10000. 
这 告诉 我 们 | 4| 不 是 198 就 是 199. 我 们 可 以 轻松 提升 这 个 估计 的 精度 ， 因 为 前 
面 提出 的 把 1/Va 限定 在 2 (ViTT- Vi) 和 2 (Vi Vn 一 了) 之 间 对 比较 “小 ” 
的 n 来 说 着 实 非常 粗略 .例如 ， 当 n= 1 工时， 使 用 这 个 “估计 ”得 
2 (V3-1) <1<2vi. 
下 限 不 是 很 糟 ， 但 是 上 限 多 估计 了 1.， 所 以 我 们 不 用 它 ! 从 n= 2 开始 , 记 


10 000 





1 
A=1+ 2 大 
现在 估计 
10009 1 
2V10001 — 2V2 < 2 7: 2V10000 — 2v1. 
上 面 式 子 中 的 下 限 比 197 稍微 大 一 些 ， 而 上 限 是 198.， 因此 就 推出 4 处 于 198 
和 199 之 间 ， 所 以 [4| = 198. 国 


柯 西 - 施 瓦 菊 不 等 式 

设 Q1,Q2) ,Qn 和 b1, b2， I bn, 是 两 个 实数 序列 . 柯 西 = 施 瓦 茨 不 等 式 表 示 为 : 

(ew) < (FD) (7 
当 且 仅 当 a1/b1 = a2/bo ==… = an/br 时 等 号 成 立 . 如果 n = 1， 这 个 不 等 式 就 退 
化 为 两 变量 的 算术 -几何 平均 不 等 式 ， 如 果 n = 3， 这 个 不 等 式 就 是 ( 用 更 易 辨 别 
的 变量 ): 对 任意 实数 a, b, c, zx, y, z 有 
(az+by+cez) < (ett+e) (++ 2). (5.5.2) 

题 5.5.20 通过 有 效率 地 把 它们 乘 出 来 , 观察 交叉 项 , 尽 可 能 应 用 两 变量 的 算 
术 - 几 何平 均 不 等 式 ， 证 明 (5.5.2).， 并 将 这 个 方法 推广 到 任意 的 ” 值 . 

另 一 种 证 明 (5.5.2) 的 方法 ， 是 如 下 简单 但 很 重要 的 工具 : 

实数 的 平方 和 是 非 负 的 ， 当 且 仅 当 所 有 数 等 于 0 时 它 才 等 于 0. 
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因此 ， 对 任意 实数 a, b, c, z, y, z， 有 


0< (ay— br) +(az— er) + (bz — cy). 





这 等 价 于 
2(abzy + acrz+ beyz) < ay + br + ot er + bz + oy. (5.5.3) 


在 (5.5.3) 的 两 边 都 加 上 





(az)” + (by)” + (cz)”, 

就 得 到 了 (5.5.2)， 这 个 证 明 可 以 推广 ， 它 不 只 是 在 n = 3 时 才 成 立 . 

题 5.5.21 写 出 n= 4 的 情形 验证 上 述 证 明 可 以 推广 .开始 展开 时 将 是 一 个 
6 项 的 平方 和 . 

虽然 柯 西 - 施 拟 次 不 等 式 是 算术 -几何 平均 不 等 式 的 一 个 简单 推论 ， 但 它 是 
一 个 非常 强大 的 工具 ， 因 为 它 有 很 大 的 “自由 度 ”. 例如 ， 如 果 在 (5.5.2) 中 设 
a 二 b= 二 c= 二 1， 就 得 到 了 一 个 吸引 人 的 不 等 式 

(z+y+2)? 











二 + 十 2 


3 

如 果 变 量 为 正 实数 ， 就 能 引出 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 的 另外 一 个 应 用 . 例如， 如 

果 a, b,c, X,Yy, Zz > 0， 那么 
(Vaz+ VW + VE) < (a 十 十 cj(Zz 十 y 十 2 (5.5.4) 

在 (5.5.2) 中 用 Va 代替 a( 以 此 类 推 ) 就 自然 得 到 了 这 个 结果 .这 个 不 等 式 ( 当 
然 也 可 以 推广 到 任意 的 mn) 有 时 候 用 起 来 非常 便利 , 因为 这 是 一 个 获得 两 个 不 相关 
和 的 乘积 的 下 界 的 巧妙 方式 . 

下 面 是 一 个 用 到 (5.5.4) 的 更 加 有 趣 的 例子 . 

例 5.5.22 (Titu Andreescu) 设 PP 是 系数 为 正 的 多 项 式 . 证 明 : 如 果 


? (5)> 有 


对 z==1 成 立 ， 那么 它 对 所 有 x > 0 都 成 立 . 




















解答 设 P(x) = wo 十 Wz 十 W222 十 … 十 wnz”， 当 = 二 1 时 ,不 等 式 就 
是 P(1) > 1/P(1), 或 者 
(wo 二 Wi 十 Uz 十 … 十 un) 2 之 1， 
因为 系数 都 是 正 的 ， 可 化 简 为 
W0 十 1 十 ia 十 :十 并 
我 们 希望 可 以 证 明 
(wf tt) > 1 
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对 任意 正 的 xz 都 成 立 ， 因 为 zx 和 ww 都 是 正 的 ， 可 以 定义 实数 列 


ao 三 Vuoal = Vu/T, Qa2 = Vaua/Z2 ,An = VUn/T™ 
以 及 
bo = Vuo,bi = Vuiz, b2 = V ULa222 ,bn = VUnT™. 
注意 到 对 任意 i 有 


2 2 
a = ui/T, b; = uz’, aib; = us. 


因此 ， 把 柯 西 - 施 瓦 将 不 等 式 应 用 到 数列 a; 和 b; 上 时 ， 就 得 到 














Uo twmt. tm <P (2) PG) 
但 是 wo 十 wi 十 wsz 十 … 十 un 之 1， 所 以 推出 
P(E) Peo)>1 国 
,二 


下 面 是 第 149 页 例 5.2.23 提出 的 IMO 问题 的 解答 . 
例 5.5.23 (IMO 1995) 设 a, % ec 是 正 实数 ， 且 满足 abc = 1. 证 明 
1 1 1 、3 
a3(b+ce) bcta) ca+b) 2. 
解答 ”回顾 代 换 x = 1/a, y = 1/b, z = 1/c 把 原 问题 转化 为 








> (5.5.5) 





其 中 zyz = 1. 
记 (5.5.5) 的 左 端 为 S， 注 意 
2 2 之 
G 7 | y | 
0 
因此 对 任意 选择 的 ww v, w 由 柯 西 - 施 瓦 次 不 等 式 得 


六 
S(t 十 好 十 tw2) > ( 2 en td ) . (5.5.6) 


VY 二 +z Vzt7z ViTy 
有 没有 对 解 题 有 帮助 的 选择 呢 ? 
当然 w = VVy 干 2 = Vz 十 Zw = VX 十 Y 是 要 尝试 的 自然 选择 ， 因 为 这 样 
马上 就 可 以 把 (5.5.6) 右 端 化 简 为 (x 十 y 十 z)*. 更 令 人 惊喜 的 是 , 这 样 选择 后 我 们 
还 发 现 














十 好 二 WO 一 2(C 十 9 十 Z. 
因此 (5.5.6) 就 化 简 为 


2S5(z+Yy+2) 2 (T+Yy+2), 
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等 价 于 
25 > (Zz 十 y+ Z). 
而 由 算术 -几何 平均 不 等 式 及 zyz = 1 有 
TY+Z IVTYz = 3, 
所 以 马上 得 到 25 > 3. 加 





切 比 雪夫 不 等 式 


设 a1,a2,… ,an 和 b1,b2,… ,bn 是 实数 列 ， 且 按照 相同 的 单调 顺序 排列 ， 换 
名 话说， 有 al<as<:.<SanBo<b < <b, (或 者 两 个 都 反 向 ). 切 比 雪 


夫 不 等 式 表示 为 | 
换 句 话说, 如果 你 将 两 个 数列 排序 , 那么 对 应 项 乘积 的 平均 值 至 少 是 两 个 数列 平均 
值 的 乘积 . 
通过 考察 简单 的 例子 来 尝试 证 明 切 比 雪 夫 不 等 式 ， 如果 n = 2， 那 么 有 以 下 有 
疑问 的 不 等 式 (用 好 看 一 点 的 变量 ) 
2(az + by) 2 (a+b) (r+ Yy). 
这 等 价 于 
az + by 2 ay + br, 
等 价 于 
(a—b)(z—Y)z0, 
这 是 成 立 的 ， 因 为 数列 按照 相同 的 顺序 排列 ( 因此 a 一 5b 和 x 一 y 同 号 ,它们 的 积 
非 负 ) . 
如 果 n = 3， 则 要 证 明 的 是 : 
3(ar+byi+cz) 2 (a+b+o)(r+Yy+ 2), 


其 中 a<5b<sc 且 x<y<z 受 上 一 步 的 局 发 ， 将 左 端 减 去 右 端 并 做 因 式 分 解 ， 
然后 证 明 这 个 差 是 正 的 ， 相 减 时 ， 其 中 有 3 项 消去 了 ， 剩 下 还 有 12 项 











QZ 一 0 十 0 和 一 02 十 内 一 b 十 几 一 pz 十 cz 一 c 十 cz 一 cy 


重新 安排 之 ， 有 
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而 这 是 正 的 ， 如果 仔 细 思 考 这 个 证 明 ， 你 会 发 现 它 可 以 推广 到 任意 n 值 . 
与 算术 -几何 平均 不 等 式 和 柯 西 - 施 瓦 次 不 等 式 相 比 ， 切 比 雪夫 不 等 式 虽然 不 
常用 , 但 是 它 在 你 的 方法 列表 中 应 占有 一 席 之 地 . 特别 是 , 证 明 它 的 方法 可 以 用 在 





其 他 很 多 地 方 . 
问题 与 练习 
题 5.5.24 证 明 
下 -全 ， 洒 
1 十 下 十 页 十 可 十 <3. 


(你 可 能 已 经 在 微 积分 课 中 学 过 这 个 和 就 
是 e 2.718.， 但 现在 请 用 另外 的 “ 低 科 技 含 
量 的 ”方法 证 明 . ) 

题 5.5.25 重新 阅读 第 167 页 例 5.5.10 中 关 
于 函数 单调 性 的 部 分 . 它 是 怎样 与 对 称 积 原 理 
产生 关系 的 ? 


题 5.5.26 根据 下 面 的 提示 重新 理解 柯 西 巧 
妙 证 明 n 个 变量 的 算术 -几何 平均 不 等 式 的 
方法 . 

(a) 首先 ， 用 归纳 法 证 明 变量 个 数 是 2 的 
需 时 ， 算 术 -几何 平均 不 等 式 成 立 . 

(b) 其 次 ， 假 设 你 已 经 知道 算术 - 几何 平 
均 不 等 式 对 4 个 变量 成 立 ， 则 证 明 它 对 3 个 
变量 也 成 立 ， 换 句 话 说 , 希望 证 明 对 任意 正 数 
化 ) Y, 才 有 


一 全 > HEYz, (5.5.7) 
你 可 以 利用 对 任意 正 数 a, b, c, du， 
Sd (5.5.8) 


4 
均 成 立 的 事实 .你 能 想 出 好 办 法 来 代 换 a, b， 
c d 从 而 将 (5.5.8) 转化 成 (5.5.7) 吗 ? 

(c) 设计 一 种 方法 推广 上 述 步骤 ， 使 之 可 
以 由 27” 个 变量 的 算术 -几何 平均 不 等 式 推出 
任何 变量 数 更 少 一 些 的 情况 ( 直到 2”! ) . 

题 5.5.27 找 出 整数 n 使 得 1/n 最 接近 





V1000000— V999 999 . 


不 要 用 计算 器 . 


题 5.5.28 证 明 对 n= 2,3,4,.…. 有 
| nt+l\” 
n! < 





题 5.5.29 (IMO 1976) 若干 正 整 数 的 和 为 
1976, 它们 的 最 大 乘积 是 多 少 ? 证 明 你 的 结论 . 
提示 : 尝试 一 种 “算法 ”途径 . 
题 5.5.30 第 67 页 例 3.1.12 证 明了 因 式 分 解 
aa 十 只 十 ca 3abc = 

(at+b+o(e +h + 一 ob 一 5c 一 ac). 
应 用 此 式 证 明 3 变量 算术 - 几何 平均 不 等 式 . 
这 个 方法 能 推广 吗 ? 
题 5.5.31 证 明 

1 (3) (3) ( 2) 1 

< < . 

Vadn 2/ \4 27m Van 


,an 是 正 数列 ,证 明 





题 5.5.32 设 qi,a2,… 
对 任意 正 数 x 有 
(T+ a)(z++ a2):: (T+ an) 


< (z+ 
nN 


题 5.5.33 找到 所 有 满足 zy = y” 的 有 序 正 
实数 对 (x,y). 注意 :包含 了 所 有 形 如 (t,t) (其 
中 是 任意 正 实数 ) 的 集合 并 不 是 所 有 解 ， 例 
如 24 = 42 也 成 立 . 

题 5.5.34 证 明 : 对 任意 实 变 量 有 








V 吕 + 如 十 3 十 想 十 … 十 V2 十 引 之 


V(ai+azt… 十 an)?2 十 (D1 十 bz 十 … 十 bn)2. 
并 给 出 等 号 成 立 的 条 件 . 代数 方 法 当然 可 行 ， 
但 是 肯定 还 有 更 好 的 方法 . 

题 5.5.35 如 果 你 已 经 学 过 向 量 的 点 积 , 就 应 
该 能 够 给 出 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 的 几何 意义 . 
请 考虑 长 度 、 余 弦 ， 等 等 . 
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题 5.5.36 这 里 有 证 明 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 的 
另 一 种 方法 ， 用 到 了 几 个 有 用 的 概念 : 定义 


学 


f(t) := (at 十 拉 ) 2 十 (at 二 02)2 十 :十 (ant 二 bn)2. 


显然 上 是 t 的 二 次 多 项 式 . 仅 当 ai/b: = 
az/b2 = … = an/bn 时 f(t) 才 可 能 有 根 . 
其 他 情况 下 ，f(t) 是 严格 为 正 的 . 现在 利用 二 
次 方程 求 根 公式 ,考察 判别 式 . 它 一定 是 负 的 ， 
为 什么 ? 证 明 能 够 从 判别 式 是 负 的 导出 柯 西 - 
施 瓦 次 不 等 式 . 

题 5.5.37 利用 柯 西 - 施 拟 效 不 等 式 快速 证 明 
例 5.5.18 中 的 不 等 式 . 

题 5.5.38 设 a1,a2,… 
数 . 证 明 5 a? > 1/n. 
题 5.5.39 如 果 a,b,c > 0, 证 明 
(a2b+b?2c+e?a)(ab? +bc 二 ca2) > 9a202c2. 


,an 是 和 为 1 的 正 


题 5.5.40 设 a,b,c > 0, 证 明 
3(at+b+e) > Vat+ Vt ve. 


题 5.5.41 设 a,b,c,q > 0, 证 明 
0 64 
a Dec dd“ a+bi+cida 


题 5.5.42 (USAMO 1983) 如 果 2a? < 50， 
证 明 以 下 方程 的 根 不 可 能 全 是 实数 . 
x art+br +cr +drie=0. 








题 5.5.43 设 x,y,z>0 有 是 xyz ==1, 证 明 
THY+ZST ++. 


题 5.5.44 设 zyz>0 且 zyz=1. 求 


人 下 y 十 之 
2 十 2 Xz XY 


的 最 小 值 . 
题 5.5.45 (IMO 1984) 证 明 





0 入 Vz 二 27 十 ZV 一 27zV2z < 7/27, 





其 中 z, y, z 是 满足 x 十 y 十 z = 1 的 非 负 实数 . 
题 5.5.46 ( 普 特 南 1968) 求 所 有 系数 只 能 
为 1 或 -1 且 只 有 实 根 的 多 项 式 . 

,an 是 正 实数 的 序列 ， 


题 5.5.47 设 al,aoz,…: 


Ql Q2 Qn 
Ss 二 中航 本 
页 十 by 本 十 Be nN 


题 5.5.48 设 a1,a2,… 
是 递增 实数 列 ,z1, 22,… 
的 任意 排列 .证 明 


>， aibi > > QiTi. 


,an 和 b1,b2,::: ,bn 


=} 
,Tn 是 01,02,*……: , bn 


6.1 计数 简介 

组 合 是 关于 计数 的 研究 ， 这 听 起 来 似乎 相当 幼稚 , 但 实际 上 , 计数 问题 是 相当 
生动 有 趣 并 且 高 深 莫 测 的 ， 它 能 与 其 他 数学 分 支 建 立 起 广泛 的 联系 . 例如 ,考虑 如 
下 问题 . 

例 6.1.1 (捷克 和 斯 洛 伐 克 1995) 判断 是 否 存在 10 000 个 能 被 7 整除 的 10 位 
数 ， 其 中 任何 一 个 数 都 能 通过 将 另 一 个 数 重新 排列 各 位 数字 次 序 得 到 . 

从 表面 上 看 来 , 这 像 是 一 个 数论 问题 . 但 实际 上 , 这 只 是 一 个 对 适当 的 事物 进 
行 仔细 计数 的 问题 .我 们 将 在 第 194 页 解决 它 ， 但 首先 需要 引入 一 些 基 本 技巧 . 

我 们 的 第 一 个 目标 是 准确 理解 一 些 思想 , 为 二 项 式 定理 做 好 准备 . 假定 读者 之 
前 已 经 接触 过 一 些 这 方面 的 内 容 , 而 现在 决定 复习 并 对 它 做 进一步 的 研究 . 下 面 将 
陆续 地 以 命题 形式 提出 很 多 概念 , 需要 逐个 认真 验证 . 请 不 要 太 着 急 , 你 需要 确保 
理解 每 项 命题 ! 特别 地 ， 要 注意 每 处 算术 细节 ， 哪怕 是 最 细微 的 ,优秀 的 组 合 推 理 
能 力 在 很 大 程度 上 就 是 要 知道 什么 时 候 去 做 加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 . 
排列 和 组 合 

题 6.1.2-6.1.12 介绍 了 排列 与 组 合 的 概念 ， 其 中 只 用 到 了 加 法 、 乘 法 与 除法 . 

题 6.1.2 简单 加 法 . 如 果 有 a 种 汤 和 5 种 沙拉 ， 那 么 共有 a 十 5 种 可 能 的 订 
餐 方 法 ,使 得 其 中 包含 汤 或 沙拉 .( 不 能 同时 选择 汤 和 沙拉 . ) 

题 6.1.3 简单 乘法 ， 如果 有 a 种 汤 和 5b 种 沙拉 ， 那 么 共有 ob 种 可 能 的 订餐 
方法 ,使 得 其 中 包含 汤 和 沙拉 . 

题 6.1.4 设 4A 和 B 是 有 限 且 不 相交 (ANB=g) 的 集合 . 那么 题 6.1.2 等 
价 于 如 下 命题 : 

I4UB|=|4|++|B|. 
题 6.1.5 注意 题 6.1.3 等 价 于 如 下 命题 : 





I4xB|=|A|x|B|, 


其 中 4 和 B 是 任意 (可 以 相交 ) 的 有 限 集 . 
题 6.1.6 某 些 对 象 的 排列 是 对 它们 的 重新 排序 . 例如 , 对 于 ABC 来 说 , 总 共 
有 6 种 不 同 的 排列 , 即 : ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. 而 对 于 HARDY 来 
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说 , 则 共有 5x4x3x2x1 = 120 种 不 同 的 排列 方法 . 你 或 许 已 经 知道 n(n 一 1)…1 
可 以 用 符号 nl 来 表示 ， 称 为 “n 的 阶乘 *. 你 应 该 记 住 (起 码 是 强 记 ) 当 n < 10 
时 n! 的 值 ,，( 当 你 记 住 后 ， 可 以 再 尝试 记 住 如 下 常见 数列 的 前 十 几 项 : 平方 数列 、 
立方 数列 、 斐 波 那 契 数 列 ， 等 等 . ) 

题 6.1.7 从 nn 个 物体 中 每 次 取出 7 个 的 排列 .利用 CHERNOBYL 这 9 个 
字母 来 构造 不 同 的 3 字母 单词 ， 一 共有 9 x 8 x 7 = 504 种 不 同方 法 . 一 般 地 ， 从 
n 个 物体 中 取出 7 个 进行 排列 ， 共 有 


nna1):..n—or+1)? 











种 不 同方 法 ， 这 个 乘积 也 等 于 人 放大 汉 ( 师 汪 | 

题 6.1.8 但 对 GAUSS 中 字母 进行 排列 又 会 怎样 呢 ? 你 第 一 感觉 可 能 认为 答 
案 是 5 ， 但 事实 上 答案 是 且 ， 为 什么 ? 

题 6.1.9 进一步 ， PARADOXICAL 的 不 同 排列 方法 有 于 种 ， 而 非 人 尘 种 . 
为 什么 ? 

题 6.1.10 同样 , 证 明 RAMANUJAN 有 i5 种 不 同 的 排列 ， 请 写 出 一 般 的 
公式 ， 并 用 较 小 的 数字 代入 验证 ， 从 而 确保 你 的 公式 是 正确 的 . 

我 们 把 你 在 题 6.1.10 中 得 到 的 公式 称 为 Mississippi 公式 ， 因 为 它 的 一 个 有 趣 
的 例子 就 是 计算 MISSISSIPPI 的 排列 ， 答 案 当然 是 福 和 5. 通过 具体 例子 能 很 容易 
记 住 Mississippi 公式 ， 但 我 们 还 是 把 它 正式 写 出 来 ， 这 是 个 使 用 抽象 符号 的 好 例 
子 ， 并且 有 助 于 我 们 理解 计数 的 方法 . 

给 出 一 堆 球 ， 它 们 只 能 通过 颜色 来 区 分 ， 如 果 对 于 i = 1,2,…,n， 
颜色 为 i 的 球 的 个 数 是 ui ， 则 将 这 些 球 排 成 一 列 的 不 同方 法 的 数量 为 : 
(al 十 aa 十 … 十 Qn)! 
Qila2!l: :+ an! 

Mississippi 公式 包含 了 乘法 与 除法 . 让 我 们 通过 PARADOXICAL 这 个 例子 ， 
来 仔细 考察 每 种 运算 的 作用 .假设 所 有 字母 都 是 不 同 的 ， 那 么 第 1 个 字母 本 该 有 
11 种 可 能 的 选择 ,第 2 个 字母 10 种 ,第 3 个 字母 9 种 …… 因 此 总 共有 

llxl10x9x:..x1l1=11! 


种 不 同 的 排列 .将 这 些 数 相 乘 是 因为 这 是 由 11 个 子 事件 串联 而 成 的 事件 ， 而 它 
们 分 别 有 11,10,9,.…,1 种 选择 .但 事实 上， 这 11 个 字母 不 是 没有 重复 的 一 一 
有 3 个 不 能 区 分 的 A， 因 此 ，11! 显然 大 于 我 们 所 要 求 的 值 ， 暂 时 假定 能 区 分 这 
3 个 A, 分 别 将 它们 记 为 A1, A2, As. 在 这 种 假设 下 ,例如 ,CA1LPORA。A3XID 


@ 注意 乘积 以 (n 一 7 十 1) 而 不 是 (n 一 7) 结尾 . 这 些 地 方 经 常会 出 现 小 错误 ,也 被 计算 机 程序 员 称 为 “OBOB”， 
即 “ 差 一 错误 ”( off-by-one bug ). 
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和 CAsaLPORA1A2XID 是 两 个 不 同 的 单词 (虽然 它们 在 原 命题 中 不 能 区 分 ). 在 
原 命题 中 ，CALPORAAXID 这 个 单词 只 会 被 数 到 1 次 .但 若 假设 能 区 分 3 个 A， 
那么 这 个 单词 会 被 数 到 3! = 6 次 ,因为 这 3 个 A 的 排列 共有 3! 种 . 换 句 话说 , 我 
们 得 出 来 得 数 是 实际 数 的 3! 倍 〈 称 其 为 重复 因子 )， 于 是 可 以 通过 将 得 到 的 数 除 
以 3! 来 得 到 实际 排列 数 ， 因 此 正确 答案 是 尘 . 一 般 地 ， 


为 了 计算 串联 事件 的 不 同 选择 的 数量 ， 我 们 只 需 将 每 个 子 事件 的 不 
同 选择 的 数量 相 乘 ， 并 除 以 重复 因子 ， 从 而 纠正 重复 计数 . 


题 6.1.11 考虑 由 7 个 0 和 mn 一 7 个 1 组 成 的 n 位 字符 串 (也 称 为 n 位 二 进 
制 串 ). 应 用 Mississippi 公式 容易 证 明 它 的 排列 数 为 
nl 
rl(n—7)! 
这 个 结果 往往 用 (7) (“从 nn 个 中 选 7 个 ”) 表示 ,也 称 为 二 项 式 系数 . 例如 , 0000111 
的 不 同 的 排列 数 为 (7) = 贡 = 35. 

题 6.1.12 从 nn 个 物体 中 每 次 取出 ” 个 的 组 合 . 下 面 的 问题 与 上 面 的 不 同 . 
假设 我 们 在 订购 比萨 ， 共 有 8 种 可 选 的 配料 ( 凤 尾 鱼 、 大 蒜 、 落 更 、 香 肠 、 意 大 利 
腊肠 、 蘑 菇 、 橄 槛 和 青椒 ) .我 们 想 知道 如 果 恰 好 选 3 种 配料 ， 共 有 多 少 种 不 同 
的 选择 方法 . 与 排列 不 同 的 是 : 配料 的 选择 顺序 没有 关系 . 例如 ,“ 香 肠 丹 莫大 蒜 ” 
比萨 和 “ 芯 基 大蒜 香肠 ”比萨 没有 区 别 . 

为 了 解决 这 个 问题 ， 下 面 将 像 Mississippi 问题 那样 进行 论证 .假设 配料 顺序 
有 关系 ， 那 么 不 同比 萨 的 数量 应 该 是 简单 排列 数 P(8,3).， 但 因为 有 重复 计数 ， 重 
复 因 子 为 3!， 因 此 正确 的 答案 是 

















P(8,3) 
3 
我 们 注意 到 
P(8,3) 8! /8 
3! 513!  \3/ 


一 般 地 ， 从 7” 个 不 同 元 素 中 选 出 ” 个 不 同 元 素 ， 并 且 选 出 的 元 素 与 顺序 没有 
关系 ， 这 样 的 不 同 的 选择 方法 数 为 
ny _ Pr) nl 
| ) 7! (nC—r)lr! (0 
这 称 为 组 合 ， 如 果 与 顺序 有 关系 ， 那 么 不 同 的 选择 方法 数 为 P(n,7)， 称 为 排列 . 
例如 ， 从 30 个 人 中 选 出 一 个 3 人 委员 会 的 不 同方 法 有 (ao) 种 ， 然而， 如果 委 
员 会 成 员 有 特定 的 职位 ， 如 主席 、 副 主席 和 秘书 ， 那 么 共有 P(30, 3) 种 不 同 的 委 
员 会 (因为 ， 由 乔 任 主席 、 卡 伦 任 副 主席 、 蒂 娜 任 秘书 的 委员 会 ， 与 乔 任 秘书 、 蒂 
娜 任 副 主席 、 卡 伦 任 主席 的 委员 会 显然 不 相同 ) . 
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此 外 , 定义 涉及 0 的 二 项 式 系数 也 是 有 意义 的 . 例如 ,(') = 1, 因为 具有 工种 
方法 选择 没有 成 员 的 委员 会 ， 如 果 定义 0! = 1， 这 种 解释 便 与 公式 (6.1.1) 一 致 

将 二 项 式 系数 理解 为 将 排列 数 除 以 重复 因子 ,这 能 通 向 计算 的 捷径 . 注意 到 在 
计算 (2) 时 ,用 


llxlO0Ox9x8 
ee i er A 
比 用 11!1/(4!7!) 简单 得 多 . 


组 合 论证 
保持 灵活 的 思维 是 强 有 力 的 战略 ， 尤 其 是 对 于 那些 可 以 用 两 种 不 同方 法 对 同 
一 物体 进行 计算 的 计数 问题 ,为 了 培养 这 种 灵活 性 ， 你 应 该 练习 构造 “组 合 论证 ”. 
这 仅仅 是 用 文字 来 严格 描述 的 关于 如 何 数 数 的 故事 ， 下 面 是 体现 这 种 方法 的 一 些 
例子 . 首先 用 代数 方法 进行 抽象 描述 ， 接 着 做 相应 的 实例 描述 ， 请 注意 “代数 到 文 
字 的 翻译 ”中 的 基本 组 成 元 , 并 且 要 特别 确保 理解 何 时 用 乘法 而 非 加 法 , 反之 亦 然 . 
如 果 有 7 种 意大利 面 和 6 种 沙 司 , 那么 共有 7 x 6 种 意 大 


人 利沙 司 面 的 选择 方法 . 
12 .6 5。 如 果 一 堆 物 体 可 以 分 为 3 个 互 不 相交 的 集合 ,它们 的 元 素 
数量 分 别 为 12、6、5， 那 么 物体 的 总 数 为 12 上 6 二 5 
和 如 果 一 餐 饭 中 有 5 道 菜 , 每 道 菜 有 7 种 选择 , 那么 这 餐 饭 
共有 75 种 不 同 的 选择 . 
罗 从 10 人 中 选 出 4 人 组 队 的 不 同方 法 数 ( 不 考虑 被 选 人 的 
4 顺序 ). 
从 10 人 中 选 出 4 人 组 队 的 不 同方 法 数 ， 要 考虑 被 选 人 的 
P(10,4) 顺序 ( 比如 ， 选 出 4 人 分 别 担任 队长 、 副 队长 、 吉 祥 物 和 
主教 练 ). 


ed 从 13 人 中 选 出 5 人 组 队 并 指定 1 位 队长 的 不 同方 法 数 . 
( ) 从 17 个 女孩 和 10 个 男孩 中 选 出 8 个 女孩 和 2 个 男孩 的 
不 同方 法 数 . 

(人 + 人) 从 17 人 中 选 出 3 人 或 4 人 组 队 的 不 同方 法 数 


(7 每 种 从 17 人 中 选 出 10 个 胜利 者 的 方法 对 应 着 一 种 从 


7/ 17 人 中 选 出 7 个 失败 者 的 方法 . 
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题 6.1.13 对 称 恒 等 ， 观 察 上 一 个 例子 并 推广 得 到 : 对 于 所 有 满足 n>r>0 


的 整数 n,r， 有 
nN 全 nn 
ee 


能 通过 题 6.1.11 的 公式 进行 代数 验证 ， 但 使 用 上 面 的 组 合 论证 看 上 去 好 多 了 . 
从 


帕斯卡 三 角 和 二 项 式 定 理 


题 6.1.14 求 和 恒 等 . 这 是 关于 二 项 式 系数 的 一 个 更 复杂 的 恒等式 : 对 于 所 有 
满足 n 之 7 之 0 的 整数 n,r， 有 


Nn Nn 天 nn 二 +1 

sl 
用 代数 方法 容易 证 明 此 式 ， 但 是 我 们 还 是 考虑 如 下 的 组 合 论证 : 不 失 一般 性 ， 令 
n= 二 17,7 = 10， 我们 要 证 明 : 为 什么 有 


17 17 18 
7) I 

让 我 们 计算 18 人 中 能 选 出 11 人 委员 会 的 数量 .固定 18 人 中 的 1 人 ， 比 如 埃 丽 
卡 . 那么 11 人 委员 会 只 有 不 同 的 两 种 : 包含 埃 丽 卡 的 和 不 包含 埃 丽 卡 的 ， 那 么 有 
多 少 个 委员 会 是 包含 埃 丽 卡 的 呢 ? 因为 已 经 选 了 埃 丽 卡 ， 需 要 从 剩余 的 17 人 中 任 
选 出 10 人 . 因此 有 (11) 个 委员 会 包含 埃 丽 卡 . 为 了 计算 不 包含 埃 丽 卡 的 委员 会 
数量 ， 需 要 从 剩余 的 17 人 中 选 出 11 人 ， 因 为 需要 把 埃 丽 卡 从 原始 的 18 人 中 去 
除 . 因此 有 (1) 个 委员 会 不 包含 埃 丽 卡 ， 于是，11 人 委员 会 的 总 数 是 包含 埃 丽 卡 
的 委员 会 数量 加 上 不 包含 埃 丽 卡 的 ， 这 便 导 出 了 前 面 的 等 式 . 把 17 和 10 分 别 换 
为 n 和， 以 上 论证 当然 仍然 成 立 〈 但 使 用 具体 数字 进行 推理 更 为 简便 ) . 图 

题 6.1.15 回忆 在 第 9 页 题 1.3.16 中 首次 出 现 的 帕斯卡 三 角 . 下 面 是 开始 的 
几 行 , 每 行 的 每 个 元 素 是 上 一 行 中 与 其 最 邻近 的 一 对 元 素 的 和 (例如 10 = 4 二 6 ). 























. 5 10 10 5 J 
帕斯卡 三 角 包 含 了 所 有 的 二 项 式 系数 : 将 行 与 列 从 0 开始 标号 , 例如 第 5 行 第 2 列 
的 元 素 是 10， 一 般 来 说 , 第 n 行 第 7 列 的 元 素 等 于 ("). 这 一 结果 可 以 由 题 6.1.14 
中 的 求 和 恒等式 和 以 下 事实 得 出 : 对 于 所 有 n 有 


(0-9-: 
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请 大 家 仔细 思考 这 个 问题 ， 因 为 它 很 重要 . 
题 6.1.16 对 于 n= 二 0,1,2,3,4,5, 将 (z 十 四” 展开， 有: 








(x+y)" = 1, 

(z+Yy) = TZ 十 

(r+) = T2227Yy + 

(z+)” = T+ 307%Y + 3 + yy, 

(z 二 四 ” 一 Xt + 4r3y + 672 47y3 十 yd, 

(zZ 十 人 5 = 7x +5 +1073 十 10z293 十 5794 十 os. 


当然 ， 此 处 的 系数 恰好 是 帕斯卡 三 角 的 元 素 , 这 并 不 是 巧合 ! 实际 上 , 在 一 般 情 况 
下 如 下 事实 均 成 立 : (z 十 y)” 中 z7y 7 的 系数 等 于 ("). 考察 (x 十 y)* 乘 以 (z 十 切 
得 到 (z 十 y)*+! 的 过 程 ， 通 过 思考 你 应 该 可 以 解释 为 什么 会 这 样 . 利用 这 种 与 以 
往 过 异 的 观点 看 竺 求 和 恒 等 ， 你 应 该 能 够 给 出 一 个 归纳 证 明 . 

题 6.1.17 二 项 式 定理 . 二 项 式 定理 正式 表述 为 : 对 于 所 有 正 整 数 n， 有 


Nn 


et ey 


关 二 各 


将 右边 的 和 展开 ， 可 得 到 一 个 更 容易 阅读 的 公式 


(Zz 十 = Nn 27 十 nN zr"™-1 十 nN TD 2 nN zy"-1 十 nN n 
2 1 人 全 六 7 /7 


[ 我们 终于 看 到 为 什么 (”) 叫 作 二 项 式 系 数 了 ! ] 
题 6.1.18 二 项 式 定理 的 组 合 证 明 ， 前 面 观察 到 多 项 式 (z 二)* 与 (z 十 妨 乘 
法 中 的 系数 满足 求 和 公式 ， 由 此 ,得 到 了 二 项 式 定理 . 下面 是 一 个 更 为 直接 的 “组 
合 ” 方 法 : 考虑 其 中 乘法 的 运用 ， 从 而 理解 为 什么 系数 是 现在 这 样 的 .比如 说 ， 考 
虑 如 下 展开 式 ， 
(十 内 =(Z 十 人力 (Z 十 凡 …( 十 纺 . 
0 


7 个 
我 们 将 上 式 逐 个 相 乘 并 展开 ， 首 先 将 前 两 个 因 式 相 乘 ， 得 到 (不 进行 任何 化 简 ) 





(z2 十 yz 十 2 十 内)(z 十 切 5. 
进行 下 一 步 时 ， 先 将 第 一 个 因 式 中 每 一 项 乘 以 z， 再 将 每 一 项 乘 以 y， 然 后 把 它们 
相 加 ， 接 着 再 乘 以 (x 十 切 4 换 名 话说， 我 们 有 (不 进行 化 简 ) 


(z2 十 gg 十 290 HY T+ TY + YTY + TY + ) T+. 


我 们 很 快 就 能 发 现 第 一 个 因 式 中 每 一 项 的 “来 历 ”. 例如 , zy? 项 是 在 (z++y)(z 十 ) 
(z 十 9 中 将 z 乘 以 y 然后 再 乘 以 y 得 来 的 .总 共有 2 x 2 x 2 = 8 项 ， 这 是 因为 








6.1 计数 简介 185 


3 个 因 式 中 的 每 个 都 有 2 种 “选择 ”当然 ， 将 全 部 7 个 因 式 都 乘 出 来 后 ， 这 个 现 
象 仍 将 成 立 ， 因 此 最 后 总 共 得 到 27 项 . 

现在 来 考虑 合并 同类 项 的 问题 .例如 ，zsy4 的 系数 会 是 什么 呢 ? 这 等 价 于 确 

定 在 未 化 简 的 项 中 有 多 少 项 包含 3 个 x 和 4 个 y， 当 列 出 这 些 项 时 ， 

TTTYYYY, TTIYTYYY, TTYYTYY, 
我 们 会 发 现 计 算 它们 的 数量 恰好 是 计算 单词 XXXYYYY 排列 数 的 Mississippi 问 
题 .答案 是 向 ， 这 也 等 于 (?). 

题 6.1.19 请 仔细 考虑 题 6.1.18, 并 尝试 得 出 一 般 的 结论 . 同时 也 请 将 (x 十 y)” 
(n 从 1 到 10) 完全 乘 出 来 . 如 果 你 手头 有 电脑 ， 可 以 尝试 将 帕斯卡 三 角 打 印 出 尽 
可 能 多 行 . 不 论 你 做 什么 ， 要 做 到 非常 熟悉 帕斯卡 三 角 和 二 项 式 定理 . 
计数 的 战略 与 战术 

当 谈 到 战略 时 ， 组 合 问题 和 其 他 数学 问题 没有 什么 区 别 . 异想天开 、 倒 推 法 、 
化 难为 易 等 基本 原则 都 为 研究 提供 了 很 大 的 帮助 .特别 要 注意 的 是 ， 代 入 较 小 的 
具体 数字 仔细 地 进行 试验 往往 是 关键 的 一 步 . 例 如， 许多 问题 都 能 用 如 下 三 步 解 
决 : 试验 、 猜 测 和 归纳 证 明 . 转化 问题 的 战略 非常 有 成 效 , 为 了 减少 计数 内 在 的 枯 
燥 性 ， 它 能 创新 性 地 把 问题 “可 视 化 ”( 例如 ,设计 有 意思 的 “组 合 论证 ”)， 同 时 
发 现 潜在 的 对 称 性 . 许多 有 意思 的 计数 问题 包含 了 极 富 想象 力 的 多 种 解法 , 就 像 你 
在 下 面 的 题 中 看 到 的 一 样 . 

但 多 数 情况 下 ,组合 是 一 个 战术 游戏 .你 已 经 了 解 了 乘法 、 除 法 、 加 法 、 排 列 
与 组 合 的 基本 战术 ,随后 的 章节 中 将 会 详细 阐述 这 些 战 术 , 并 日 衍 生出 更 复杂 的 战 
术 和 工具 . 


问题 与 练习 


题 6.1.20 为 如 下 事实 或 等 式 寻找 组 合 解释 . 

(a) (3) =2(2) +n. 

(b) (PH) = (0) + 2(%) + (0): 
题 6.1.21 定义 d(n) 为 正 整数 ”的 因数 ( 包 
括 1 和 nn ) 的 数量 . 

(a) 证 明 : 如 果 n = piip2?…pf* 是 nn 的 
素 因 子 分 解 ， 那 么 


(b) 完成 橱柜 问题 〈 第 26 页 例 2.2.3 ) . 
题 6.1.22 利用 二 项 式 定理 和 代入 方便 的 值 
的 代数 战术 ,证 明 如 下 恒等式 (对 于 所 有 正 整 
数 n ): 

(a) (0) + (D+ + + =". 

(b) (0)— (0+) -+(-D)"(n) = 0. 
题 6.1.23 证 明 含 有 n 个 元 素 的 集合 的 子 集 








d(n) = (ei++1)(ezs +1):… (e+ 1). 


例如 , 360 = 23325! 有 (3 十 1)(2+1)(1+1) = 
24 个 不 同 的 因数 . 


(包括 集合 本 身 和 空 集 ) 的 数量 为 27. 
题 6.1.24 利用 组 合 论证 方法 重新 证 明 
题 6.1.22 中 的 恒等式 . 
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题 6.1.25 (俄罗斯 1996) 在 1 至 1000000 的 
自然 数 中 ， 下 面 哪 类 数 更 多 ? (a) 能 用 1 个 完 
全 平方 数 和 1 个 ( 正 ) 完全 立方 数 之 和 表示 的 
数 ; (b) 不 能 这 样 表示 的 数 . 
题 6.1.26 (AIME 1996) 在 一 个 7 x 7 棋盘 
中 ， 有 2 格 是 涂 成 黄色 的 ， 其 余 的 涂 成 绿色 . 
如 果 旋 转 棋盘 能 由 某 种 颜色 涂 法 得 到 另 一 种 
颜色 涂 法 ,那么 它们 是 等 价 的 .请 问 可 能 有 多 
少 种 不 同 的 涂 色 方案 ? 
题 6.1.27 8 个 男孩 和 9 个 女孩 坐 在 一 排 
17 个 座位 中 . 

(a) 总 共有 多 少 种 不 同 的 座位 安排 方法 ? 

(b) 若 所 有 男孩 必须 相 邻 ， 所 有 女孩 也 必 
须 相 邻 ， 那 么 共有 多 少 种 座位 安排 方法 ? 

(c) 若 相 同性 别 的 孩子 不 能 相 邻 ， 那 么 共 
有 多 少 种 座位 安排 方法 ? 
题 6.1.28 多 少 种 婚姻 安排 ? 

(a) 在 一 个 传统 的 村 庄 中 ， 有 10 个 男孩 
和 10 个 女孩 . 村 庄 中 的 媒人 安排 所 有 的 婚姻 . 
假设 ( 这 个 村 庄 是 很 传统 的 ) 所 有 婚姻 必须 是 
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异性 婚姻 ，( 即 每 对 婚姻 是 1 个 男性 和 1 个 女 
性 的 结合 , 不 允许 男 男 或 女 女 )， 为 这 20 个 孩 
子 配对 的 方法 共有 多 少 种 ? 

(b) 在 一 个 开放 的 村 庄 中 , 有 10 个 男孩 和 
10 个 女孩 . 村 庄 中 的 媒人 安排 所 有 的 婚姻 . 假 
设 同性 婚姻 ( 男 男 或 女 女 ) 和 异性 婚姻 都 是 允 
许 的 , 为 这 20 个 孩子 配对 的 方法 共有 多 少 种 ? 

(c) 在 男 一 个 开放 的 村 庄 中 , 有 10 个 男孩 
和 10 个 女孩 ,村庄 中 的 媒人 安排 所 有 的 婚姻 ， 
并 像 (b) 中 那样 ， 允 许 同性 结婚 .此 外 ,媒人 
还 为 这 些 夫妻 订 了 10 种 不 同 的 蜜月 旅行 计划 
(每 对 夫妻 参加 1 种 )， 目 的 地 从 10 个 不 同 的 
城市 中 选择 ( 巴黎、 伦敦 、 大 溪 地 等 )， 这 样 
做 共有 多 少 种 方法 ? 注意 现在 你 不 仅 要 计算 谁 
嫁 给 谁 ， 还 要 决定 他 们 到 什么 地 方 去 度 蜜月 . 
题 6.1.29 如 果 你 已 经 理解 了 二 项 式 定理 , 应 
该 能 轻松 地 得 出 多 项 式 定理 .作为 热身 ， 请 
展开 (z+Yy 十 22” 和 (z 十 y 十 z)?. 也 请 思 
考 为 什么 每 项 的 系数 是 那样 的 .然后 请 推导 
(zl1 十 Za 十 … 十 Zn) ”展开 式 的 一 般 形式 . 





我 们 曾 说 过 组 合 推理 与 知道 何 时 做 加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 有 着 密切 联系 ， 下 


面 将 要 考虑 两 种 算法 ,它们 往往 同时 使 用 . 分 划 是 这 样 一 种 战术 : 它 将 一 个 复杂 问 
题 分 解 为 数 个 更 小 更 简单 的 问题 ,让 我 们 把 注意 力 集中 到 加 法 上 . 相反 , 编码 战术 
尝试 首先 构造 介 于 被 计数 的 每 个 对 象 和 简单 “代码 ”中 每 个 “单词 ” 间 的 双 射 ( 奇 
特 的 术语 ， 用 来 表示 一 一 对 应 )， 只 需 一 步 计 数 ， 这 些 战 术 背 后 的 理论 思想 很 简单 ， 
但 要 练习 和 熟悉 一 定数 量 的 经 典 例子 才能 掌握 它 . 
子 集 计数 
集合 5 的 分 划 是 将 5 表示 为 一 些 互 斥 〈 两 两 不 交 ) 非 空 集 的 并 . 写 出 来 就 是 
9 一 4U4U. UL4， 
另 一 种 有 时 会 使 用 的 标记 是 U， 表 示 两 两 不 交集 的 并 ， 则 我 们 可 以 写 出 








$=AUA4U..uA,=| |4; 
7 二 1 


来 表示 {4;} 是 5 的 一 个 分 划 . 
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回忆 一 下 ,|S| 表示 集合 5 的 基数 ( 元素 的 个 数 ). 显然 ,如果 {4;} 是 5 的 

一 个 分 划 ， 必 然 有 
I8| = 4 + 4z| 十 十 |4|， 

因为 4A; 间 没 有 重 伙 . 

这 引出 了 一 种 自然 的 组 合 战术 : 将 我 们 想 要 计数 的 事物 分 为 互 斥 且 容易 计数 
的 若干 部 分 .这 个 战术 称 为 分 划 . 例如 ， 将 此 方法 应 用 于 题 6.1.23， 它 要 求 我 们 证 
明 含 有 n 个 元 素 的 集合 有 2” 个 子 集 . 记 5 的 子 集 组 成 的 集 族 为 sub(5)， 例如， 
如 果 5 = {a,b,c}， 那 么 


sub(9) = {2, {a}, {8}, {c}, {0, 5}, {a, ce}, {2, c}, {a, b,c}}. 


记 &i 为 8 的 含有 大 个 元 素 的 子 集 组 成 的 集 族 . ? 这些 6 自然 分 划 了 sub( 5)， 
因为 它们 互 斥 ， 换 名 话说， 


Sub(9) 一 Eo | CE1 荐 Co2 加 | €3. 


6; 的 基数 恰好 是 (3 ， 因 为 计算 含有 i 个 元 素 的 子 集 数 的 过 程 和 计算 从 原 集合 
的 3 个 元 素 中 选 出 ;个 元 素 的 方法 数 的 过 程 相同 ， 这 列 含 


i 全 四 | 四 加 


一 般 地 ， 如 果 |5S| = n，5S 的 子 集 数 一 定 是 


nn Nn Tn nn 
(a 

现在 我 们 必须 得 证 明 上 面 的 和 式 等 于 2".， 这 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 ， 但 我 们 
将 尝试 使 用 另 一 种 方法 一 一 编码 战术 .此 时 并 不 是 将 子 集 族 分 划 为 许多 集 族 , 而 是 
将 它 看 为 整体 , 并 把 每 个 元 素 ( 原 集合 的 一 个 子 集 ) 编码 成 为 一 个 符号 串 ， 想象 一 
下 计算 机 是 如 何 存储 信息 的 .如 何 表示 的 一 个 特定 子 集 5 = {a,0,c}? 这 有 许多 种 
可 能 性 , 但 我 们 需要 的 是 一 种 统一 的 编码 方法 , 它 有 着 简单 的 描述 , 但 本 质 上 在 所 
有 情况 下 以 相同 方式 起 作用 . 用 这 种 方法 ， 计 数 会 更 简单 . 例如， 任何 5S 的 子 集 
都 可 以 由 下 面 3 个 判断 题 的 答案 唯一 确定 : 

。 子 集 包 含 a 吗 ? 

。 子 集 包含 5 吗 ? 

。 子 集 包 含 c 吗 ? 
我 们 可 以 将 这 些 问 题 的 答案 仅仅 用 y 和 n 组 成 的 3 字母 字符 串 来 编码 .例如 ， 
串 yyn 表示 子 集 {a .类似 地 ， 串 nnn 表示 忆 ， 串 yyy 表示 全 集 $$， 因此 

字符 串 族 和 子 集 族 间 存在 双 射 . 

@ 我 们 常 使 用 词 “ 集 族 ” 或 “ 集 类 ”来 表示 集合 的 集合 ， 并 且 常 用 花 体 字母 作为 符号 . 
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换 句 话说， 每 一 个 3 字母 字符 串 ， 恰 好 对 应 一 个 子 集 . 反 过 来 ,每 一 个 子 集 , 恰好 
对 应 了 一 个 字符 串 ， 计 算 字符 串 的 数量 是 很 容易 的 : 每 个 字符 串 有 3 个 字母 ， 
个 字母 有 2 种 选择 ， 这 意味 着 共有 23 个 不 同 的 字符 串 . 

这 种 方法 当然 能 推广 到 含有 n 个 元 素 的 集合 ， 因 此 我 们 已 经 证 明了 含 nn 个 元 
素 的 集合 的 子 集 数 为 2"， 将 此 结论 与 先前 的 分 划 论 证 相 结合 ， 有 如 下 恒等式 成 立 : 


e+) Oe) 


接 下 来 让 我 们 考察 更 多 的 例子 ， 来 探寻 编码 、 分 划 和 组 合 论证 的 相互 影响 . 
例 6.2.1 证 明 对 于 所 有 正 整 数 n 有 


1x 目 2 汉 () 第 国 = mn2"-1. (6.2.1) 


解答 一 种 方法 当然 是 忽略 此 恒等式 的 组 合意 义 而 从 代数 角度 解决 它 ， 我 们 必 
须 计算 学 ,7(")， 因 为 我 们 知道 一 个 更 简单 的 和 式 于 , (")， 因 子 使 问题 显得 困 
难 ， 将 它 从 (6.2.1) 的 每 项 中 除去 可 能 会 有 利于 解决 问题 : 


2 


+ 二 1 = 














Nn 1 
TH. 


时 2 r(r—1)!(n—7)! 


Fs 





Nn 


nl 
2 


1 。 。 


~ n(n— 1)! 
2 (ro—1)!(n—7)! 





此 处 使 用 的 代数 方法 看 似 训 无 根据 , 但 其 实 是 受 战略 局 发 而 得 到 的 . 我 们 从 一 
个 复杂 的 和 式 出 发 , 然后 有 意 变 化 其 中 的 项 , 使 之 变 得 像 已 经 知道 的 更 简单 的 和 式 
那样 ， 因 为 (6.2.1) 的 右 端 是 2” ， 所 以 下 面 这 种 方法 是 可 行 的 : 检查 左 端 能 否 
转化 为 一 个 更 简单 的 , 等 于 2"”-:! 的 nn 倍 的 式 子 . 这 正 是 使 用 异想天开 和 倒 推 法 战 
略 的 另 一 个 例题 ， 这 两 种 战略 构成 了 我 们 在 解决 问题 时 最 有 用 的 组 合 . 同时 ,请 注 
意 要 小 心地 使 用 因 式 分 解 . 例如 从 nl 中 提出 (n 一 1)!， 也 要 小 心地 使 用 有 趣 的 恒 
等 式 (%) 一 呈 ( 直 
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尽管 上 述 代 数 证 明 是 优美 且 具 有 局 发 性 的 , 但 在 某 种 意义 下 , 它 只 是 空洞 的 论 
证 ， 因 为 我 们 忽略 了 (6.2.1) 中 项 的 组 合意 义 . 现在 我 们 使 用 组 合 论 证 来 证 明 它 . 

(6.2.1) 的 左 端 是 一 个 和 式 ， 所 以 可 以 将 它 理解 为 一 个 大 集合 的 分 划 ， 和 式 中 
每 项 的 形式 是 >(?) ， 我 们 可 以 把 它 理解 为 : 从 n 人 中 选 出 r 人 组 队 并 指定 队长 的 
方法 数 . 整个 等 式 左 端 是 选择 任意 人 数 ( 介 于 1 与 n 间 ) 的 队伍 并 指定 队长 的 方 
法 的 总 数 . 

等 式 右 端 说 的 是 同一 个 事情 ， 但 使 用 了 一 种 编码 理解 : 假设 将 n 个 人 按 字母 
顺序 从 1 到 ”编号 ， 首先 选择 一 个 队长 ， 并 用 他 或 她 的 编号 (从 1 到 n ) 进行 编 
码 . 然后 将 剩余 的 n 一 1 个 人 按 字母 顺序 排列 ， 并 且 根 据 他 们 是 否 在 队 中 ,用 y 
或 na 相应 地 编码 . 例如， 假设 n = 13.， 字符 串 1lnynnnnnnnyyy 表示 包含 5 个 人 
的 队伍 ， 队 长 是 #11， 同 时 也 包含 #2，#10，##12, ##13， 这 种 方法 对 所 有 可 能 出 
现 的 有 队长 的 队伍 进行 的 编码 都 是 唯一 的 , 并 且 这 种 字符 串 的 数量 为 n2*-1. 这 是 
因为 第 一 个 位 置 有 n 种 选择 (注意 这 个 位 置 可 能 是 一 个 多 位 数 ， 但 我 们 数 的 是 不 
同 选择 的 数量 ， 而 不 是 单个 数字 )， 而 剩 下 nm 一 1 个 位 置 每 个 都 有 2 种 选择 . 。 国 





信息 管理 


正确 的 编码 需要 精确 的 信息 管理 .在 电脑 中 储存 信息 的 模式 迫使 人 们 不 因为 
宛 余 信息 浪费 “内 存 ”. 下 面 是 一 些 例 子 ， 说 明 应 该 怎样 以 及 不 应 该 怎样 组 织 信息 . 

例 6.2.2 假设 要 计算 单词 BOOBOO 的 排列 数 ， 我 们 已 经 由 Mississippi 公 
式 知道 答案 是 入 .该 如 何 对 其 进行 编码 呢 ? 这 个 单词 中 共有 6 个 能 放置 字母 的 
“位 置 ".， 每 个 排列 由 放置 B 的 2 个 位 置 唯一 决定 ， 因 为 余下 的 4 个 位 置 一 定 会 被 
O 占据. 换 句 话说 ， 在 从 6 个 位 置 中 选 出 2 个 与 这 些 字母 的 排列 间 ， 存 在 一 个 双 
射 . 因此 答案 是 (5) , 它 当然 等 于 站 .一 个 常见 的 错误 是 将 B 的 位 置 选择 和 O 的 
位 置 选择 作为 两 个 独立 的 选择 过 程 进行 计数 ， 从 而 得 出 错误 的 答案 (5) (9). 

想 要 完全 避免 这 一 类 的 错误 比较 困难 ， 但 请 尝试 仔细 思考 “选择 的 自由 性 ”: 
问 问 自己 ， 先 前 的 选择 是 否 已 经 完全 决定 了 后 面 的 结果 . 在 前 面 的 例子 中 , 一 旦 选 
定 了 B 的 位 置 ，O 的 位 置 也 就 被 决定 了 ， 并 没有 选择 的 自由 . 

例 6.2.3 假设 有 3 个 不 同 的 玩具 ， 需 要 分 发 给 2 个 女孩 和 1 个 男孩 (一 人 
一 个 ) ， 这些 小孩 将 在 4 个 男孩 和 6 个 女孩 中 选 出 ， 这样 的 分 发 方案 共有 多 少 种 ? 

解答 答案 是 360. 下 面 是 两 种 不 同方 法 . 

1. 先 忽略 顺序 ， 但 不 忽略 性 别 : 那么 选择 1 个 男孩 有 (1) 种 方法 ， 选 择 2 个 
女孩 有 (5) 种 方法 .因此 共有 (1) (9) 种 方法 选 出 1 个 男孩 和 2 个 女孩 . 但 这 并 不 
区 分 诸如 下 面 两 种 情况 :“ 乔 、 休 、 简 ”和 “ 简 、 乔 、 休 ” 换 句 话说 ， 我 们 还 需要 
乘 以 3! 来 修正 顺序 ( 因为 玩具 是 不 同 的 且 依次 分 发 ) ， 所 以 答案 是 (1) (9) x 31. 国 
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2. 从 开始 就 考虑 顺序 : 首先 选择 1 个 男孩 (共有 (?) 种 方法 )， 接 着 为 他 选择 
1 个 玩具 (3 种 方法 ) 然后 ， 选 择 2 个 女孩 ， 但 要 考虑 顺序 (P(6,2) = 6 x5 种 
方法 ) ， 因 此 答案 是 (?) x 3 x P(6,2). 图 

例 6.2.4 再 次 假设 有 3 个 不 同 的 玩具 ， 需 要 分 发 给 3 个 孩子 (一 人 一 个 )， 
我 们 从 4 个 男孩 和 6 个 女孩 中 选 出 这 3 个 孩子 ， 要 求 至 少 选 出 2 个 男孩 . 这 样 的 
分 发 方案 共有 多 少 种 ? 

解答 初学 者 往往 会 被 用 编码 方法 快速 得 到 的 答案 所 迷惑 ， 并 尝试 将 任何 计数 
问题 转化 为 简单 的 乘法 或 者 二 项 式 系数 . 

下 面 的 论证 是 错误 的 , 但 错误 之 处 并 不 明显 . 假设 给 玩具 排序 ( 例如， 按 顺序 
分 发 电视 游戏 、 洋 娃娃 、 猜 谜 游戏 ) .首先 选 出 1 个 男孩 ， 并 给 他 电视 游戏 (4 种 
选择 ) ， 然 后 选 出 另 一 个 男孩 ， 给 他 洋娃娃 (3 种 选择 ) .然后 将 猜谜 游戏 给 剩 下 
8 个 孩子 中 的 1 个 (8 种 选择 ). 这 样 的 做 法 共有 4 x 3 x 8 种 . 当然 ,我 们 需要 纠 
正 其 中 的 性 别 偏差 . 用 这 个 方法 ， 只 有 男孩 才能 得 到 电视 游戏 和 洋娃娃 . 猜谜 游戏 
是 “剩余 玩具 ” 因此 ,为 了 使 计数 公平 并 且 对 称 ,， 我 们 将 其 乘 以 3， 因 为 “剩余 玩 
具 ” 共 有 3 种 不 同 可 能 . (此 处 不 乘 以 3! = 6， 因 为 前 两 个 玩具 的 选择 计数 中 已 经 
包含 了 顺序 ). 这 样 ,， 我 们 得 到 4x3x8x3= 288 种 ,这 个 数 太 大 了 ! 为 什么 呢 ? 

问题 在 于 “剩余 玩具 ”". 有 时 是 某 个 男孩 得 到 它 ， 有 了 时 是 某 个 女孩 ， 如 果 是 女 
孩 得 到 的 ， 那 计数 是 没 错 的 . 但 如 果 是 男孩 得 到 的 ,我们 将 会 重复 计算 , 重复 因子 
是 3， 为 了 证 实 上 述 结论 ， 假 设 猜谜 游戏 是 “剩余 玩具 ” ， 并 且 我 们 按 顺 序 选 择 了 
“ 乔 、 比 尔 、 弗 雷 德 ”那么 乔 得 到 电视 游戏 ， 比 尔 得 到 洋娃娃 ， 弗 雷 德 得 到 猜谜 游 
戏 . 现在 再 假设 电视 游戏 为 “剩余 玩具 ” ， 我 们 仍 会 遇 到 如 下 的 选择 结果 : 弗 雷 德 
得 到 猜谜 游戏 ， 比 尔 得 到 洋娃娃 ， 乔 得 到 电视 游戏 .但 将 它 误 以 为 是 不 同 的 答案 ! 
如 果 得 到 “剩余 玩具 ”的 是 个 女孩 ， 将 不 会 存在 重复 计数 . 例如 ， 如 果 乔 得 到 电视 
游戏 ， 比 尔 得 到 洋娃娃 ， 休 得 到 猜谜 游戏 ， 然 后 令 电视 游戏 为 “剩余 玩具 ”， 在 新 
的 计数 选择 中 体 得 到 了 电视 游戏 ， 这 当然 是 一 个 不 同 的 选择 ! 

这 太 令 人 困惑 了 ! 如 何 确保 不 出 现 这 样 细微 的 错误 呢 ? 并 没有 一 个 完美 的 解决 
方法 , 但 重要 的 是 ,可 以 通过 代入 较 小 的 数字 来 验证 你 的 计数 方法 ， 因 为 这 样 的 话 
你 可 以 直接 数 出 方法 数 . 而 且 , 在 这 种 情况 下 , 语言 上 的 暗示 也 会 使 你 想到 其 他 方 
法 的 .无论 何 时 当 看 到 “至 少 ”两 个 字 , 都 应 该 考虑 分 划 的 方法 . “ 它 能 给 出 简单 而 
可 靠 的 解法 ， 因 为 此 时 共有 两 种 情况 : 

1. 恰好 选择 了 2 个 男孩 和 1 个 女孩 . 通过 如 上 例 6.2.3 的 论证 , 共有 的 种 
选择 2 个 男孩 的 方法 ，(9) 种 选择 1 个 女孩 的 方法 ， 然 后 必须 乘 以 3! 来 修正 顺序 . 

2. 恰好 选择 了 3 个 男孩 . 这 样 恰 好 有 P(4, 3) 种 选择 〈 因为 与 顺序 有 关系 ) . 
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最 终 的 答案 就 是 上 面 两 项 的 和 ， 或 表示 为 


4\ /6 
(@) (at P=6x6x6+24=240, 


它 确实 比 错误 答案 288 小 . 图 
例 6.2.5 曲棍球 棒 恒 等 .考虑 下 面 帕斯卡 三 角 中 标 出 的 “曲棍球 棒 ”. 





在 曲棍球 棒 的 手柄 中 的 元 素 之 和 等 于 击 球 板 处 的 元 素 ， 即 
1 十 2 十 3 十 4=10. 
这 对 于 任何 平行 的 、 从 三 角形 边界 开始 的 “曲棍球 棒 ” 来 说 〈 不 管 它 的 长 度 和 位 
置 ) 都 是 正确 的 例如 ,1+3+6=10 和 1+4+10+20=35( 请 通过 写 出 三 角 
形 接 下 来 几 行 来 验证 这 个 等 式 是 正确 的 ) ， 一般 地 ， 如 果 从 第 ” 行 开始 到 第 f 行 
结束 ， 我 们 有 
7 r 十 1 r 十 2 1 
(os 

为 什么 这 是 正确 的 呢 ? 

解答 考虑 一 个 特定 的 例子 ， 例 如 1 十 3 十 6 十 10 = 20. 我 们 需要 解释 为 什么 

(2) + (2) + (2) + (2) = (3) 
2 2 2 2 3 

这 个 简单 的 和 式 缠 含 着 分 划 : 让 我 们 考察 从 含有 6 个 元 素 的 集合 中 选 出 的 含有 3 个 
元 素 的 所 有 子 集 ( 将 其 称 为 3- 集 )， 并 看 看 是 否 能 将 其 分 解 为 4 个 “自然 ”的 类 . 

将 含有 6 个 元 素 的 集合 写 为 {a,5, c,d,e, f}， 并 且 遵 守 如 下 自然 的 约定 ， 即 所 
有 子 集 按 字 母 顺 序 写 出 .这 个 战术 是 获取 “免费 ”信息 的 既 简 单 又 自然 的 方法 ,也 
是 单调 化 ( 见 第 70 页 ) 的 另 一 个 例子 . 因为 我 们 计算 的 是 组 合 而 不 是 排列 , 所 以 就 
计数 过 程 而 言 ， 顺 序 是 无 关 紧 要 的 ， 但 这 并 不 表示 不 能 利用 自己 构造 的 合理 顺序 . 

根据 这 个 约定 ， 让 我 们 以 3 个 字母 组 成 的 “单词 ”形式 列 出 所 有 20 个 不 同 的 
3- 集 当然， 我们 将 会 以 字母 序 来 列 出 它们 ! 

abc, abd, abe, abf, acd, ace acf, ade adf, aef; 

bed, bce, bef, bde, badf, bef; 

cde, cdf, cef; 

def. 
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上 述 解答 实际 上 表明 这 样 一 个 事实 : 可 以 用 起 始 字母 将 集合 分 类 ! 

在 20 个 不 同 的 3- 集 中 ，(2) = 10 个 以 a 打头 ， 因 为 确定 了 首 字母 后 还 得 从 
剩余 5 个 可 用 字母 (b 到 请) 中 选 出 其 余 2 个 如果 以 上 打头， 仍然 需要 选 出 
其 余 2 个 ， 只 是 此 时 只 有 4 个 可 用 字母 (c 到 f)， 因 此 有 (分 种 可 能 ， 类似 地 ， 
G) =3 个 3- 集 以 ce 打头 ,并 且 只 有 (3) = 1 个 3- 集 以 d 打头 .〈 没 有 任何 3- 集 以 
e 和 f 打头 ， 因 为 每 个 单词 中 的 字母 都 是 按 字母 序 排列 的 . ) 

到 目前 为 止 , 你 们 应 该 能 完全 理解 为 什么 曲棍球 棒 恒 等 是 正确 的 了 吧 ! 为 了 练 
习 ， 下 面 我 们 正式 证 明 该 命题 ， 注 意 请 仔细 使 用 符号 并 避免 “ 差 一 错误 ”. 

我 们 将 证 明 


(ko oo 本 
7 Tr Tr Tr r 十 1 
对 于 所 有 正 整 数 上 > r 成 立 ， 考 虑 集合 {1,2,:…,f 十 1} 的 所 有 含有 7 十 1 个 元 素 


的 子 集 ， 对 于 了 = 1,2,…,f 一 ?十 1, 令 5 代表 那些 最 小 元 素 为 7 的 子 集 组 成 的 
集 族 . 5; 分 划 了 7 十 1 个 元 素 的 子 集 组 成 的 集 族 ， 因 此 











全 
Ei 让 |2a| 寺中 [Ep_rril a ‘A 由 





如 果 一 个 含有 + + 1 个 元 素 的 子 集 的 最 小 元 素 是 ;7， 那 么 剩余 的 个 元 素 将 会 从 
j 二 17 十 2,…, 开 +1 这 个 范围 中 选 出 ， 而 这 个 范围 中 共有 (f 二 1) -0+D+1I= 
f 一 j 十 1 个 整数 ， 因 此 得 出 


一 j 十 1 
rl 

将 其 关于 7 从 1 到 f 一 + 十 1 求 和 便 得 到 (6.2.2). 国 
丛 中 之 球 和 其 他 经 典 的 编码 方法 

下 面 是 一 个 非常 著名 的 问题 ， 它 经 常 以 不 同 的 形式 出 现 . 

例 6.2.6 想象 有 一 张 绘图 纸 ， 从 原点 出 发 ， 沿 着 格 线 (间距 为 1 ) 画 一 条 到 
点 (10,10) 的 长 度 为 20 的 路 径 。， 比 如 ， 一 条 路 径 依次 经 过 点 (0, 0), (0, 7), (4, 7)， 
(4,10) 直到 (10, 10)， 另 一 条 路 径 依次 经 过 点 (0,0), (10, 0) 直到 (10,10)， 问 共有 
多 少 条 这 样 的 不 同 路 径 ? 

解答 每 一 条 路 径 都 能 完全 用 由 U 和 R 组 成 的 20 字母 序列 表示 ， 其 中 U 表 
示 “ 向 上 移动 一 个 单位 ”， 及 表示 “向 右 移动 一 个 单位 ”例如 ,依次 经 过 点 (0, 0)， 
(0,7), (4,7), (4, 10) 直到 (10, 10) 的 路 径 可 以 用 以 下 字符 串 表示 

UUUUUUU RRRR UUU RRRRRR. 
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因为 路 径 从 (0,0) 开始 , 长 度 为 20, 并 在 (10, 10) 结束 , 每 条 路 径 必定 包含 10 个 U 
和 10 个 R， 因此 路 径 的 总 数 恰好 是 一 个 简单 的 Mississippi 问题 ， 答 案 是 
20! 20 
mo ~ (10)- 时 
下 一 个 例子 通过 分 划 和 编码 都 可 以 完成 ， 但 从 根本 上 来 讲 编码 方法 更 有 成 效 . 
例 6.2.7 有 多 少 个 由 非 负 整数 组 成 的 有 序 三 元 组 (a,b,c) , 使 得 c++c = 50. 
解答 在 此 我 们 向 大 家 展示 两 种 完全 不 同 的 解法 ， 第 一 种 用 分 划 方 法 ， 第 二 种 
用 编码 方法 . 首先 ， 易 知 对 于 每 个 非 负 整数 n， 有 nn 十 1 个 不 同 的 有 序 对 (a,5) 满 
足 等 式 a 十 b= 二 n，, 分 别 为 : 
(0,7), (1,n — 1),(2,n— 2),.…,(n,0). 


因此 可 以 将 a 十 5 十 c = 50 的 解 分 划 为 如 下 互 斥 的 情形 ， 即 c = 0,c = 1,c 
2,.…,c 二 50. 例如 ， 如果 c= 17， 那么 a 十 b= 33， 因此 共有 34 个 不 同 的 有 序 三 
元 组 (a,b,17) 满足 a 十 5 十 c= 50. 因此 答案 是 

51 x 52 
= 

这 样 ， 通 过 分 划 方 法 就 轻松 地 解决 了 该 问题 ， 但 使 用 编码 方法 也 能 解决 这 一 

题 . 为 了 展示 编码 方法 如 何 解 题 ， 我 们 用 一 个 更 小 的 数 来 代替 50， 比 如 11.， 回忆 
下 在 小 学 一 年 级 或 二 年 级 第 一 次 学 习 加 法 时 的 情形 ， 当 时 可 能 是 用 画 点 来 练习 例 
如 3 十 6 十 2 = 11 的 和 式 : 








1 十 2 十 3 十 …: 十 51 





ee 二 eeeeee 二 ee 三 eeeeeeeeeee. 


每 个 由 和 为 11 的 非 负 整数 组 成 的 有 序 三 元 组 (ob c) 都 可 以 看 作 被 2 个 加 号 分 割 
的 11 个 点 . 三 元 组 (3,6,2) 可 以 编码 为 ee 十 eeeeees 十 es. 三 元 组 中 出 现 0 也 
没有 问题 ， 我 们 用 0 个 点 来 表示 . 因此 十 二 eeeeeeeeeee 对 MY (0,0,11), 并 
且 eeeee 十 eeeeee 对 应 (5,0,6). 这 个 方法 将 每 个 三 元 组 唯一 地 编码 为 包含 
13 个 符号 的 字符 串 ， 其 中 有 两 个 + 号 和 11 个。 共有 (上) 个 这 样 的 字符 串 〈 因 
为 每 个 字符 串 由 13 个 位 置 中 的 2 个 + 号 唯一 决定 ) . 

最 后 ， 用 50 代替 11， 得 到 的 答案 是 


52\ 52x51 
pA 
当然 ， 这 只 是 更 一 般 的 工具 一 一 爷 中 之 球 公式 的 一 个 例子 ， 此 公式 为 : 
将 b 个 不 可 区 分 的 球 放 入 wu 个 可 区 分 的 念 中 的 不 同方 法 数 为 


Cp 
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念 中 之 球 公式 非常 有 用 , 并 且 可 以 应 用 在 许多 出 乎 意料 的 地 方 . 我 们 可 以 将 它 
与 鸽 笼 原理 (3.3 节 ) 一 起 使 用 ， 来 解决 第 179 页 例 6.1.1. 该 问题 是 : 是 否 存在 
10 000 个 能 被 7 整除 的 10 位 数 ， 其 中 任何 一 个 数 都 能 通过 将 另 一 个 数 重新 排列 各 
位 数字 次 序 得 到 . 

解答 暂时 忽略 能 被 7 整除 的 要 求 ， 而 专注 于 理解 如 下 数 集 ， 使 得 “其 中 任 
何 一 个 数 都 能 通过 将 另 一 个 数 重新 排列 各 位 数字 次 序 得 到 ”. 将 这 样 的 两 个 数 称 为 
“姐妹 数 ”， 并 将 所 有 姐妹 数 的 尽 可 能 大 的 集合 称 为 “姐妹 会 例如 ，1111233 999 
和 9929313111 是 姐妹 数 ， 属 于 含有 3 条 个 元 素 的 姐妹 会 ， 因 为 姐妹 会 的 成 员 数 
正好 是 这 些 数 的 排列 数 . 这 些 姐妹 会 的 规模 差别 非常 之 大 . 最 “排外 的 ”姐妹 会 只 
有 1 个 成 员 (例如 只 包含 6666 666 666 的 姐妹 会 )， 而 另 一 个 则 有 10! 个 成 员 ( 包 
含 1234567 890 的 那个 姐妹 会 ). 

为 了 解决 这 个 问题 ， 需 要 证 明 存在 一 个 姐妹 会 包含 至 少 10 000 个 能 被 7 整除 
的 数 ， 一 种 方法 是 寻找 大 的 姐妹 会 ( 例如 包含 10! 个 元 素 的 那个 )， 但 可 能 (尽管 
看 似 不 可 能 ) 其 中 绝 大 多 数 的 成 员 不 是 7 的 倍数 . 

然而 ， 解 决 该 问题 的 关键 不 是 上 述 内 容 .， 而 是 : 

与 解决 问题 有 关系 的 并 不 是 姐妹 会 的 大 小 ， 而 是 姐妹 会 的 总 数量 . 
如 果 姐 妹 会 的 数量 相当 小 ， 那 么 即使 7 的 倍数 在 它们 中 分 布 得 很 均匀 ， 其 中 的 革 
个 姐妹 会 还 是 会 有 “足够 ”的 7 的 倍数 . 

说 得 更 精确 些 : 假设 只 有 100 个 姐妹 会 ( 当然 事实 上 有 更 多 的 姐妹 会 ). 7 的 
倍数 共有 |1010/7| = 1428571 428 个 .根据 鲍 笼 原理 ， 至 少 有 1 个 姐妹 会 包含 
[1428571428/100] 个 7 的 倍数 ， 这 比 需要 的 个 数 还 多 .无 论 如 何 ， 我 们 需要 使 
用 倒 推 法 : 计算 (至少 是 估计 ) 姐妹 会 的 数量 . 

实际 上 ， 准 确 数字 是 能 计算 出 来 的 ， 每 个 姐妹 会 都 由 允许 重复 的 10 个 数字 构 
成 的 集合 唯一 确定 . 例如， 一 个 〈 非 常 排外 的 ) 姐妹 会 可 以 叫 作 “10 个 6”， 而 另 
一 个 叫 作 “3 个 4、1 个 7、2 个 8 和 4 个 9%%， 因此 这 个 问题 现在 变 成 : 共有 多 
少 种 不 同 的 方法 来 选择 10 个 允许 重复 的 数字 ? 第 二 个 关键 点 : 这 等 价 于 将 10 个 
不 可 区 分 的 球 放 和 10 个 分 别 标 有 0,1, 2,…… ,9 的 侈 里 .根据 舍 中 之 球 公 式 ， 答 案 
是 (%) = 92 378. 

最 终 ， 我 们 得 出 : 存在 一 个 姐妹 会 至 少 有 

[1428571428 /92378] = 15465 


个 成 员 ， 这 当然 比 10000 大 ， 因 此 答案 为 “存在 ” 国 





问题 与 练习 


题 6.2.8 (吉姆 :普罗 普 ) 魔术 师 萨 尔 让 你 从 
一 副 标 准 纸牌 ?中 任 选 5 张 牌 ， 你 照 做 了 ， 然 
后 把 它们 展示 给 魔术 师 的 助手 帕 特 ， 帕 特 会 洲 
这 5 张 牌 中 的 1 张 放 回 原来 那 副 纸牌 中 ， 青 
将 其 余 4 张 到 成 一 摆 . 萨 尔 带 着 眼罩 ,并 没有 
看 到 这 一 切 ， 然后 萨 尔 取 下 眼罩 ， 看 了 看 帕 特 
整理 过 的 这 4 张 牌 ,然后 能 够 准确 地 找 出 萨 尔 
放 回 去 的 那 第 5 张 牌 ( 即使 你 在 帕 特 将 牌 放 回 
后 洗 了 牌 ) ， 假 设 萨 尔 和 帕 特 都 没有 超自然 能 
力 ， 并 且 这 副 纸 牌 并 没有 被 做 过 记号 .这 个 魔 
术 是 怎样 完成 的 ? 更 难 的 版 本 : 由 你 (而 不 是 
帕 特 ) 来 选择 放 回 去 的 是 哪 张 牌 

题 6.2.9 房间 中 有 8 个 人 ， 其 中 至 少 有 1 人 
得 到 蛋 卷 冰 激 凌 , 也 至 少 有 1 人 得 到 巧克力 曲 
奇 . 那么 , 至 少 有 1 人 同时 得 到 蛋 卷 冰激凌 和 
巧克力 曲 奇 的 情况 有 多 少 种 ? 

题 6.2.10 有 多 少 个 {1,2,3,4,… ,30} 的 子 
集 具有 如 下 性 质 , 即 集合 中 元 素 之 和 大 于 232? 


题 6.2.11 有 和 多少 个 开始 于 1 结束 于 1000 的 
严格 递增 的 正 整数 数列 ? 

题 6.2.12 用 题 6.1.14 中 的 求 和 恒等式 证 明 
曲棍球 棒 恒 等 式 (第 191 页 例 6.2.5 ) . 

题 6.2.13 对 于 任何 集合 , 证 明 它 的 元 素 个 数 
为 偶数 的 子 集 的 数量 等 于 元 素 个 数 为 奇数 的 
子 集 的 数量 . 例如 集合 {a,b,c} 有 4 个 子 集 
的 元 素 个 数 为 偶数 ( 空 集 有 0 个 元 素 , 也 是 偶 
数 )，4 个 子 集 的 元 素 个 数 为 奇数 

题 6.2.14 从 8x8 棋盘 中 选 出 两 个 不 同行 且 
不 同 列 的 方 格 ， 请 问 共 有 多 少 种 选 法 ? 

题 6.2.15 从 8x8 棋盘 中 选 出 4 个 不 全 在 同 
一 行 或 同一 列 的 方 格 , 并 能 以 这 4 个 方 格 为 顶 
点 组 成 一 个 矩形 ， 请 问 共 有 多 少 种 选 法 ? 

题 6.2.16 将 7 个 红 球 和 ww 个 白 球 放 和 人 nn 个 























盒子 里 , 使 得 每 个 盒子 中 都 至 少 包含 每 种 颜色 
的 球 各 一 个 ， 请 问 共 有 多 少 种 放 法 ? 
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题 6.2.17 一 个 停放 小 型 车 的 停车 场 有 12 个 
相 邻 的 车 位 ， 其 中 8 个 已 经 被 占据 了 . 来 了 一 
辆 大 型 越野 车 ， 需 要 两 个 相 邻 的 车 位 ， 这 辆 车 
能 够 停放 的 概率 有 多 大 ? 请 推广 到 一 般 情形 ! 
题 6.2.18 为 如 下 和 式 找 一 个 恰当 的 公式 


2 2 2 当 
nN Nn Nn nN 
(0 
你 能 解释 为 什么 它 是 正确 的 吗 ? 
题 6.2.19 将 一 个 正 整数 n 写成 至 少 一 个 正 
整数 的 有 序 和 式 ， 共 有 多 少 种 写法 ? 例如 


1 十 1 十 2 








4 二 1 十 3 二 3 十 1 二 2 二 2 








二 1 十 2 十 1=2 十 1 十 1=1 十 1 十 1 填 1， 
因此 当 n= 4 时 ,共有 8 种 这 样 的 有 序 分 划 . 
题 6.2.20 8 块 饼干 分 给 10 只 狗 ( 狗 与 狗 之 
间 不 会 分 享 同 一 块 饼干 ) .验证 狗 吃 饼干 的 不 
同方 法 数 等 于 : 
(a) ()， 假 设 狗 有 差异 但 饼干 无 差异 ; 
(b) 103, 假设 狗 和 饼干 都 有 差异 ( 例如 每 
块 饼 干 有 不 同 的 口味 ) . 
题 6.2.21 在 题 6.2.20 中 , 如 果 假 设 狗 和 人 饼干 
都 无 差异 ， 那 么 答案 将 是 多 少 ? (不 是 1! ) 
题 6.2.22 将 (z+y 十 z)398 展开 并 合并 同类 
项 后 ,共有 多 少 项 ?[ 例如 ，(x 十 y)? 展开 化 简 
后 共有 3 项 . ] 
题 6.2.23 满足 a 十 b 十 c= 二 nn 的 正 整数 的 有 
序 三 元 组 (a, b, c) 共有 多 少 个 ? 
题 6.2.24 令 5S 是 含有 7 个 元 素 的 集合 ， 共 
有 多 少 种 方法 选 出 两 个 (可 以 相同 或 者 相交 ) 
子 集 ， 使 得 它们 的 并 为 5S? 选择 的 顺序 并 不 重 
要 .例如 ， 子 集 对 {a,c}, {5,c, d,e, f} 等 价 于 
子 集 对 {D， C) d, CE， 大 {a, 允 
题 6.2.25 (AIME 1983) 园丁 将 3 棵 枫 树 、 
4 棵 橡树 和 5 棵 白桦 树种 在 一 排 ， 种 树 的 顺 








@ 一 副 标 准 纸牌 包含 52 张 牌 ， 有 4 个 花色 (人 ,S, 昌 ,全 )， 每 个 花色 各 有 13 张 牌 (2, 3, :……, 10, J,  Q, K, A ). 
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序 是 随机 的 ， 每 种 安排 的 概率 均 相 等 ， 求 白桦 
树 不 相 邻 的 概率 . 

题 6.2.26 (AIME 1983) 25 个 人 围 坐 在 一 张 
圆桌 旁 ， 从 中 随机 选 出 3 个 人 . 请 问 这 3 个 人 
中 至 少 有 2 个 人 相 邻 的 概率 是 多 少 ? 

题 6.2.27 给 定 圆周 上 的 n 个 点 , 并 且 画 出 连 
接 每 两 点 之 间 的 弱 . 如 果 任 意 三 条 弱 不 交 于 同 
一 点 , 则 这 些 弦 共有 多 少 个 交点 ?例如 当 n=6 
时 共有 15 个 交点 . 


题 6.2.28 回忆 第 37 页 题 2.2.30(b). 
t(n) =1+(%) + (7). 

题 6.2.29 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2016) 用 
不 同 的 字母 标记 给 定 凸 n 边 形 (不 一 定 是 正 
多 边 形 ) 的 顶点 .如果 一 个 观察 者 站 在 多 边 
形 所 在 平面 上 的 位 于 多 边 形 之 外 的 一 个 点 上 ， 
他 从 左 到 右 依次 读 出 字母 ， 并 拼写 出 一 个 “ 单 
词 ”( 即 一 串 字 母 ， 而 不 需要 是 任何 语言 中 的 
单词 ). 例如 ,在 下 图 中 (n = 4)， 观 察 者 X 
会 读 到 BAMO ， 观 察 者 Y 会 读 到 MOAB. 

¥ 


Se 


证 明 








6.3 容 斥 原理 


请 给 出 一 个 关于 n 的 公式 ， 确 定 从 单个 
n 边 形 中 以 这 种 方式 读 取 的 个 不 同 字 母 单 
词 的 最 大 数量 . 不 要 计算 因 位 于 某 个 字母 后 面 
而 不 能 被 观察 者 看 见 所 导致 的 缺少 某 些 字母 
的 单词 . 
题 6.2.30 侈 中 之 球 公 式 表 明 ， 如 果 从 一 家 
卖 k 种 不 同 帽子 的 商店 购买 h 顶 帽 子 ， 则 共 
有 (“tr*-!) 种 不 同 的 可 能 的 方法 . 运用 分 划 论 
证 证 明 这 也 等 于 并 () (9 
题 6.2.31 利用 组 合 论证 证 明 , 对 于 满足 n,m 
大 于 等 于 的 所 有 正 整 数 n,m,k 有 


Nn m Nm 

0 i. 
这 被 称 为 范 德 蒙 德 卷 积 公式 . 
题 6.2.32 在 第 190 页 例 6.2.4 中 , 不 正确 的 
论证 多 算 了 48. 请 准确 说 明 差异 的 来 源 . 
题 6.2.33 正如 第 132 页 题 4.3.15 定义 的 , 令 
p(n) 代表 n 的 无 限制 分 划 数 . 证明 : 对 于 所 
有 n2 有 p(n) > 2Lv™]. 
题 6.2.34 ( 普 特 南 1993) 令 DP, 为 {1,2; i 
n} 的 子 集 族 . 令 c(n,m) 为 如 下 函数 的 数量 ， 
f :Pn 二 {1,2,…,m}, 使 得 f(A4 nn B)= 
min{f(4), 了 (B)}. 证 明 


m 


c(n,m) = > 7. 


j=1 





分 划 战 术 有 一 个 理想 的 假定 ， 即 需要 计数 的 事物 能 很 好 地 分 解 为 两 两 不 交 的 
子 集 .现实 情况 往往 更 为 混乱 ， 于 是 需要 新 的 战术 ， 下 面 我 们 将 考虑 一 些 新 的 方 
法 ， 来 处 理 重 共和 重复 计数 不 一 致 的 集合 的 情形 . 


计算 对 立 部 分 


我 想 现在 你 已 经 习惯 了 转变 视角 的 战略 ， 这 个 战略 在 计数 问题 中 的 一 个 特殊 


的 应 用 就 是 : 


如 果 想 要 计数 的 事物 令 人 困惑 ， 那 就 党 试 用 它 的 对 立 部 分 来 替代 . 
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例 6.3.1 求 有 多 少 个 至 少 包含 一 个 0 的 n 位 二 进 制 串 ? 

解答 直接 计算 本 题 是 很 困难 的 ， 因 为 共有 mn 种 情形 ， 即 恰好 1 个 0、2 个 0， 
等 等 ， 这 样 做 当然 不 是 不 可 能 的 ， 但 一 种 更 简单 的 方法 是 首先 注意 到 总 共有 2” 种 
可 能 的 ”位 二 进 制 串 ， 然 后 计算 其 中 有 多 少 是 不 包含 0 的 .事实 上 只 有 1 个 二 进 
制 串 不 包含 0 (就 是 由 n 个 1 组 成 的 那个 ). 因此 答案 是 2" 一 1. 国 

例 6.3.2 ”10 个 孩子 在 一 家 店 中 购买 蛋 卷 冰激凌 ， 店 中 共有 31 种 不 同 口味 的 
冰激凌 .有 多 少 种 购买 方法 ， 使 得 至 少 有 2 个 孩子 得 到 同一 种 口味 的 蛋 卷 冰激凌 ? 

解答 我 们 先 做 符合 常理 的 假设 ， 即 所 有 孩子 是 可 区 分 的 .那么 需要 进行 非常 
复杂 的 计算 例如， 一 种 购买 方法 是 所 有 孩子 都 购买 #6 冰激凌 另 一 种 方法 是 
#7 和 #9 孩子 购买 #12 冰激凌 ， 而 #1-4 孩子 购买 #29 冰激凌 ， 等 等 ， 先 来 
计算 在 没有 任何 限制 的 情况 下 所 有 可 能 的 购买 方法 ， 那 就 是 317 种 ， 因 为 10 个 
孩子 中 的 每 一 个 都 有 31 种 不 同 的 选择 .现在 再 计算 没有 重复 口味 的 情形 ， 那 就 
是 31x30x29x.…x22=P(31,10)， 答案 便 是 它们 的 差 311° - P(31,10). 国 


集合 的 容 斥 原理 
当 补 集 的 计算 和 原 集 的 计算 一 样 复杂 时 , 不 宜 采用 计算 对 立 部 分 的 战术 . 容 斥 
原理 (PIE ) 是 处 理 这 些 复杂 情况 的 一 种 系统 性 方法 . 
用 最 简单 的 形式 叙述 容 斥 原 理 : 两 个 集合 并 集 的 元 素 个 数 等 于 两 个 集合 的 元 
素 个 数 之 和 减 去 它们 的 交集 的 元 素 个 数 ， 可 以 用 符号 这 样 写 出 : 
IA4UB|I=|AI+|B|-|4ANBI. 





很 容易 看 出 为 什么 这 是 正确 的 ， 因 为 将 |4| 与 | 如 | 相 加 超过 了 |4 UB| 的 值 ， 此 处 
的 重复 计数 并 不 是 一 致 的 ， 并 不 是 所 有 元 素 都 被 数 了 两 次 ， 而 只 有 4 NB 中 的 元 
素 被 重复 计数 了 . 因此 ， 通 过 减 去 |4 nn B| 就 可 以 纠正 此 处 的 重复 计数 错误 . 
进行 一 些 试验 就 很 快 可 以 得 出 对 于 ”个 集合 一 般 性 的 容 斥 原理 的 猜想 . 
题 6.3.3 证 明 对 于 3 个 集合 ， 容 斥 原理 为 
IAUBUC|I=|A|I+|BI+|IC|- (ANBI+|IANCI+IBNCI)+|IANBNMC|. 
题 6.3.4 证 明 对 于 4 个 集合 ， 容 斥 原理 为 
IAUBUCUD|= 
(Al+1BI+ICI+1D) 
—([A4NBlI+|ANCI+|IANDI+IBNCI+IBND|I+ICND)) 
+([A4ANBNCI+IANCNDI+IANBNDI+IBNCNMD)) 
—|ANBNMCNMDI. 
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一 般 地 ， 我 们 猜测 
n 个 集合 之 并 的 基数 = 
十 (所 有 集合 基数 之 和 ) 
一 (所 有 可 能 的 两 个 集合 的 交集 的 基数 之 和 ) 
十 (所 有 可 能 的 三 个 集合 的 交集 的 基数 之 和 ) 





土 (n 个 集合 的 交集 的 基数 ). 


其 中 ， 如 果 n 是 偶数 ， 则 最 后 一 项 为 负 ， 如 果 n 是 奇数 则 为 正 . 

我 们 很 容易 通俗 地 解释 此 式 ， 例 如， 考虑 右 图 , 它 描 4 B 
述 了 3 个 集合 时 的 情形 . 它 将 每 个 集合 展现 为 一 个 橡胶 
盘 . 集合 之 并 的 基数 对 应 着 图 中 整个 阴影 部 分 的 “面积 ”. 
然而 , 阴影 有 三 种 不 同 的 饱和 度 . 最 淡 的 阴影 对 应 着 单 层 
橡胶 的 厚度 ,中 等 浓度 阴影 对 应 着 双 层 橡胶 的 厚度 , 最 浓 C 
的 阴影 则 对 应 着 三 层 橡胶 的 厚度 .我 们 需要 的 面积 只 是 包含 单 层 橡胶 厚度 的 区 域 . 
如 果 只 是 将 三 个 盘 的 区 域 相 加 ， 那 便 会 重复 计数 . 淡色 的 区 域 没 问题 , 但 中 等 浓度 
部 分 被 重复 计算 了 两 次 , 而 最 深 的 部 分 则 被 重复 计算 了 三 次 . 为 了 修正 这 点 ,我们 
要 将 相交 的 区 域 4nB,4nc,BncC 的 面积 减 去 .但 现在 深 色 区 域 4nBNC 的 
面积 没有 计算 在 内 (开始 被 计算 了 三 次 ， 后 来 又 被 减 去 三 次 )， 因 此 要 将 它 加 回来 . 
现在 我 们 完成 了 计算 . 在 一 般 情形 下 ， 我 们 将 交替 着 加 上 和 减 去 不 同 饱和 度 的 区 
域 , 这 是 很 有 道理 的 . 

这 有 段 论证 很 有 吸引 力 , 但 很 难 严格 地 推广 到 个 集合 的 情形 . 下 面 我 们 尝试 着 
给 出 容 斥 原理 的 严格 证 明 . 它 曾 明了 优秀 的 计数 方法 和 有 效 的 表示 形式 . 令 所 给 集 
合 为 41, 4 ,4 ， 再 令 S51 代表 所 有 可 能 的 大 个 集合 之 交集 的 基数 之 和 .例如 





51=|A1|+|As|+.…+|An|= 》 |4i|， 


1&i<n 
S2=|A41NAzs|+|IAiNAs + tA iN Al= > |4iN Ajl. 
I 
注意 下 标记 号 (请 花 一 些 时 间 仔 细 研 究 , 必 要 时 写 出 一 些 例子 ). 条件 1<i<j<n 
给 出 了 两 个 不 同 下 标的 没有 重复 的 所 有 (”) 种 可 能 的 组 合 ， 例 如 ，|As mn 47| 在 和 
式 中 只 出 现 了 一 次 ， 因 为 |47 mn 4s| 是 不 允许 出 现 的 .一 般 地 ， 


Sk = > [Ai nN Ais NN Ail. 


1<il<i2z<:…<ik&n 
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利用 这 个 记号 ， 容 斥 原 理 可 写 为 : 

[A1U AsU::.UAn|=51— 56253 .+ (-1)" 5,. (6.3.1) 

为 了 证 明 这 个 等 式 , 令 ze Ai1U AsU:…U 4 为 n 个 集合 的 并 集中 任 一 元 
素 . 这 个 元 素 z 在 (6.3.1) 左边 恰好 被 算 了 一 次 ， 因 为 等 式 左边 的 意义 是 “n 个 集 
合 的 并 集中 的 元 素 个 数 ”， 所 以 ， 如 果 能 证 明 (6.3.1) 的 右边 也 恰好 算 了 元 素 z 一 
次 ， 则 等 式 便 得 到 了 证 明 . 

令 7 为 包含 z 的 集合 的 数量 例如， 如果 x es 4s 旦 不 属于 其 他 集合 ， 那 
么 7 = 1， 当然 , 7 可 以 介 于 1 和 mn ( 含 两 端 ) 之 间 . 下 面 考 察 每 个 5 计算 了 元 
素 x 多 少 次 . 当 计 算 51 时 ， 每 个 集合 4; 中 的 每 个 元 素 都 被 数 到 了 ， 因 此 元 素 x 
恰好 被 数 了 ” 次 ， 在 包含 它 的 每 个 集合 中 都 被 数 了 1 次 . 为 了 计算 5， 我们 计算 
形 如 A; A; (i < 7) 的 每 个 集合 中 的 元 素 ， 与 我 们 的 问题 有 关 的 只 是 包含 x 的 
7 个 集合 ， 这 些 集合 共有 (5) 个 交集 ， 并 且 对 于 每 个 交集 ，z 都 会 被 计算 一 次 ， 
此 5S2 计算 zx 恰好 (3) 次 .一般 地 ，5i 计算 z 恰好 (7) 次 如果 大 >7， 那 么 区 
是 & > r 个 集合 的 交集 的 基数 之 和 ， 而 这 些 交 集中 没有 一 个 能 包含 z+， 因为 xz 只 
包含 在 7 个 集合 中 ! 当然 ，S 只 计算 了 z 一 次 ( 即 (”) 次 )， 因 为 只 有 r 个 集合 
的 一 个 交集 包含 x. 


我 们 已 经 将 容 斥 原理 的 证 明 简 化 为 证 明 如 下 等 式 


-Cor 人 


回忆 7 = (”) 和 1= (")， 因 此 上 面 的 等 式 有 如 下 的 等 价 公 式 


(0) 
7 7 7 Pa 
(9 () . … 十 (—1) () 一 0， (6.3.2) 
这 是 题 6.1.22 的 一 部 分 . 至少 可 以 用 以 下 三 种 不 同 的 方法 来 证 明 等 式 (6.3.2)， 请 
尝试 每 种 方法 ! 

。 数学 归纳 法 加 上 帕斯卡 三 角 的 求 和 恒等式 (6.1.14); 

。 利用 对 称 恒等式 (6.1.13) 和 求 和 恒等式 ， 直 接 考 察 帕斯卡 三 角 的 元 素 ; 

。 这 可 能 是 最 精巧 的 方法 了 , 将 0 = (1 一 1)” 用 二 项 式 定 理 展 开 ， 便 立即 得 

到 (6.3.2)! 

无 论 如 何 ， 既 然 我 们 已 经 知道 (6.3.2) 是 正确 的 ， 于 是 就 证 明了 容 斥 定理 .， 国 

再 举 几 个 例子 就 能 使 人 相信 容 斥 原理 在 解 题 时 的 强大 效用 .解决 此 类 问题 的 
关键 是 : 不 管 是 在 计算 原 集 还 是 计算 补 集 时 要 有 灵活 多 变 的 意识 . 

例 6.3.5 ”从 一 副 标 准 纸牌 中 一 次 抽出 一 手 5 张 牌 , 使 得 其 中 每 种 花色 的 纸牌 
至 少 有 一 张 ， 问 : 有 多 少 种 这 样 取 牌 的 可 能 ? 
@ 注意 此 处 的 新 的 计数 思想 : 为 了 考察 一 个 组 合 等 式 的 正确 性 , 我 们 需要 检查 等 式 的 每 一 边 是 如 何 对 一 个 代表 元 素 
进行 计数 的 . 
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解答 首先 注意 到 , 抽出 一 手 (5 张 ) 牌 共 有 (?) 种 可 能 ， 这 是 因为 这 些 牌 的 
顺序 并 不 重要 . 每 当 看 到 “至 少 ” 这 个 词 时 , 你 就 应 该 考虑 是 否 需要 计算 补 集 . 哪 一 
种 更 容易 计算 呢 ， 是 不 包含 方块 的 花色 数 ， 还 是 包含 至 少 一 张 方块 的 花色 数 ? 当然 
前 者 更 容易 计算 .如 果 没有 方块 ,那么 只 有 52 - 13 == 39 张 牌 可 供 选择 , 因此 不 包 
含 方块 的 一 手 牌 共有 (3) 种 可 能 .这 意味 着 可 以 定义 4 个 “基础 ” 集 C, D, 有 ,5， 
它们 分 别 为 不 包含 梅花 、 方 块 、 红 心 、 黑 桃 的 一 手 牌 的 集合 ， 我 们 不 仅 有 


39 
cl=mI= 四 = 由 =(3)， 


而 且 它 们 的 交集 也 很 容易 计算 . 例如 ，D Nn 环 是 既 不 包含 方块 也 不 包含 红心 的 一 
手 牌 的 集合 . 共有 52 一 2 x 13 = 26 张 牌 可 供 选 择 ， 因 此 


2 
was 


通过 类 似 的 推导 不 难得 到 |DNHNS|= (3). 注意 CNDNHNS = 儿 ， 因 为 四 
种 花色 都 不 包含 是 不 可 能 的 ! 
这 些 集合 不 仅 计算 方便 ， 也 很 有 用 , 因为 CuDU 互 u 5 由 所 有 至 少 缺 一 个 花 
色 的 一 手 牌 组 成 .这 恰好 是 我 们 要 求 的 事物 的 补 集 ! 
因此 , 使 用 容 斥 原理 来 计算 ICUDUHUS|, 然后 从 (号 ) 中 减 去 此 结果 . 我 们 有 
ICUDUHUS|=51— 652+ S53— S54, 








其 中 
S1=|C|+IDI+|IHI+I|S), 
Ss=|CNDI+ICNHI+ICNSI+IDNHI+IDNSI+|IHNS), 
Sss=|ICNDNHI+ICNDNSI+ICNHNSI+IDNHNMS), 
Ss=|ICNDNHNMSI. 
换 句 话说 ， 
oy a 
1/\5 2/\5 3/\5 4 
我 们 常 将 容 斥 原理 与 计算 补 集 的 方法 结合 使 用 ， 因 此 如 下 的 补 集 容 斥 原理 交 
错 公 式 ( 及 验证 ) 很 值得 注意 . 
题 6.3.6 补 集 容 斥 原理 . 给 定 N 个 元 素 ， 和 大 个 集合 41, A2,… ,Ax， 验 证 
这 N 个 元 素 中 ， 不 属于 这 些 4; 的 元 素 的 个 数 等 于 
N51 二 S52 一 Ss 十 … 土 Sh， 
其 中 5; 是 从 这 些 A; 中 任意 取出 i 个 集合 组 成 的 所 有 可 能 的 交集 的 基数 的 和 ， 如 
果 8 是 偶数 ， 则 最 后 一 项 为 正 ， 如 果 大 是 奇数 则 为 负 . 
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下 面 的 例题 将 “ 补 集 容 斥 原理 ”与 其 他 思想 相 结 合 , 包括 非常 有 用 的 编码 工具 
创造 符号 . 借 此 , 我 们 暂时 将 数 个 符号 “冻结 ”在 一 起 , 来 定义 一 个 单独 的 新 符号 . 

例 6.3.7 4 对 年 轻 夫妇 坐 成 一 排 。 有 多 少 种 安排 位 置 的 方法 ， 使 得 所 有 人 都 
与 他 或 她 的 “ 另 一 半 ” 不 相 邻 ? 

解答 显然 ,共有 8! 种 不 同 的 可 能 的 坐 法 . 不 失 一 般 性 ， 将 这 些 男 人 和 女人 
用 ,bo,bs,b4 和 g1,g2,93,94 表示 ,假设 b; 和 g; (i = 1,2,3,4) 是 夫妻 . 令 4; 
为 使 得 b; 和 9 相 邻 的 所 有 可 能 的 座位 安排 方法 的 集合 . 为 了 计算 |4;|, 分 两 种 情 
形 讨论 ， 即 5; 坐 在 g; 的 左边 或 右边 ， 对 于 每 种 情形 ， 都 有 7! 种 可 能 性 ， 因 为 它 
是 对 7 个 符号 的 排列 : 单个 符号 bg; (或 gb; ) 加 上 另外 6 个人， 因此 对 于 所 有 ; 
都 有 |4;| = 2 x 7!， 接 着 来 计算 |4; A;|. 现在 固定 夫妇 i 和 夫妇 7， 并 让 其 余 
4 人 自由 排列 .这 与 排列 6 个 符号 是 相同 的 ， 因 此 得 到 6!. 然而 ,共有 22 = 4 种 
这 样 的 情况 ， 因 为 夫妇 i 能 被 安排 为 “男女 ”或 者 “ 女 男 ”， 并 且 夫 妇 7 也 可 以 这 
样 安排 。 因 此 |4;n 4;| = 4x 6!， 依 据 相 同 的 原因 ，|4n AjyNn Ax|=23x5!l, 且 
|41n 42 4s 4s| = 24 x 4!. 最 终 ， 由 容 斥 原理 得 到 


4 U AsU AsU 44| = (有 六 :7 二 (3) x 6! 十 6 x 5! 一 (2 xa 


其 中 之 所 以 使 用 二 项 式 系数 ， 是 因为 共有 (3) 种 方法 做 两 个 集合 的 交集 ,等 等 . 不 
管 怎 样 ， 在 从 8! 中 减 去 它 后 ， 便 得 到 没有 男人 与 他 的 妻子 相 邻 的 排列 数 13 824. 


容 斥 原理 与 指示 范 数 


有 关 容 斥 原理 的 讨论 并 没有 完成 . 至 此 ， 你 应 该 已 经 对 容 斥 原理 有 了 初步 的 
理解 ， 并 且 可 能 也 理解 了 上 面 给 出 的 证 明 ， 但 可 能 会 对 容 斥 原理 给 出 的 古怪 等 式 
和 (1 一 1)" = 0 的 事实 感到 困惑 ， 接 下 来 我 们 将 证 明 题 6.3.6 中 的 补 集 容 斥 原 理 公 
式 ， 其 中 使 用 了 指示 函数 的 “二 进 制 ”语言 . 

集合 4 的 指示 函数 记 为 14， 定义 域 为 U (其 中 U 为 包含 4 的 “全 集 ”), 值 
域 为 {0,1}. 对 于 每 个 x < 已 ， 指 示 函 数 " 定 义 为 


0 如 果 z 有 4， 
1a(z) 一 
1 如 果 ze 4. 
例如 ,如果 U=N 征 A4=1{1,2,3,4,5}, 则 14(3)=1 且 14(17)=0. 
容易 验证 ， 对 于 任意 两 个 集合 4, B， 下 列 论述 是 正确 的 : 











@ 指示 函数 有 时 也 称 为 特征 函数 ， 记 为 x (x). 
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换 句 话说 ,两 个 指示 函数 的 乘积 是 两 个 集合 交集 的 指示 函数 ， 补 集 的 指示 函数 是 1 
减 去 原 集合 的 指示 函数 所 得 的 函数 . 
类 似 地 ， 对 于 任何 集合 4 
>》 14(z) = |4l. (6.3.5) 


vwEU 
这 只 是 以 下 事实 的 一 种 简洁 说 法 : 如 果 考 虑 UV 中 每 个 元 素 z+， 只 要 z < 4 时 就 写 
下 一 个 “1”， 那 么 这 些 “1” 的 和 当然 就 是 4 中 元 素 的 个 数 . 
下 面 利用 这 些 简 前 单 的 概念 来 给 题 (6.3.6) 中 的 补 集 容 斥 原理 一 个 新 的 证 明 ， 假 
设 全 集 7 包含 N 个 元 素 , 不 失 一 般 性 ,假设 只 有 四 个 集合 4A1, 4 4A3, 4A4. 定义 
No 为 U 中 不 属于 这 四 个 集合 的 元 素 个 数 ， 也 就 是 说 ，No 计算 了 在 UV 中 而 不 在 
Ai, 4;, A;, As 中 的 元 素 个 数 . 定义 困 数 g(x ) 为 


9g(z) := (1 — 1a,(2))(1 — 14,(7))(1 — 14s(7))(1 — 14,(7)). 


然后 ， 通 过 应 用 等 式 (6.3.3) 和 (6.3.4) 可 以 得 到 g(z) = 1xo0x0(X),〈 请 验 
证 ! ) 因此 等 式 (6.3.5) 蕴含 着 (请 验证 ! ) 


No = > g(z). 


XE€EU 





N=D (= Ta (0 T(t)(L = 1% (2)(L = T1600)> 


reEU 


将 等 式 右 端的 4 个 因 式 乘 开 ， 有 


= 二 >》 1 


ZEU7 


St 1ai(7) + 1a, (x) +14, (x) + 1a,(7)) 


XE€EU 


> ( 14: (2 )142(z ) 十 14: (2 )14。 (Z) 十 14; (7)14, (7) 
rEU 


十 14s(Z)14s(Z) + 1as (x)1Aa(z) + 1as (7T)1 a (7)) 


一 1a(z )14, (7 7X)1As (7 ) EAs (Z)14。 (x)14,(7) 
rEU 


本 可 (Z)14s (z)144 (2) 二 14 (2)14 (z)144 (z)) 
后 yt 14:(Z )142 (2 Z)14s (2 )1a,(7)). 


xzE€EU 


如 果 应 用 等 式 (6.3.3)(6.3.4)(6.3.5)， 可 以 看 到 这 个 复杂 的 和 式 恰好 是 
No=N— DH1+S2— 3+ D4, 
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其 中 使 用 了 第 200 页 的 “ 补 集 容 斥 原理 ” 记 法 . 也 就 是 说 , 我 们 已 经 证 明了 4 个 集 
合 的 容 斥 原理 . 上 述 论 证 当然 可 以 推广 ， 因 为 其 中 只 用 到 了 如 下 的 代数 事实 ， 即 扩 


展 (1 





o)(1— D1 


c)… 等 于 交错 和 1 





(a 二 5 二 +…) 十 (ab 十 ac 二 +…) .…. 国 


我 们 将 在 下 一 章 ( 见 第 225-227 页 ) 中 用 到 这 一 点 . 


问题 与 练习 


题 6.3.8 在 第 197 页 例 6.3.2 中 ， 我 们 假设 
小 孩 是 不 同 的 . 但 是 如 果 只 考虑 不 同 口味 的 冰 
激 凌 的 顺序 ， 那 么 小 孩 就 可 以 看 作 相 同 的 了 . 
例如 ， 一 种 顺序 可 能 是 “3 个 #16 冰激凌 ， 
7 个 #28 冰激凌 ”在 这 种 情形 下 一 共有 多 
少 种 可 能 的 购买 方法 ? 

题 6.3.9 下 面 给 出 的 例 6.3.7 的 “ 解 ” 有 什么 


问题 ? 
第 一 个 人 当然 能 自由 选择 ， 因 此 有 8 种 选择 . 
接 下 来 的 人 不 可 能 是 第 一 个 人 的 配偶 ， 于 是 有 





6 种 选择 .第 三 个 人 又 不 可 能 是 第 二 个 人 的 配 
偶 ， 所 以 有 5 种 选择 .因此 乘积 是 


Sx6x5x4x3x2x1lx1, 


因为 最 后 两 个 位 置 没有 选择 的 自由 . 

题 6.3.10 在 1 与 1000 之 间 ( 含 两 端 ) 存在 
多 少 个 不 能 被 2, 3, 5 整除 的 整数 ? 

题 6.3.11 (USAMO 72) 一 个 随机 数 生 成 器 
能 等 概率 地 生成 整数 1,2,…,9. 求 当 生成 
n 个 数 后 ， 这 n 个 数 的 乘积 是 10 的 倍数 的 
题 6.3.12 wa 十) 十 c+d = 17 在 给 定 条 件 
d 入 12 下 共有 多 少 组 非 负 整数 解 ? 

题 6.3.13 令 a1,a2,:… ,an 为 n 个 不 同 物体 
组 成 的 有 序 序列 .这 个 序列 的 一 个 错位 排列 是 
这 样 一 个 排列 : 它 使 得 没有 物体 停留 在 原先 的 
位 置 . 例如 ,如 果 原 序列 是 1,2, 3,4, 则 2,4,3,1 





不 是 一 个 错位 排列 ， 而 2, 1 4, 3 则 是 . 令 Dn 
代表 n 元 素 序列 的 所 有 错位 排列 的 数量 . 证 明 


1 1 1 
1 人 人 
D», = n! @ Ti 十 (一 1) > 





nl 





题 6.3.14 使 用 组 合 论证 (不 用 公式 ! ) 证 明 


nl 一 > © WB pe 


= 





其 中 Di 的 定义 与 前 一 题 相 同 . 

题 6.3.15 10 个 人 围 着 一 张 圆桌 而 坐 ， 要 使 
每 个 人 右边 的 邻居 和 原来 的 不 相同 ,请 问 有 多 
少 种 不 同 的 交换 位 置 的 方法 ? 

题 6.3.16 假设 你 准备 给 n 个 小 孩 分 蛋 卷 冰 
激 凌 ， 每 人 一 个 ， 冰 激 凌 共有 种 不 同 的 口 
味 . 假设 口味 不 能 混和 , 证 明 所 有 种 口味 的 
冰激凌 都 能 分 发 给 小 孩 的 方法 数 为 


. k k n 

k (wa (Se-» 
k 疗 k k n 
(Se (1) Ch 


题 6.3.17 (IMO 89) 设 r 是 {1,2,…,2n} 
的 一 个 排列 . 当 至 少 有 一 个 ie {1,2,.…,2n 一 
1} 使 得 





|r() —7(i+1)|=n, 
则 称 r 具有 性 质 P. 证 明 : 对 于 所 有 给 定 的 n 
来 说 ,满足 性 质 PP 的 排列 比 不 满足 性 质 PP 的 
排列 更 多 . 
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6.4 递 推 

分 析 许 多 与 自然 数 有 关 的 问题 时 ， 需 要 寻找 对 所 有 自然 数 n 均 成 立 的 公式 或 
者 算法 . 如果 运气 好 ， 只 需 少许 的 试验 就 能 猜想 出 一 般 的 公式 ， 然 后 再 尝试 去 证 明 
这 种 猜想 .但 有 时 间 题 非常 复杂 ， 以 至 于 在 一 开始 很 难 从 “全 局 ”理解 ， 而 一 般 性 
的 公式 可 能 根本 就 无 法 找到 ， 在 这 种 情况 下 ,我 们 仍然 可 以 关注 “局 部 ”的 情况 来 
获知 解 题 点 ， 即 先 观察 从 n = 1 到 n = 2 的 变化 过 程 ， 然 后 以 此 类 推 ， 观 察 从 n 
到 n 十 1 的 变化 过 程 ， 下面 是 一 个 非常 简单 的 例子 . 
平 铺 与 斐 波 那 契 递 推 

例 6.4.1 定义 一 块 多 米 诺 骨 牌 为 1 x 2 算 形 ， 有 多 少 种 将 骨牌 平 铺 在 一 起 得 
到 mx 2 矩形 的 方法 ? 

解答 令 t 代表 n x 2 矩形 的 平 铺 数 ， 显 然 二 = 1， 易 知 t = 2， 因 为 仅 有 
的 可 能 是 两 个 水 平 的 骨 有 牌 或 两 个 竖 直 的 骨牌 . 现在 考虑 t7, 将 7 x 2 矩形 的 所 有 平 
铺 方法 归 为 两 类 : 

。 类 V 包含 最 右 端 有 一 块 竖 直 骨牌 的 所 有 平 铺 方法 . 








一 > 





6 
。 类 互 包含 所 有 其 他 平 铺 方法 . 如果 最 右 端 不 是 一 块 竖 直 的 骨牌 ， 那 就 必 
须 是 两 块 水 平 的 骨牌 . 























这 的 确 是 一 个 分 划 , 因为 每 种 平 铺 方 法 都 会 是 这 两 类 之 一 , 并 且 这 两 类 没有 公共 元 
素 . 类 站 包含 t6 个 元 素 : 取 6 x 2 矩形 的 任 一 平 铺 ， 在 右 端 附 加 一 块 竖 直 骨 牌 ， 
就 得 到 了 类 V 中 的 7 x 2 矩形 平 铺 ， 同 理 ， 在 类 万 中 共有 ts 种 平 铺 ， 换 句 话说 ， 
我 们 证 明了 娘 = te 十 妇 ， 以 上 论证 当然 可 以 推广 ， 因 此 有 递 推 公式 
tn+1 = Nn = 2,3,.…- 。 (6.4.1) 
我 们 是 否 已 经 解决 了 这 个 问题 呢 9 既 可 以 说 已 经 解决 了 ， 也 可 以 说 没有 解决 . 
式 (6.4.1) 加 上 初始 值 万 = 1, ts。 = 2， 就 对 于 任意 正 整数 n 完全 确定 了 如 并且 
我 们 有 一 个 计算 这 些 值 的 简单 算法 : 只 要 从 头 开始 并 应 用 递 推 公式 ! 开始 的 几 个 值 
如 下 表 所 示 : 





0 |1|213|14151617 1 8 19 110|11 | 12 
如 |1121315181139121 134155 | 89 | 144 | 233 


这 些 值 恰好 是 斐 波 那 契 数列 ( 见 第 9 页 题 1.3.17 ) 的 前 几 项 .回忆 斐 波 那 契 数 记 
定义 为 方 =0 户 =1 且 访 = 广 2 + 广 (na > 1， 斐 波 那 契 递 推 公式 与 (6.4.1) 
相同 ， 只 是 初始 值 不 同 ， 但 是 ， 因 为 及 二 1 = 且 户 二 2 二 如 ， 所 以 对 于 所 及 
有 也 = 记 4。 因 此 问题 被 “解决 ”了 ， 因 为 我 们 认 出 平 铺 数 正好 是 斐 波 那 契 数 . 国 

当然 你 可 能 会 质疑 这 个 问题 并 未 完全 解决 ， 因 为 我 们 没有 得 到 t, 或 f 的 简 
单 公式 ， 事 实 上 ， 题 1.3.17 确实 给 出 了 以 下 经 典 公式 : 对 所 有 吨 > 0 有 


1 1f+vN /1i-v5Y 
0 


下 面 来 验证 这 个 公式 ， 先 暂且 搁置 一 个 更 为 重要 的 问题 ， 即 它 从 哪儿 来 的 . 也 
就 是 说 ,下面 先 说 明 它 怎么 样 ， 而 暂时 忽略 它 为 什么 是 这 样 . 我们 所 要 做 的 只 是 证 
明 (6.4.2) 同时 满足 斐 波 那 契 递 推 公 式 和 两 个 初始 条 件 fo = 0, 有 = 1. 后 两 项 是 
容易 验证 的 ， 而 验证 它 满足 递 推 公式 是 一 个 有 趣 的 代数 练习 : 令 
1+V5 1— V5 
Q :二 5 ) 一 5 网 
























































Be 
注意 到 
a+B=1, ab=—l, 

因此 a 和 6 都 是 如 下 二 次 方程 的 根 ( 见 第 160 页 ) 

2Z2 一 2 一 1=0. 
也 就 是 说 ，a 和 6 都 满足 

22 一 2 十 |. 
这 意味 着 如 果 定 义 序 列 g,, := om?， 它 将 满足 斐 波 那 契 递 推 ! 对 于 所 有 n > 0， 有 
gn+1 = CQ 十 1 e Qlo? es Qa" 1(a+ 1) ao 十 az- = g, Er 

类 似 地 ， 如 果 定 义 hh := 6"， 这 个 序列 也 满足 递 推 条 件 . 事实 上 , 如 果 4 和 BB 是 
任意 常数 ， 那 么 序列 

un := Aa” + BP” 
将 会 满足 递 推 条 件 ， 因 为 

unt1 = Ao"t + Bb"t = A(o” + a )+ BP" + ) = Unt Un. 


因此 ， 特 别 是 ， 如 果 定 义 





206 第 6 章 组 合 数学 


那么 我 们 有 fi41 = 访 十 访 -1、 因为 它 也 满足 初始 条 件 ， 所 以 一 定 会 产生 整个 斐 波 
那 契 数列 . 图 

得 到 产生 斐 波 那 契 数列 的 “简单 ”公式 是 妙 不 可 言 的 ,知道 递 推 公 式 也 是 同样 
美妙 . 然而 ， 有 时 要 得 到 递 推 公式 的 一 个 封闭 解 是 不 可 能 的 或 者 是 非常 难 的 . 本 节 
结尾 的 几 个 问题 讨论 了 求解 递 推 问题 的 一 些 方法 . ?但 现在 ， 让 我 们 只 专注 于 发 现 
一 些 有 趣 的 递 推 公式 . 
卡 塔 兰 递 推 

在 下 面 的 例子 中 ， 将 要 导出 一 个 在 相当 多 场合 出 现 的 复杂 递 推 公式 

例 6.4.2 多 边 形 的 三 角 训 分 思想 已 在 第 45 页 例 2.3.9 中 提出 . 请 计算 凸 m” 边 
形 的 三 角 齐 分 方法 数 . 

部 分 解答 通过 试验 得 出 ts = 1, t4 = 2, ts = 5. 例如 ， 凸 五 边 形 共有 5 种 不 
同 的 三 角 剖 分 : 


CC 


接 下 来 考察 六 边 形 ， 尝试 发 现 它们 和 边 数 较 少 的 多 边 形 的 联系 . 固定 一 边 , 考虑 形 
成 三 角形 的 4 种 可 能 的 顶点 组 : 


注意 : 这 四 幅 图 对 三 角 剖 分 进行 了 分 类 .第 一 张 图 产生 了 ts 种 新 的 三 角 剖 分 ( 对 
应 着 虚线 上 方 部 分 的 所 有 三 角 痢 分 )， 第 二 张 图 产生 t4 种 三 角 痢 分 〈 只 能 选择 四 
边 形 的 三 角 章 分 ) ， 继 续 这 个 推理 ， 得 到 














te =ts 二 ts 二 +t4s+ts=14, 





可 以 通过 仔细 画 出 各 种 可 能 的 图 来 验证 这 个 等 式 . 
在 完成 此 题 之 前 , 让 我 们 来 看 一 下 七 边 形 的 情形 . 三 角 齐 分 可 以 分 为 以 下 5 种 


情形 : 




















@ 也 可 参见 4.3 节 ， 其 中 有 另 一 种 求解 和 分 析 递 推 问题 的 一 般 方 法 . 
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CC 


第 一 张 图 产生 了 to 种 三 角 剖 分 ， 第 二 张 产生 ts 种 ， 但 第 三 张 产 生 ts x ts 种 ， 这 
是 因为 我 们 能 为 图 中 虚线 两 侧 的 两 个 四 边 形 任意 地 选择 三 角 痢 分 . 一 般 情形 是 , 每 
张 图 都 把 七 边 形 分 解 为 3 个 多 边 形 ， 其 中 一 个 是 有 固定 边 的 三 角形 ， 另 两 个 既 可 
能 有 选择 也 可 能 没有 选择 。 另 两 个 多 边 形 可 能 包含 一 个 “退化 ”的 两 边 形 ( 例如 ， 
第 一 张 和 最 后 一 张 ) 或 者 三 角形 , 并 且 在 这 两 种 情况 中 都 没有 新 的 选择 . 但 在 其 他 
情况 下 ,我 们 将 能 自由 选择 ,并且 需要 通过 乘法 来 计算 每 张 图 中 的 三 角 剖 分 数 . 如 
果 我 们 将 “退化 ”情形 包含 在 内 ， 并 定义 to 等 于 1， 会 有 如 下 的 更 一 致 的 等 式 


好 = totet tastst tata +t tsts + teto, 











且 一 般 地 


A (6.4.3) 
U 二 Vv 二 ni 十 1 


其 中 右 端 和 式 的 下 标 是 和 为 n 十 1 的 所 有 u,v， 我们 不 需要 更 多 的 限制 ， 只 需要 对 
所 有 ww < 1 方便 地 约定 t= 0. 
既然 我 们 有 一 个 递 推 式 外 加 初始 值 条 件 ， 那 么 已 经 “ 解 出 ”了 这 个 问题 ， 至 少 
在 计算 的 意义 下 已 经 解 出 了 ， 因 为 我 们 想 算出 多 少 妃 的 值 就 能 算出 多 少 . 图 
下 表 给 出 了 这 个 数列 的 前 几 项 : 
mn |2|3|1415|6171819131 | 1 
刀 |1|11|1215|14|42|132 |429 | 1430 | 4862 


序列 1,1,2,5,14,.… 称 为 卡 塔 兰 数列 (按照 惯例 , 下 标 从 0 开始 , 因此 如 果 CG; 表 
示 第 7 个 卡 塔 兰 数 ,那么 t= 0,_s ). 诸如 (6.4.3) 的 递 推 公式 看 起 来 可 能 相当 复 
杂 , 但 它们 确实 是 标准 计数 思想 (分 划 和 简单 编码 原理 ) 的 直接 应 用 . 从 代数 的 角 
度 来 说 ， 这 个 和 式 旨 在 提醒 你 多 项 式 的 乘法 法 则 ( 见 第 157 页 )， 进 而 也 提醒 你 生 
成 函数 ( 见 4.3 节 ) . 

例 6.4.3 利用 生成 函数 寻找 C;, 的 公式 . 

解答 定义 生成 函数 

f(x) = 00+ Or+ Or + 





















































两 边 平方 ， 有 
户 (7z) CoCo+(CiCo 二 CoC1)z | (C2Co | (人 CC | CoCo2)z2 十 . “一 CI 十 Coz 十 Caz2? 十 . 本 
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这 意味 着 
z 广 (z) = f(z) — Co= f(x)—1. 
通过 二 次 方程 求 根 公式 解 f(x) 得 到 








l 土 vl1 一 4 
ja =— 
考察 x 趋 于 0 时 的 情形 ， 易 得 上 式 根 式 前 应 取 减 号 ， 也 就 是 
1— v1l—4 
/四 = — 


现在 剩 下 的 就 是 要 通过 展开 f(zx) 为 寡 级 数 来 寻找 0,, 的 公式 .我 们 需要 推广 
的 二 项 式 定理 〈 见 第 323 页 题 9.4.12 )， 其 表达 式 如 下 : 
a(a 一 1] …(a 一 即 十 了 




















(1 二 +y)”==1+ >， 7 y". 
因此 
V1i—4r=1 AP ee 4x)" 
i 27 (1)(3)(5)……: (2n. — 3)2°7 (no 1)! ,i 
区 i 
四 27 (1)(3)(5)..: (2n = 3)(2)(4)(60) (2n — 2) ni 
ES (o> (no—1)!(n— 1)! 
2 ZN 
yy 
1 一 VI 一 4 mn ub 1 /2(n+1)—2 
因为 fa) = :一 名 一 下 ， 所 以 sr 的 系数 为 二 (2 了) ， 因 此 





本 二 人 国 
n+1l\n 
关于 这 个 公式 的 一 个 非常 有 趣 的 纯 组 合 推导 ， 见 文献 [11] 的 第 345-346 页 . 
问题 与 练习 


在 下 面 的 问题 中 ， 应 该 注意 斐 波 那 契 数列 与 卡 塔 兰 递 推 在 其 他 问题 中 的 普遍 
存在 性 . 








题 6.4.4 考虑 一 种 语言 ， 它 的 字母 表 中 只 有 
一 个 字母 ,但 允许 有 任意 长 度 的 单词 .消息 以 
单词 开头 和 结尾 . 并 且 , 当 输 入 一 条 消息 时 , 两 
个 单词 间 按 一 次 空格 键 . 那么 在 这 种 语言 中 ， 
通过 n 次 按键 能 输入 多 少 种 不 同 的 消息 ? 

题 6.4.5 对 于 整数 的 集合 S， 定 义 S 二 1 为 
{z+1:zeE 5S}， 有 多 少 {1,2,…,n} 的 子 
集 5 满足 SU(S+DHD = {1,2,…,n}? 你 能 
推广 它 吗 ? 

题 6.4.6 求 {1,2,…,n} 中 不 包含 两 个 连续 
的 数 的 子 集 的 数量 . 

题 6.4.7 对 于 每 个 mn > 1， 如 果 括 号 能 以 某 
种 方式 配对 , 则 称 由 个 (和 %n 个) 的 序列 是 
“合法 ”的 . 例如 , 如 果 n= 4, 序列 (()()(0) 是 
合法 的 , 但 ()())(( 不 合法 . 令 刀 代表 2n 个 
括号 的 合法 排列 数 ， 求 { 的 一 个 递 推 关系 . 
题 6.4.8 有 多 少 种 使 用 2 x 1 多 米 诺 骨 牌 来 
平 铺 3 x n 矩形 的 方法 ? 

题 6.4.9 ( 普 特 南 1996) 定义 自私 集 为 它 自 
己 的 基数 (元 素数 ) 是 该 集合 的 一 个 元 素 的 集 
合 . 求 〈 并 证 明 ) {1 2,……,m} 的 子 集 是 最 小 
自私 集 的 数量 . 此 处 最 小 自私 集 是 指 它 的 任何 
真子 集 都 不 是 自私 集 的 集合 . 


题 6.4.10 在 如 下 的 帕斯卡 三 角 中 , 考察 每 条 
虚线 上 的 元 素 和 . 








i 











ee 
| 
ee 
1 3 3 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 


提出 一 个 猜想 并 证 明 它 . 
题 6.4.11 记 w(n) 为 分 划一 个 元 集 的 方法 
数 ， 例 如 ，w(3) = 5， 对 应 着 
{a,b, c}; 
{a, c}, {0}; 


{a,0b}, {c}; {a}, {b,c}; 
{a}, {6}, {c}- 


@ 如 果 你 喜欢 思考 这 个 问题 ,你 会 喜欢 这 本 被 强烈 推荐 的 


Proof 1. 
@ 关于 第 一 类 斯 特 林 数 见 文献 [11] 第 6 章 . 
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求 u(n) 的 一 个 递 推 关 系 . 注意 : 你 可 能 希望 
u(4) = 14, 那 将 是 一 个 卡 塔 兰 递 推 序列 , 但 遗 
憾 的 是 ，w(4) = 15. 

题 6.4.12 一 家 电影 院 所 售 的 票 价 为 每 张 
5 元 . 收银 员 开 始 并 没有 零钱 ， 并 且 顾 客 只 会 
支付 5 或 10 元 (并 得 到 找 回 的 钱 ) 显然 , 如 
果 有 太 多 的 顾客 只 有 10 元 ， 那 收银 员 就 有 麻 
烦 了 . 事实 表明 : 一 共 来 了 2n 个 顾客 , 收银 员 
没有 拒绝 任何 一 个 人 ， 当 他 售票 给 最 后 一 位 顾 
客 后 ， 收 银 机 里 已 经 没有 5 元 的 钱 了 . 令 wi 
表示 这 种 情况 可 能 发 生 的 不 同方 式 的 数量 . 求 
wn 的 一 个 递 推 公式 . 

题 6.4.13 我 们 曾 在 题 6.3.13 中 定义 了 错 
位 排列 的 数量 D，. 证 明 D。= (nn -1 了) 
(Di 十 Dn-2)， 并 利用 此 式 和 数学 归纳 法 证 
明 题 6.3.13 中 给 出 的 公式 . 


题 6.4.14 递 推 不 是 一 切 . 依照 第 204 页 
例 6.4.1， 你 应 该 能 够 轻松 地 证 明 用 2x1 多 
米 诺 骨 有 牌 和 1 x 1 正方 形 平 铺 mn x 1 条 带 的 
方式 数 为 户 +1.， 这 人 允许 我 们 绕 过 斐 波 那 契 数 
的 递 推 (或 代数 ) 定义 ， 并 可 以 在 组 合 论证 中 
用 更 “整体 ”的 实体 替换 它们 . 例如 ， 尝 试 通 
过 将 斐 波 那 契 数 转换 为 平 铺 数 来 证 明 第 49 页 
题 2.3.32， 这 远 远 优 于 数学 归纳 法 . ” 











斯 特 林 数 


题 6.4.15-6.4.21 建立 了 二 项 式 定理 的 一 个 奇 
特 的 “对 偶 ” 

题 6.4.15 对 于 满足 风 > 大 的 正 整数 mw 大 , 定 
义 从 }〈 称 为 第 二 类 斯 特 林 数 ” ) 为 : 把 n 元 
集 划 分 为 个 非 空 子 集 的 不 同 分 划 方法 的 数 
量 . 例如 ，{3} = 6， 因 为 集合 {a,5,c,d} 共 
有 6 个 分 为 三 个 部 分 的 分 划 ， 即 : 





{a},{b}, {c,d}; {6},{c}, {a,a}; 
{a},{c},{6,d}; {6},{d}, {a,c}; 


上 Proofs that Really Count: The Art of Combinatorial 
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{a},{d}, {b,c}; {ce},{d}, {a,0b}. 
证 明 对 于 所 有 mn > 0， 有 

(a) {7*}=1. 

(b) {3} = 2 —1. 

(©) {%21} = (2). 
题 6.4.16 寻找 一 种 组 合 论证 来 解释 递 推 公 


式 
nn 二 1 Nn Nn 

全 ys 

题 6.4.17 假设 你 准备 给 n 个 小 孩 分 蛋 卷 冰 

激 凌 ， 每 人 一 个 ， 冰 激 凌 共有 种 不 同 的 口 

味 . 假设 口味 不 能 混合 , 证 明 所 有 种 口味 的 

冰激凌 都 能 分 发 给 小 孩 的 方法 数 为 k!{?}. 

题 6.4.18 前 一 题 会 使 你 想到 题 6.3.16， 如果 

还 没有 做 完 的 话 ， 请 你 现在 完成 它 ( 利用 容 斥 

原理 ) . 

题 6.4.19 结合 前 两 题 , 你 会 得 到 第 二 类 斯 特 

林 数 的 一 个 简洁 的 公式 .虽然 它 不 是 封闭 的 ， 

但 谁 还 会 抱怨 呢 ? 


四 ve 
“= 


题 6.4.20 回头 再 思考 蛋 卷 冰激凌 的 问题 , 现 
在 考虑 不 一 定 要 将 所 有 种 口味 的 冰激凌 都 
分 给 小 孩 的 情形 

(a) 证 明 现在 有 k” 种 不 同 分 发 方法 (这 
是 之 前 曾 遇 到 过 的 一 个 简单 的 编码 问题 ) 

(b) 根据 使 用 口味 的 确切 数量 将 这 jr 种 
不 同 分 发 方法 进行 分 划 . 例如 , 令 4 代表 只 使 
用 1 种 口味 的 分 发 方法 集合 ， 显 然 |41| = 大 
wm: 4 = {7} Pen) 








题 6.4.21 斯 特 林 数 是 二 项 式 定理 的 “对 偶 ” 
对 于 正 整数 >， 定义 


2 :一 00 一 (zz 一 7 十 了 . 
( 因此 xz* 是 7 项 的 乘积 ). 利用 前 一 题 来 证 明 


a En er 


期 望 、 递 推 和 概率 


题 6.4.22 递 推 和 概率 . 许多 有 趣 的 概率 问题 
涉及 期 望 的 概念 ， 即 随机 变量 的 “平均 ” 值 . 
更 正式 地 说 ， 如 果 X 是 一 个 随机 变量 (服从 
已 知 概率 的 随机 输出 值 的 函数 .例如 投掷 一 枚 
硬币 ， 如 果 为 正面 则 等 于 1， 如 果 为 反面 则 
等 于 0)， 则 X 的 期 望 ( 记 为 B[X]) 等 于 
> ,uvP(X = wv), 其 中 wv 遍历 X 的 输出 值 ， 
P(X = 当然 是 X 的 输出 值 为 v 的 概率 . 下 
面 是 一 些 有 趣 的 问题 ， 可 以 让 你 了 解 这 个 重要 
的 话题 . 两 个 主要 的 工具 是 : 期 望 是 可 加 的 , 可 
以 使 用 指示 函数 的 和 来 分 解 复杂 的 随机 变量 . 

(a) 和 . 如 果 X,Y 是 随机 变量 , 那么 我 们 
可 以 用 和 X 十 Y 创建 一 个 新 的 随机 变量 . 请 
证 明 EIX 十 Y] = EIX] 十 B[ 门 即使 变量 XX 
和 Y 是 相关 的 ， 这 个 经 典 公 式 也 成 立 ， 例 如 ， 
投掷 一 枚 硬币 ， 如 果 为 正面 则 X = 1， 否 则 
天 三 0. 每 当天 = 和 0 时 并 三 2 如 果 关 三 工 
则 投掷 另 一 枚 硬币 ， 如 果 为 正面 则 Y = 一 1， 
否则 Y = 1， 另 一 方面 ， 如 果 X 和 Y 是 独 
立 的 ， 那么 EB[XY] = EI[X]E[Y]， 否 则 不 成 
立 . (“独立 ”有 一 个 严谨 的 定义 ,但 是 现在 相 
信 你 的 直觉 就 行 了 . ) 

(b) 指示 函数 .随机 选择 {1,2,.…,n} 的 
一 个 排列 r. 定义 随机 变量 X; 为 : 如 果 x(i) = 
i 则 输出 1， 否则 输出 0. 利用 (1) 证 明 : 不 管 
n 是 多 少 ， 固 定点 的 期 望都 是 1. 

(c) 侈 中 有 nn 个 编号 为 1,2,3,…,n 的 球 . 
随机 挑选 一 个 球 ， 记 下 它 的 编号 ， 然 后 把 它 放 
回去 . 重复 此 过 程 ”次 . 记录 下 来 的 不 同 的 编 
号 的 数量 从 1 (概率 为 mw/ ) 到 n (概率 为 
Dn/n”) .期 望 是 多 少 ? 

(d) 停止 次 数 的 期 望 . 显然 , 为 了 得 到 “3” 
点 ， 你 必须 撕 山 子 的 次 数 的 期 望 是 6， 事 实 
上 ， 如 果 一 个 实验 事件 的 概率 为 p， 那 么 为 了 
看 到 这 个 事件 ， 你 必须 做 实验 的 数量 的 期 望 将 
是 1/p， 这 可 以 使 用 期 望 的 定义 相当 容易 地 计 
算出 来 〈 你 需要 求 和 一 个 无 限 的 序列 ， 但 不 会 
太 难 ). 证 明 你 可 以 轻松 地 使 用 递 推 获得 答案 . 
记 期 望 为 t+， 验证 t=p:1+ (1 一 p)(t 十 1). 























(e) 彩票 . 假设 一 张 彩票 有 1/10 的 概率 获 
得 10 元 奖金 .1/1000 的 概率 获得 500 元 奖金 . 
容易 证 明 这 张 彩 票 “ 价 值 ”的 期 望 是 1.50 元 . 
但 是 ， 如 果 还 有 1/5 的 概率 获得 另外 一 张 彩 
票 ， 期 望 是 多 少 ? 

(f) 给 定 n 个 不 同 整数 的 任意 序列 ， 我 
们 按照 以 下 方式 计算 它 的 “交换 数 ”: 从 左 往 
右 ， 当 遇 到 小 于 序列 中 第 一 个 数 的 数 时 ， 我 们 
将 其 与 第 一 个 数 交 换 . 继续 这 样 做 ， 直 到 到 达 
序列 的 末尾 . 序列 的 交换 数 就 是 交换 的 总 数 
例如 ， 序 列 3,4,2,1 的 交换 数 是 2， 因 为 我 
们 交换 3 和 2 后 得 到 2,4,3,1， 然 后 交换 2 
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和 1 后 得 到 1, 4,3,2. 求 序列 1,2, 3,4,5,6,7 
的 7! = 5040 种 不 同 排列 的 交换 数 的 平均 值 . 

(g) 圆圈 的 数量 . 给 定 n 股 线 ， 随 机 地 把 
两 端 连接 起 来 ， 直 到 你 不 能 再 这 样 做 为 止 ， 最 
终 你 将 得 到 一 些 圆圈 ， 圆 圈 的 数量 从 1〈 非 常 
长 的 圆圈 ) 到 ”( 非常 短 的 圆圈 ) .使 用 递 推 
公式 计算 圆圈 的 数量 的 期 望 . 

(h) 更 多 的 圆圈 .假设 ”个 人 把 自己 的 名 
字 放 在 一 顶 帽子 里 , 并且 从 帽子 里 随机 挑选 名 
字 . 然后 ， 人 们 与 拿 到 他 们 名 字 的 人 握手 ， 形 
成 圆圈 .圆圈 的 数量 的 期 望 是 多 少 ? 不 要 计算 
一 个 人 与 自己 握手 形成 的 “固定 点 ”. 























第 7 章 数论 





数论 ， 即 对 于 整数 Z 的 研究 ， 是 最 古老 的 数学 分 支 之 一 ， 也 是 个 包含 着 丰富 
又 有 趣 的 问题 的 领域 . 在 本 章 中 , 我 们 将 会 简明 扼要 地 探讨 基础 数论 中 几 个 最 主要 
的 内 容 ， 将 特别 关注 对 问题 求解 者 而 言 很 重要 的 思想 ， 这 章 内 容 既 包含 一 些 命题 ， 
也 包含 一 些 问题 ， 在 阅读 的 同时 ， 你 应 该 尝试 求解 或 证 明 它 们 .还 要 指出 : 这 竟 是 
独立 成 章 的 , 且 在 叙述 过 程 中 假设 你 没有 研究 过 这 方面 的 内 容 . 但 如 果 确 实 没有 学 
习 过 ,你 可 能 需要 查阅 一 些 基 础 的 材料 ,例如 文献 [35] ， 以 便 更 加 深入 或 更 加 从 容 
地 学 习 . 

在 以 前 的 章节 中 , 我 们 已 经 讨论 了 一 些 关 于 数论 的 话题 . 如 果 你 已 经 阅读 了 这 
些 内 容 , 它们 将 是 进一步 学 习 的 稳固 的 基石 . 如 果 你 还 没有 阅读 这 些 内 容 , 在 下 面 
的 内 容 中 ， 我 们 会 在 适当 的 时 候 提醒 你 ， 请 阅读 (或 再 次 阅读 ) 它们 . 

约定 Z 表示 整数 集 (包括 正 负 整 数 和 0 )，N 表示 自然 数 集 ( 正 整数 ) ， 在 本 
章 中 ， 我 们 会 延续 使 用 任意 罗马 字母 ”(a 到 > ) 代表 整数 及 字母 p 和 4 代表 素数 
的 约定 . 


7.1 素数 与 整除 性 

若 a/b 是 整数 ， 则 称 b 整除 a, 或 者 称 5 是 a 的 一 个 因数 或 除数 ， 这 也 可 以 
用 记号 bla 来 表示 , 读 作 “b 整除 a”. 这 与 “存在 一 个 整数 m 使 得 a = bm” 等 价 . 
算术 基本 定理 


毋庸 置疑 ， 你 熟悉 素数 集合 .如 果 一 个 数 妈 没有 除了 1 与 n 以 外 的 因数 ,我 
们 称 之 为 素数 ， 否 则 称 之 为 合 数 ， 根 据 约 定 ，1 既 不 是 素数 也 不 是 合 数 . 因此 素数 


集 包 含 : 





2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,..….. 
这 个 数列 是 否 有 限 是 不 明显 的 .事实 上 
素数 有 无 限 多 个 . 
这 个 问题 在 第 48 页 题 2.3.21 中 首次 出 现 , 但 当时 如 果 没 有 解决 它 ， 这 里 则 提 
供 一 种 完整 的 证 明 , 该 证 明 是 通过 在 古 希腊 时 期 便 众 所 周知 , 并 由 欧 几 里 得 记录 下 
来 的 经 典 反 证 法 来 实现 的 .这 个 证 明 是 数学 中 的 一 颗 丙 璨 的 宝石 ， 请 掌握 它 . 
@ 罗马 字母 ， 也 作 拉 丁字 母 ， 为 西欧 语言 (包括 英语 ) 所 采用 的 字母 系统 ， 是 世界 上 最 通用 的 字母 . 一 一 译 者 注 
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假设 只 有 有 限 个 素数 ， 从 小 到 大 依次 为 pi, pz,p3,… ,pn 现在 (精妙 而 关键 
的 一 步 ! ) 考虑 数 Q := pip2p3…pN 十 1 它 要 么 是 素数 ， 要 么 是 合 数 . 如 果 是 
第 一 种 情形 ， 则 与 pw 是 最 大 的 素数 的 假设 矛盾 ， 因 为 8 明显 比 pw 大 . 但 如 果 
是 第 二 种 情形 ， 则 也 会 产生 矛盾 . 因为 如 果 Q 是 合 数 ， 它 一 定 至 少 有 一 个 素 因 子 ， 
我 们 称 它 为 p， 容 易 观察 到 : p 不 可 能 等 于 p1,p2,… ,pn ， 因 为 如 果 将 Q 除 以 任 
何 p;， 余数 会 是 1. 因此 , p 是 不 在 pi1,p2,… ,pn 中 的 一 个 新 的 素数 ,这 与 假设 的 
pi,p2，"… ,PN 是 所 有 素数 和 矛盾. 国 

题 7.1.1 上 面 的 证 明 中 有 一 个 小 的 跳跃 .我 们 做 了 一 个 不 严谨 的 陈述 ， 即 Q 
至 少 有 一 个 素 因 子 . 为 什么 这 是 对 的 呢 ? 更 一 般 地 ， 证 明 每 个 比 1 大 的 自然 数 能 
被 完全 的 因数 分 解 为 素数 的 乘积 . 例如 ，360 = 23325. 建议 : 如 果 想 要 得 到 正式 的 
证 明 ， 请 使 用 强 归纳 法 . 

事实 上 , 在 顺序 书写 素数 的 意义 下 ， 这 个 分 解 是 唯一 的 . 我 们 把 这 个 唯一 分 解 
性 质 称 为 算术 基本 定理 (fundamental theorem of arithmetic，FTA? )， 同 时 把 将 
因数 分 解 为 素数 的 过 程 称 为 素数 震 分 解 (prime-power factorization，PPF ) 有 时 
我 们 采取 一 种 不 太 简洁 但 必要 的 记 法 ， 将 一 个 数 n 写 为 “一 般 的 ”素数 寡 分 解 : 


t 


n= pip2 pe". 

你 可 能 在 想 :“ 算 术 基 本 定理 有 什么 好 证 明 的 ? 它 是 显而易见 的 . ”在 那 种 情况 
下 ， 你 可 能 也 在 考虑 如 下 的 “显然 ”: 

令 Zi, 1 为 满足 5z = 3y 的 整数 ， 那 么 3|x 且 5|y. 

但 如 何 严格 地 证 明 它 呢 ? 你 推导 得 到 5z 是 3 的 倍数 ， 并 且 因为 3 和 5 是 不 
同 的 素数 ，z 必须 在 它 的 素数 寡 分 解 中 包含 3， 这 个 推理 过 程 基于 算术 基本 定理 . 
因为 ， 如 果 分 解 不 唯一 ， 那 一 个 数 很 可 能 在 一 种 分 解 方法 中 有 素 因 子 5 而 没有 3， 
并 在 另 一 种 分 解 方法 中 有 素 因 子 3 而 没有 5. 

例 7.1.2 还 不 相信 ? 考虑 集合 已 := {0, 土 2, 土 4,…}， 它 只 包含 偶数 . 

。 注意 2, 6, 10, 30 都 是 EB 中 的 “素数 ”"， 因 为 它们 不 能 在 中 分 解 . 


。 也 请 注意 











60=2x30=6x 10. 
换 句 话说, 60 有 两 个 完全 不 同 的 忆 - 素 分 解 . 在 这 种 情形 下 , 如 果 x,y E 古 
满足 2z = 10y， 尽管 2 和 10 都 是 肪 素数 ， 我 们 也 不 能 推 类 10lz,2|y， 毕 
竞 ,z 可 能 等 于 30， 且 vy 可 能 等 于 6. 在 这 种 情况 下 ，z 不 是 互 中 10 的 
倍数 ， 因 为 30 是 一 个 -素数 .类 似 地 ，y 也 不 是 2 的 倍数 . 
这 个 例子 相当 特殊 , 但 通过 它 应 该 能 看 到 , 算术 基本 定理 并 非 显 然 且 有 实 实在 
在 的 内 容 ， 特 定 的 数 系 有 唯一 分 解 ， 而 其 他 的 并 没有 ， 由 集合 Z 的 重要 的 性 质 得 


@ FTA 也 是 代数 基本 定理 (fundamental theorem of algebra ) 的 缩写 . 
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算术 基本 定理 成 立 . 我 们 将 会 发 现 这些 性 质 , 并 且 在 本 节 中 构造 算术 基本 定理 的 一 
个 证 明 ， 同 时 引入 一 些 在 后 面 都 有 用 的 解 题 工具 . 
最 大 公 因 数 、 最 小 公信 数 和 带 余 除法 

给 定 两 个 自然 数 a,5?， 它 们 的 最 大 公 因 数 定义 为 同时 整除 a 和 的 最 大 整数 ， 
记 作 (a,0) 或 gcd(a,5). 例如 ，(66, 150) = 6, (100, 250) = 50, (4096, 999) = 1. 如 
果 两 个 数 的 最 大 公 因 数 为 1, 就 说 这 两 个 数 互 素 . 例如 , 如 果 p 和 9 是 不 同 的 素数 ， 
则 (p,q) = 1， 我 们 经 常 使 用 记号 a 上 5 来 表示 (a,05) = 1， 类 似 地 ， 将 a,b 的 最 小 
公信 数 定 义 为 既是 a 的 倍数 也 是 5 的 倍数 的 最 小 正 整数 , 记 作 [a,0] 或 lem(a,5).” 

题 7.1.3 下 面 是 一 些 关 于 最 大 公 因 数 和 最 小 公 倍 数 重 要 的 事实 ， 请 思考 并 验 
证 . 【对 于 (a)(b)(c)， 可 以 假设 算术 基本 定理 是 正确 的 . ] 

(a) a 上 5 等 价 于 “a 和 在 它们 的 素数 血 分 解 中 没有 共同 的 素 因子 ”. 

(b) 如 果 a = pp2 22 且 5= pliph? …pl* (其 中 一 些 指 数 可 能 为 0)， 则 

人 





max(e1,f1), max(e2,f2) max(er,f:) 


[a,0] = pl po “Pr . 
例如 , 360 = 23x3?x5 和 1597050 = 2x33x52x7x13? 的 最 大 公 因 数 为 21 x3?x 
51 x 7° x 13° = 90. 
(c) 对 于 所 有 正 整 数 a,b 有 (a,b)[a,b] = ab. 
(d) 如 果 gla 且 gb, 那么 glaz +by， 其 中 x 和 为 任意 整数 . 称 形 如 ax 十 by 
的 量 为 a 和 的 线性 组 合 . 
(e) 相 邻 的 两 个 整数 永远 是 互 素 的 . 
(f) 如 果 存 在 整数 z,y 使 得 az 十 by 二 1， 那么 a 上 5b. 
题 7.1.4 回忆 带 余 除法 .你 曾 在 第 78 页 题 3.2.15 中 遇 到 过 如 下 间 题 . 
设 a 和 b 是 正 整 数 , b > Q， 那 么 存在 整数 qir 满足 gq 之 1 上 且 
0 入 7 <a, 使 得 : 
b= gatr. 
(a) 如 果 还 没 证 出 这 个 结论 ， 现 在 请 证 明 它 (使 用 极端 原理 ). 
(b) 举例 说 明 带 余 除 法 在 第 213 页 例 7.1.2 中 定义 的 数 系 马 中 并 不 成 立 , 并 说 
明 不 成 立 的 理由 . 万 缺少 了 拥有 的 什么 ? 
题 7.1.5 题 3.2.15(d) 加 上 题 7.1.3(d)， 带 余 除 法 的 一 个 重要 的 结论 是 
a 与 5 的 最 大 公 因 数 是 a 与 5 的 最 小 的 正 的 线性 组 合 . 
例如 (8,10) = 2， 并且 很 明确 地 ， 如 果 z, y 取 遍 所 有 整数 ( 正 的 、 负 的 和 零 ) ， 
8z 十 10y 的 最 小 正 值 为 2 (例如 当 x = -ly = 1 时 ). 另 一 个 例子 : 7 上 11 


@ 也 能 定义 两 个 以 上 整数 的 最 大 公 因 数 和 最 小 公 倍数 . 例如 (70, 100, 225) = 5, [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] = 2520. 
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意味 着 存在 整数 z, y 使 得 7z + 11y = 1， 通过 试 错 法 很 容易 找到 x 与 y 的 值 ， 
ZY 二 一 3, Y = 二 2 就 是 这 样 的 一 对 . 

现在 ， 让 我 们 来 证 明 题 7.1.5. 它 虽然 枯燥 ， 却 是 结合 运用 极端 原理 和 反 证 法 
的 典范 ， 定义 久 为 a 与 2 的 最 小 的 正 的 线性 组 合 ， 并 令 g := (a,5)， 由 题 7.1.3(d) 
可 知 : 9 整除 a 与 5 的 任何 线性 组 合 ， 因 此 9 当然 整除 v， 这 意味 着 g < wu. 事 








因为 v 大 于 等 于 9， 并且 9 是 a 与 的 最 大 公 因 数 ， 便 有 9 必须 等 于 . 
相反 ， 设 v 不 是 a 与 的 公 因数 ,不 失 一 般 性 ， 假 设 v 不 整除 a.。 那么 根据 
带 余 除 法 ， 存 在 商 有 > 1 和 正 余数 > < wu 使 得 


a 一 KU 十 了. 


但 是 , > = a 一 ku 是 正 数 ， 且 小 于 vv， 这 是 一 个 矛盾 .因为 ” 也 是 a 与 的 一 个 
线性 组 合 ， 而 w 定义 为 最 小 的 正 的 线性 组 合 ! 因此 , v 整除 a， 类 似 地 ，% 整除 5. 
所 以 ww 是 a 与 5 的 一 个 公 因 数 ， 故 w= 9. 国 

最 大 公 因 数 的 线性 组 合 特征 确实 相当 引 人 和 人 注目. 因为 开始 时 , 你 可 能 会 认为 计 
算 两 个 数 的 最 大 公 因 数 需 要 素数 盐分 解 . 但 事实 上 , 计算 最 大 公 因 数 并 不 依靠 素数 
寡 分 解 . 我 们 不 需要 题 7.1.3(b), 但 可 以 使 用 题 7.1.5. 也 就 是 说 ,在 计算 最 大 公 因 
数 时 ， 不 需要 假设 算术 基本 定理 成 立 . 

题 7.1.6 例 7.1.5 的 另 一 个 结论 : 

如 果 p 是 素数 且 plab， 那 么 pla 或 plb. 

我 们 将 不 使 用 算术 基本 定理 而 用 反 证 法 来 证 明 它 .假设 p 既 不 整除 a 也 不 
整除 5p， 如 果 p 不 整除 ag， 那 么 p 上 a， 因 为 p 是 素数 . 则 存在 整数 x, y 使 得 
pz 十 ay 二 1. 现在 需要 使 用 plab 的 条 件 . 将 上 一 个 等 式 两 边 同 乘 以 5 便 会 产生 ab: 


DZD 十 aby = 0b. 


但 是 ,现在 已 将 b 写成 两 个 量 的 和 ， 每 个 量 都 是 p 的 倍数 . 因此, b 是 p 的 倍数 . 
矛盾 . 图 

终于 , 我 们 能 证 明 算术 基本 定理 了 . 关键 思想 是 题 7.1.6. 让 我 们 通过 具体 的 例 
子 来 避免 记号 的 复杂 性 . 令 n= 23 x 76. 如 何 证 明 这 个 分 解 是 唯一 的 呢 ? 首先 , 能 
证 明 nn 不 包含 其 他 素 因 子 . 如 果 不 是 这 样 ， 比 如 17ln”. 那么 反复 应 用 题 7.1.6 会 得 
出 17|2 或 17|7 的 结论 , 这 是 不 可 能 的 , 因为 两 个 不 同 的 素数 不 能 互相 整除 . 另 一 种 
可 能 性 是 : ”只 有 因数 2 和 7, 但 存在 一 个 指数 不 同 的 因数 分 解 . 例如 , n = 23 x 73 
可 能 也 是 正确 的 .在 这 种 情形 下 会 有 


DT 


然后 ， 将 等 式 两 边 的 每 个 素 因 子 除 以 它 所 能 除 的 最 大 的 指数 ， 得 到 
73 = 25. 


这 简化 成 了 第 一 种 情形 : 不 能 有 两 个 拥有 不 同 素数 因数 分 解 . 可 以 用 更 多 的 例子 来 
检验 , 说 明 上 面 的 论证 能 够 完全 推广 我们 的 论证 可 以 到 此 为 止 : 算术 基本 定理 是 
正确 的 . 国 
整数 的 这 个 重要 性 质 是 带 余 除法 的 一 个 推论 ， 而 后 者 又 是 良 序 原理 和 1 是 避 
数 这 个 事实 的 推论 . 这 便 完 成 了 所 需 的 证 明 ! 
下 面 是 算术 基本 定理 推理 的 一 个 简单 应 用 一 一 第 165 页 题 5.4.13 的 一 个 解 . 
例 7.1.7 回忆 一 下 ， 如 果 整 系数 多 项 式 的 最 高 项 系数 为 1， 则 称 该 多 项 式 为 
首 一 的 . 证 明 : 如 果 整 系数 首 一 多 项 式 有 一 个 有 理 根 ， 那 么 这 个 根 一 定 是 整数 . 











解答 设 这 个 多 项 式 为 f(x) := z2 十 an lz 十 :十 az 十 a0. 令 w/v 是 这 
个 多 项 式 的 一 个 根 . 关键 的 一 步 : 不 失 一 般 性 ， 假 设 uw 1 v， 那 么 有 
un | a a au i 
人 7 UE VU 


接着 ， 我 们 自然 要 去 分 母 ， 两 边 同 时 乘 以 v*， 得 到 
2 十 an 十 十 al 十 ao 一 0， 
即 
u” 一 一 (an 二 0 让 aov”). 
因为 右边 是 v 的 倍数 , 且 w 与 vw? 没有 公 因 数 , 一 定 有 w= 土 1, 即 w/v 是 整数 . 国 
既然 我 们 很 好 地 理解 了 最 大 公 因 数 ， 让 我 们 来 解决 第 25 页 例 2.2.2 中 的 一 些 
老 问 题 . 
例 7.1.8 (AIME 1985) 数列 





101, 104, 109, 116,.…. 


的 通 项 公式 为 an = 100 十 n? (n = 1,2,3,…). 对 每 个 n，d; 是 a 和 an+l 的 最 
大 公 因 数 . 对 正 整 数 n， 求 dn 的 最 大 值 . 

解答 回忆 我 们 曾经 考察 过 的 数列 w, := 炎 二 2 ， 其 中 心 固 定 ， 并 且 经 过 一 些 
试验 欣喜 地 发 现 az, au+i 的 表达 式 : av = (4 二 1T) 且 a2w41 = (十 (4 十 了 
这 当然 意味 着 4 十 1 是 az 与 azw41 的 公 因 数 ， 事实 上 ， 因 为 相 邻 的 两 个 整数 互 
素 [ 见 题 7.1.3(e) ]， 我 们 有 





(aau, aau+1) = 4 十 工 . 
接着 只 需 证 明 这 就 是 最 大 可 能 的 最 大 公 因 数 ， 采 用 如 下 缩写 


a:=an=u+n, b:=ani=uU+n+t+1), 9:= (a,d). 
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下 面 寻 找 a 和 的 恰当 的 线性 组 合 ， 从 而 得 到 4w 十 1. 我 们 有 
b—a=2n+t+l1. 
这 很 简洁 ， 但 如 何 去 掉 nn 呢 ? 因为 a = w+ 十， 下面 构 造 ”” 项 ， 有 


n(b—a) = 2n2+n, 


因此 


2a = 2 + 2n2, 


2a—n(b—a)= 2u—n. 


将 两 边 同 乘 以 2 并 加 回 到 5b 一 a 得 到 
2(2a—n(b—a))+(b 





a) =2(2u—n)+(2n+1)= +1. 


也 就 是 说 ,我 们 构造 了 a 和 5 的 一 个 等 于 4 十 1 的 线性 组 合 [ 具体 来 说 ， 这 个 线 


性 组 合 是 (3 十 2n)a 十 (1 





2n)b]， 因此 无 论 ”等 于 什么 ， 都 有 g|(4u 十 1)， 既然 


得 到 此 值 ， 则 我 们 断定 4u + 1 确实 是 最 大 的 连续 项 的 最 大 公 因 数 . 图 
注意 我 们 并 不 需要 极其 敏锐 的 洞察 力 来 猜想 出 这 个 线性 组 合 ， 所 需要 的 全 部 
只 是 一 些 耐心 的 “推导 ”， 从 而 向 消去 n 的 目标 进发 . 


问题 与 练习 





题 7.1.9 写 出 算术 基本 定理 的 一 个 正式 证 明 . 
题 7.1.10 回顾 第 72 页 例 3.2.4: 一 个 涉及 最 
大 公 因 数 、 最 小 公 倍 数 和 极端 原理 的 有 趣 问题 . 
题 7.1.11 证 明 : 对 于 每 个 正 整 数 mn， 分 式 
(到 十 2n)/(n4 十 3m? 十 1) 是 既 约 的 . 
题 7.1.12 轧 转 相 除 法 . 反复 使 用 带 余 除法 能 
方便 地 计算 两 个 数 的 最 大 公 因 数 . 例如， 计 
算 (333, 51): 

333 = 6 x 51 十 27; 

51 = 1 x 27 + 24; 





27=1x24+43; 
24=8x3+0. 


我 们 从 333 除 以 51 开始 . 然后 把 51 除 以 上 
一 步 的 余数 . 在 接 下 来 的 每 步 中 ,我 们 都 用 再 
上 一 步 的 余数 除 以 上 一 步 的 余数 . 一直 这 样 做 
直到 余数 为 0， 并 且 答 案 〈 最 大 公 因 数 ) 是 最 
后 的 非 0 余数 (在 本 例 中 是 3 ) . 


下 面 是 另 一 个 例子 . 为 了 计算 (89, 24), 有 
89 = 3x24+417; 
24=1x17+4+7; 





17=2x7+3; 
7=2x3+1. 


因此 最 大 公 因 数 是 1. 

这 个 方法 称 为 轧 转 相 除 法 .请 解释 为 什么 
它 是 对 的 ! 
题 7.1.13 线性 丢 番 图 方程 .因为 17 上 11， 
所 以 存在 整数 x, y 使 得 17z 十 11y = 1. 例如 ， 
令 zZ=2,y= -3 即 可 . 下 面 是 一 个 简洁 的 生 
成 这 个 方程 整数 解 的 技巧 .只 要 令 

z=2+1lt, 2 三 一 3 一 1 

即 可 ， 其 中 t 是 任何 整数 . 

(a) 验证 无 论 上 是 什么 , z = 2 + 114， 
y 二 一 3 一 17t 是 17zx 十 11y = 1 的 解 . 这 
是 一 个 简单 的 代数 练习 ， 也 是 创造 性 地 添加 零 
的 方法 的 一 个 很 好 的 例子 . 
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(b) 证 明 17z 十 11y = 1 的 所 有 整数 解 
都 有 这 种 形式 ， 即 如 果 x 和 y 是 满足 17z 十 
11y = 1 的 整数 ， 那 么 存在 某 个 整数 +:， 使 得 
2 三 2 十 111 7 三 一 3 一 1 

(c) 通过 试 错 法 容易 得 到 解 x = 2,y = 


题 7.1.16 证 明 : 对 于 每 个 素数 p， 都 存在 整 
数 ”使 得 p 整除 第 ”个 斐 波 那 契 数 . 

题 7.1.17 证 明 : (a,b)[a,09] = ab， 请 不 要 利 
用 素数 寡 分 解 ， 而 是 利用 最 大 公 因 数 与 最 小 公 








一 3, 但 对 于 比较 大 的 数 , 能 逆向 使 用 回转 相 除 
法 . 例如， 利用 题 7.1.12 中 的 例子 来 求 x, y 
使 得 89z 十 24y = 1. 由 将 1 写 为 3 和 7 的 
线性 组 合 开始 ， 再 将 3 写 为 7 与 17 的 线性 组 
合 ， 以 此 类 推 . 

(d) 当然 如 果 x = 2,y = -3 是 177z 十 
11y = 1 的 一 个 解 ， 那么 x = 2u,y = 一 3u 是 
方程 17z 十 11y = wv 的 一 个 解 . 如 上 ， 验 证 所 
有 人 解 都 有 形式 x = 2u 十 11t,y = 一 3u 一 17t. 

(e) 这 个 方法 当然 能 被 推广 到 ax +by = c 
形式 的 线性 方程 , 其 中 a, 5, c 是 常数 . 首先 将 
两 边 同 除 以 a 与 5 的 最 大 公 因 数 , 如 果 这 个 最 
大 公 因 数 不 是 c 的 因数 ， 则 不 存在 解 . 然后 通 
过 试 错 法 或 辊 转 相 除法 得 到 一 组 解 . 

(f) 为 了 考察 生成 丢 番 图 方程 无 限 多 个 

解 的 方法 ， 请 看 一 下 关于 佩 尔 方程 的 问题 
( 题 7.4.17-7.4.22 ) . 
题 7.1.14 考虑 集合 FF := {a 十 bV-6,a,b € 
纪 }， 定义 范 数 函数 N 为 N(a 二 bvV-6) = 
a2 十 6， 这 是 一 个 “自然 ”的 定义 ， 它 正 是 
复数 a 十 biV6 的 模 的 平方 ， 并 且 它 非常 有 用 ， 
因为 其 值 为 整数 . 

(a) 证 明 : 乘 积 的 范 数 等 于 范 数 的 乘积 . 即 ， 
如 果 a,B ee FF， 那么 NW(a8) = N(a)N(B). 

(b) 注意 : 如 果 a e 不 是 整数 ( 即 它 有 
非 零 虚 部 )， 那 么 N(a) > 6. 

(c) 一 个 -素数 是 已 的 这 样 一 个 元 素 : 它 
在 正中 除了 1 与 它 本 身 之 外 没有 其 他 因数 . 证 
明 2 和 5 是 -素数 . 

(d) 证 明 7 和 31 不 是 -素数 . 

(e) 证 明 2 一 V-6 和 2 十 V-6 是 F- 素 
数 . 

(f) 推导 没有 唯一 分 解 性 质 . 

题 7.1.15 证 明 : 相 邻 的 斐 波 那 契 数 互 素 . 








题 7.1.18 (USAMO 1972) 设 a,b,ceENN. 证 明 
[a, 5 ec] 加 (a, bc)2 

[a,bllb,cllc,a] (wb(c(ca) 

题 7.1.19 证 明 : 两 个 相 邻 素数 的 和 不 可 能 等 

于 某 个 素数 的 两 倍 . 

题 7.1.20 是 否 可 能 有 4 个 连续 的 整数 都 为 

合 数 ? 5 个 呢 ? 多 于 5 个 呢 ? 任意 多 个 呢 ? 

题 7.1.21 证 明 : 对 于 所 有 0<k<p 有 (?) 

是 p 的 倍数 . 

题 7.1.22 证 明 : 1000! 以 249 个 0 结尾 . 请 

推广 至 一 般 性 结论 . 

题 7.1.23 令 rEN, 证 明 : 当 0<k<yp” 

时 ，(””) 是 p 的 倍数 . 

题 7.1.24 假设 n> 1, 证 明 


i 和 
2 Nn 





不 是 整数 . 

题 7.1.25 证 明 : 如 果 n 整除 一 个 斐 波 那 契 
数 ， 那 么 它 将 整除 无 限 多 个 斐 波 那 契 数 . 

题 7.1.26 证 明 : 存在 无 限 多 个 4k 十 3 形式 
的 素数 . 即 , 序列 {3,7, 11, 19,…} 是 无 限 的 . 


题 7.1.27 证 明 : 存在 无 限 多 个 6n 一 1 形式 
题 7.1.28 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 1999) 证 
明 : 在 连续 的 12 个 正 整 数 中 至 少 存在 1 个 数 ， 
这 个 数 小 于 它 的 所 有 真 因数 之 和 . 〈 正 整数 m 
的 真 因数 是 除了 1 与 ”以 外 的 所 有 整除 ”的 
正 整 数 . 例如 ，14 的 真 因数 为 2 和 7. ) 

题 7.1.29 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2000) 证 
明 : 任何 大 于 等 于 7 的 整数 都 可 以 写成 两 个 互 
素 的 、 大 于 1 的 整数 之 和 . 例如 , 22 和 15 互 素 ， 
因此 37 = 22 十 15 是 我 们 想 要 的 37 的 分 解 . 








题 7.1.30 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2006) 
为 24==3 十 5 十 7 十 9, 数 24 能 写成 至 少 两 个 
连续 正 奇数 之 和 . 

(a) 数 2005 能 写成 至 少 两 个 连续 的 正 奇 
数 之 和 吗 ? 如 果 能 ， 举 例 说 明 如 何 做 到 ; 如 果 
不 能 ， 给 出 证 明 . 

(b) 数 2006 能 写 为 至 少 两 个 连续 的 正 奇 
数 之 和 吗 ? 如 果 能 ， 举 例 说 明 如 何 做 到 ; 如 果 
不 能 ， 给 出 证 明 . 


题 7.1.31 如 果 一 个 整 系数 多 项 式 的 系数 互 


素 , 那么 这 个 多 项 式 就 称 为 本 原 多 项 式 . 例如 ， 


32z2 十 9z 十 7 是 本 原 多 项 式 , 而 10z2 一 5z 十 15 
就 不 是 . 
(a) 证 明 : 两 个 本 原 多 项 式 之 积 也 是 本 原 
多 项 式 . 提示 : 极端 原理 . 
(b) 利用 (a) 证 明 第 163 页 的 高 斯 引 理 : 
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如 果 一 个 整 系数 多 项 式 能 因 式 分 解 成 有 理 系 
数 多 项 式 ， 那么 它 也 可 以 分 解 成 整 系数 本 原 多 
项 式 . 
题 7.1.32 判断 正 误 ， 并 说 明理 由 : 

(a) 两 个 连续 正 整数 之 积 不 可 能 等 于 一 个 
完全 平方 数 . 

(b) 三 个 连续 正 整 数 之 积 不 可 能 等 于 一 个 
完全 平方 数 . 
题 7.1.33 (俄罗斯 1995) 对 于 所 有 i 关 j, 自 
然 数 数列 ul,az,… 满足 

gcd(ai, 4;) = gcd(i, )). 

证 明 : 对 于 所 有 的 i 都 有 oa = 
题 7.1.34 (USAMO 1973) 证 明 : 三 个 不 同 
素数 的 立方 根 不 可 能 是 某 个 等 差 数 列 的 ( 不必 
连续 的 ) 三 项 . 








我 们 在 第 42 页 已 经 介绍 了 同 余 记号 . 回忆 一 下 : 如 果 a 一 b 是 m 的 倍数 ， 记 
作 a=b (mod m)( 读 作 “a 与 5 模 m 同 余 ”). 





题 7.2.1 下 面 是 一 些 你 应 该 立即 验证 的 事实 . 

(a) 如 果 将 a 除 以 5 得 到 余数 r+， 这 等 价 于 说 a 三 7 (mod Db). 

(b) 只 存在 m 个 模 m “不同 ”的 整数 , 因为 只 存在 m 个 不 同 的 余数 0, 1, 2,…， 
m 一 1. 称 这 mm 个 数 为 模 mm 整数 或 者 Zr 例如, 在 2Z6 中 有 5+5=4,25=2， 
等 等 ， 另 一 个 术语 是 模 m 剩余 . 例如 ， 我 们 可 以 说 ,7 和 3 是 不 同 的 模 5 剩余 ， 


但 是 是 相同 的 模 4 剩余 . 


(0) 命题 三 (mod m) 等 价 于 说 存在 整数 使 得 a =b 十 mk. 
(d) 如 果 a 三 5 (mod m) 且 c=d (mod m), 那么 a+c==b+d (mod m) 


fac= bd (mod m). 


最 后 


一 条 命题 特别 有 用 . 例如， 假设 我 们 想 要 求 2 除 以 17 的 余数 ， 注意 


到 24 二 16 三 一 1 (mod 17). 因此 210% = (24)250 = (一 1)250 = 1， 于 是 余数 是 1. 
题 7.2.2 这 种 方法 的 男 两 个 例子 产生 了 下 面 的 著名 整除 性 法 则 .证 明 并 记 住 


它们 ! 





(a) 如 果 一 个 数 用 十 进 制 写 出 , 那么 
么 





(b) 如 果 一 个 数 用 十 进 制 写 出 , 屠 
千 位 数字 ( 以 此 类 推 模 11 同 余 . 





与 它 的 各 位 数字 之 和 模 9 且 模 3 同 余 . 
与 “个 位 数字 一 十 位 数字 十 百 位 数字 一 
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选取 一 个 合适 的 m 来 观察 模 m 的 问题 是 一 种 神奇 的 化 简 战 术 ， 因 为 它 将 整 
数 这 个 无 穷 的 宇宙 缩减 为 2。 的 有 限 世界 ， 你 在 奇偶 性 (第 89 页 ) 中 已 经 遇 到 过 
这 种 思想 ， 那 只 是 m = 2 的 情形 ,你 也 过 到 过 m 为 其 他 值 的 情形 (第 93 页 ) 我 
们 经 常 (但 不 总 是 ) 求助 于 素数 值 的 mw， 因为 素数 是 更 简单 、 更 “基础 ”的 对 象 ， 
通常 也 更 容易 理解 ， 一 般 地 
当 开始 考察 一 个 数论 问题 时 ， 假 设 变 量 是 素数 或 至 少 是 互 素 的 ， 一 

般 情形 往往 能 通过 一 些 “ 技 术 ” 细 节 从 素数 情形 得 到 . 

例 7.2.3 费 马 大 定理 .假定 n> 3， 则 方程 
没有 非 零 整 数 解 

我 们 并 不 准备 证 明 它 ， 费 马 大 定理 或 许 是 在 所 有 的 数学 问题 当中 最 著名 最 出 
色 的 问题 ， 法 国 数学 家 费 马 在 300 多 年 前 猜测 它 是 正确 的 ， 然 而 这 个 问题 直到 
1995 年 才 被 解决 ， 但 是 我 们 将 指出 两 种 简化 情形 

。 不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 n 为 素数 例如， 如果 局 十 妨 = 2 没有 非 零 整数 
解 ， 则 x 十 y? = z1? 也 没有 非 零 整数 解 ， 因 为 后 者 能 被 重 写 为 

(0) + (9) = (2 

类 似 地 , 可 以 假设 x, yz 是 一 个 本 原 解 . 即 , x, y, z 没有 1 以 外 的 公 因 数 


为 了 说 明 原 因 ， 假设 g 是 x, y, z 的 最 大 公 因 数 . 则 存在 某 些 整数 a, b,c， 
使 得 x = ga, y = gb, z = gc， 注 意 a, b,c 没有 公 因 数 ， 以 及 








"+=2 o> (ga)" +(g0)"=(g0)” < a + =0", 
其 中 第 三 个 等 式 由 第 二 个 除 以 gm 得 到 . 
为 什么 素数 这 么 好 
素数 方便 的 原因 之 一 是 : 它 有 唯一 的 “乘法 逆 ”， 例如 , 在 Ze 中 , 数 5 有 一 


个 乘法 逆 ， 也 就 是 它 本 身 ， 因 为 5 x 5 三 1 (mod 6). 然而 , 2 没有 乘法 道 , 4 也 没 
有 . 相 比 之 下 ，27 的 所 有 非 零 元 素 都 有 乘法 逆 ， 而 且 是 唯一 的 ,我 们 有 


lxl=2x4==3x5==6x6=1 (mod 7), 
因此 1,2,3,4,5,6 在 27 中 的 逆 分 别 为 1, 4, 5,2,3,6. 一 般 地 ， 


如 果 万 是 素数 , 且 了 不 是 六 的 倍数 ,那么 存在 唯一 的 WE {1,2,3,.…， 
p 一 1} 使 得 xy 三 1 (mod p). 


这 已 经 在 第 42 页 例 2.3.4 中 被 证 明了 . 倒数 第 二 步 是 一 个 非常 有 用 的 事实 
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如 果 p 是 素数 ， 且 X 关 0 (mod p)， 那么 p 一 1 个 数 
2Z;22,37 1，(D 一 1)Z 
在 2 中 是 不 同 的 . 
等 价 地 ， 如 果 p 是 素数 ， 且 x 半 0 (mod p)， 那 么 在 马 中 ， 
{x,27,37,.…,(p—1)7z}= {1,2,3,..……,p— 1}. (7.2.1) 
例如 ， 如果 p=7 且 x=4,， 那么 有 ( 模 7) 
4x1=4, 4x2==1, 4x3=5, 4x4=2, 4x5=6, 4x6=3, 
验证 了 在 27 中 4 的 非 零 倍 数 正 是 27 中 非 零 值 的 排列 ， 
费 马 小 定理 
让 我 们 导出 (7.2.1) 的 一 个 漂亮 的 推论 ， 设 p 为 素数 ， 且 a 上 p， 由 于 集合 
{a,2a,3a,.…,(p—1)a} 与 {1,2,3,..……,p—1} 
在 2Z。 中 相等 ， 则 其 中 元 素 的 乘积 在 Z, 中 也 相等 .也 就 是 说 ， 
ax2ax3a...(p—-1)a=1x2x3...(p—1) (mod p), 
这 等 价 于 
a?r-li(p— 1)!= (p— 1)! (mod p). 
因为 p 是 素数 ， 因 此 (p 一 1)! Lp, 于 是 我 们 能 在 两 边 “ 约 去 ”(p 一 1)!, “得 到 费 马 
小 定理 
az l=1 (mod p). 
(“小 ”用 来 区 分 它 和 费 马 大 定理 . ) 我 们 也 能 通过 在 等 式 两 边 乘 以 a 来 去 掉 假 设 条 
件 “a 与 p 互 素 "2 ， 得 到 等 价 的 命题 
a? 三 a (mod p) 
对 于 所 有 整数 a， 素 数 p 均 成 立 . 
下 面 的 例子 说 明 如 何 使 用 费 马 小 定理 来 创造 合 数 . 
例 7.2.4 (德国 1995) 令 a 和 2b 为 正 整数 ， 并 令 数 列 (zw)jn>o 定义 为 zo0 = 1 
且 对 于 所 有 非 负 整数 mn 有 zn+l = ax 十 b， 证 明 : 对 于 a 和 5 的 任何 选择 ， 数 
列 (zi)nz0 包含 无 限 多 个 合 数 . 
解答 首先 来 做 些 试验 ， 尝 试 a = 5, 5 = 7， 结 果 是 
1, 12, 67, 342, 1717, 8592,... . 





@ 见 第 223 页 题 7.2.5. 
@ 短语 “ 模 p 非 零 ”“ 与 p 互 素 "“ 不 是 p 的 倍数 ”“ 在 2 中 非 零 ” 全 都 等 价 . 
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显然 , 每 隔 一 项 便 是 偶数 ， 且 如 果 a 和 2 都 是 奇数 ,那么 这 个 结论 恒 成 立 . 如 果 a 
和 5 有 不 同 的 奇偶 性 ， 例 如 ，a = 2, 5 = 3， 我 们 的 数列 将 会 是 

1,5,13, 29, 61,125,253,509,1021,2045,…… . 


注意 , 从 aa = 5 开始 , 每 隔 3 项 便 出 现 一 个 5 的 倍数 .我 们 能 够 证 明 这 个 结论 吗 ? 
令 = ak 是 5 的 倍数 . 则 接 下 来 的 几 项 是 


Qkp41 = 2 二 3, 








agp+42 一 2(24 十 3) 十 3 三 4 十 9， 








Qax43 = 2(4u 十 9 十 3 王 8v 十 21， 











Qk44 = 2(8u 二 21) 二 +3= 16u+t45. 


的 确 ，ak+4 将 是 5 的 倍数 .如果 够 仔细 的 话 ， 可 以 在 这 个 数列 中 生成 合 数 .对 于 
任何 给 定 的 a 和 的 值 ， 让 我 们 通过 反 证 法 来 尝试 给 出 一 个 正式 的 论证 . 

假设 结论 不 成 立 ， 也 就 是 说 ， 这 个 数列 只 包含 有 限 个 合 数 .这 意味 着 “最 终 ” 
这 个 数列 只 有 素数 ,也 就 是 说 , 存在 某 个 M 使 得 对 于 所 有 mn > M ，an 为 素数 . 这 
个 命题 有 “立足 之 处 ”， 因 为 素数 往往 比 合 数 处 理 起 来 要 简单 ， 并 且 特 别 地 ， 我 们 
对 于 素数 有 好 的 工具 ,比如 费 马 小 定理 . 现在 我 们 需要 利用 试验 来 构造 一 个 对 于 所 
有 a 和 "的 值 都 可 行 的 矛盾 ! 

令 n > M 且 xzn = p 为 素数 .数列 的 后 面 几 项 是 什么 呢 ? 我 们 有 zx,,41 = 
ap 二 0b, zn42 二 Q2p 十 ab 十 b,xn43 二 03p 十 a20 十 ab 十 b, 等 等 . 一 般 地 , 对 于 任何 天 有 








Re 
mp = pt Ue toast th) pro (SF): 


如 果 能 证 明 zn+x 对 于 某 些 不 是 素数 那 将 会 很 好 .我 们 已 经 引入 了 2， 现 在 
来 利用 它 : 如 果 能 证 明 5 (< ) 是 p 的 倍数 ， 就 大 功 告 成 了 ! 现在 ， 费 马 小 定理 





a—=1 

将 起 到 关键 作用 : 只 要 a 不 是 p 的 倍数 ， 我 们 就 有 a?-! 三 1 (mod p)， 因 此 如 果 
选择 天 =D 一 1, 那么 a* 一 1 是 p 的 倍数 . 然而, 我 们 把 它 除 以 a 一 1， 如 果 p 整除 
a 一 1 会 怎样 ? 那么 我 们 将 会 陷入 麻烦 . 因此 现在 别 担心 它 ! 先 假设 p 不 整除 a 一 1. 

回顾 一 下 , 如 果 假 设 p 既 不 整除 a 也 不 整除 a 一 1, 那么 zn+p-i 将 会 是 p 的 倍 
数 , 这 便 产 生 了 矛盾 . 如 何 能 保证 p 满足 这 两 个 条 件 ? 我 们 给 定 了 a, 它 是 固定 的 . 
因此 只 有 有 限 多 个 素数 p 或 者 整除 a 或 者 整除 a 一 1. 但 根据 假设 , 对 于 n> M， 
an 的 值 都 是 素数 ， 并 且 会 有 无 限 多 个 素数 ， 因 为 序列 是 递增 的 .因此 有 无 限 多 个 
素数 供 选 择 ， 只 要 选 一 个 有 用 的 就 行 了 ! 国 


问题 与 练习 


题 7.2.5 已 知 ur 三 br (modm) 且 7 上 mm， 
证 明 : 可 以 从 这 个 同 余 式 两 边 约 去 ~, 从 而 得 到 
a 三 5 (mod m).， 当 (mr) > 1 时 又 会 如 何 ? 
题 7.2.6 证 明 : 如 果 2 十 六 = 二 ,那么 3lab. 
题 7.2.7 证 明 : 如 果 z? 十 妇 = 2， 那么 这 
三 个 数 中 必 有 一 个 是 7 的 倍数 . 
题 7.2.8 求 所 有 使 得 x? 十 2 为 素数 的 素数 z. 
题 7.2.9 证 明 : 存在 无 限 多 个 不 能 表示 为 
3 个 完全 立方 数 之 和 的 正 整数 . 
题 7.2.10 令 N 是 由 9 个 不 同 的 非 零 数字 组 
成 的 数 ， 使 得 对 于 每 个 1 < k < 9, NN 的 前 
k 个 数字 组 成 的 数 能 被 上 整除 . 求 N( 答案 
和 
题 7.2.11 令 f(n) 表示 n 的 各 位 数字 之 和 . 
(a) 对 于 任何 整数 n， 证明: 数列 
fn), FF(n)), FF(Fn))), 
最 终 会 变 成 常数 .这 个 常数 称 为 n 的 数位 和 . 
(b) 证 明 : 除了 3 和 5, 任意 两 个 挛 生 素数 
之 积 的 数位 和 等 于 8. ( 杰 生 素数 是 两 个 素数 ， 
同时 也 是 两 个 相 邻 的 奇数 ， 例 如 17 和 19. ) 
(c) (IMO 1975) 令 n= 4444244， 不 用 
计算 器 求 f(f(f(n))). 
题 7.2.12 使 用 鲍 笼 原理 证 明 : 一 定 存在 一 个 
17 的 老 以 00001 结尾 . 尝试 推广 此 结论 . 
题 7.2.13 a 模 p 的 阶 定义 为 满足 a* 三 1 
(mod p) 的 最 小 正 整数 k. 证 明 : 如 果 p 是 素 
数 ， 那 么 a 的 阶 一 定 整除 p 一 1. 
题 7.2.14 令 p 为 素数 . 证 明 : 如 果 对 于 所 有 
非 零 x 都 有 xz* = 1 (mod p), 则 p 一 1 整除 外. 


题 7.2.15 令 {anjhwzo 为 满足 al = 
2an 十 1 的 整数 数列 ， 是 否 存在 ao 使 得 这 
个 数列 完全 由 素数 构成 ? 

题 7.2.16 通过 对 a 使 用 数学 归纳 法 ， 证 明 
费 马 小 定理 (需要 二 项 式 定 理 ). 

题 7.2.17 我 们 对 费 马 小 定理 的 讨论 包含 了 
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- 恒 . 


量 (p 一 1)!. 请 重新 阅读 威尔逊 定理 的 证 明 
(第 64 页 例 3.1.9) ， 它 说 如 果 p 是 素数 ， 
则 (p—1)!== -1 (mod »). 

题 7.2.18 中 国 剩余 定理 . 考虑 下 面 两 个 同时 
成 立 的 同 余 式 

2 三 3 (mod 11), 

2 三 5 (mod 6). 


通过 试验 容易 找到 一 个 解 x = 47. 还 有 另 一 种 
方法 . 因为 6 上 11, 我 们 能 找到 6 和 11 的 一 个 
等 于 1 的 线性 组 合 , 例 如 , (一 1)x11+2x6=1. 
现在 计算 


5x(-1)x1l+3x2x6=—19. 


这 个 数 是 一 个 模 66 = 6 x 11 的 解 . 事实 上 ， 
47 三 -19 (mod 66). 

(a) 为 什么 此 式 成 立 ? 

(b) 注意 两 个 模 数 (例子 中 是 11 与 6 ) 必 
须 是 互 素 的 .举例 说 明 : 如 果 两 个 模 数 有 公 因 
数 , 则 同时 成 立 的 两 个 同 余 式 并 不 总 是 存在 解 . 

(c) 令 m 1 n, a 和 5。 为 任意 值 ， 再 
令 7 同时 满足 同 余 式 zx = a (mod m) 和 
2 三 b (mod n)， 上 述 算法 将 产生 x 的 一 个 
解 . 证明: 这 个 解 在 模 mm 下 是 唯一 的 . 

(d) 证 明 : 只 要 模 数 是 两 两 互 素 的 ， 这 个 
算法 就 可 以 推广 到 有 限 个 同时 成 立 的 同 余 式 . 

(e) 证 明 : 存在 3 个 连续 的 整数 ， 每 个 数 
都 能 被 某 个 整数 的 1999 次 寡 整 除 . 

(f) 证明: 存在 1999 个 连续 的 整数 ， 每 个 
数 都 能 被 某 个 整数 的 3 次 寡 整 除 . 

题 7.2.19 ( 普 特 南 1995) 数 did2.…do。 是 
9 位 (每 位 数字 不 必 不 同 ) 十 进 制 数 ， 数 
elez…':e9 是 这 样 的 数 : 对 于 1 < i < 9, 将 
did2.… dg 每 次 把 一 个 di; 用 相应 的 e; 替换 得 
到 的 9 个 9 位 数 中 ， 能 被 7 整除 的 那些 数 . 
数 户 户 …. fo 以 相同 方式 与 ei1e2:… eo 关联 : 
即 , 通过 将 e; 用 相应 的 fi; 替换 得 到 的 9 个 数 
中 ， 能 被 7 整除 的 那些 数 . 证 明 : 对 于 每 个 i， 
di 一 巨 能 被 7 整除. (例如 , 如果 did2… do = 
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199501996， 那 么 eg 可 以 是 2 或 9， 因为 满足 0<a<b< 99,0<c<dqdz<99 的 整数 . 

199502996 和 199 509 996 都 是 7 的 倍数 . ) 对 于 任何 整数 i, 令 ni = 101i 十 1002’. 证 明 : 

题 7.2.20 ( 普 特 南 1994) 假设 w b, c,d 是 如 果 na 十 no 与 nic 十 na 模 10100 同 余 ， 那 
么 a 二 c 且 b=d. 


7.3 ”数论 函数 
在 定义 域 为 N 的 无 限 多 个 函数 中 ， 我 们 将 要 选 出 特别 感 兴趣 的 那些 ， 这 些 函 
数 大 多 数 都 是 积 性 函数 ， 积 性 函数 f 满足 ， 当 a Lb 时 ， 有 
f(ab) = f(a)f (0). 
题 7.3.1 证 明 : 如 果 f :N 二 N 是 积 性 函数 ， 则 f(1) = |. 
题 7.3.2 证 明 : 如 果 f 是 积 性 函数 ， 则 “得 到 f 的 所 有 值 ”等 价 于 “对 每 个 
素数 p 和 每 个 re N 得 到 f(p")”. 


因数 和 
定义 


or(n) = i 


dln 
其 中 ” 是 任何 整数 .例如 ， : 
o2(10)==1 十 2 十 57 十 10? = 130. 
换 句 话说 ，o;(n) 是 的 因数 的 7 次 知之 和 .， 尽 管 对 任意 7 值 定义 这 个 函数 是 有 
用 的 ， 但 是 实际 上 ， 我 们 很 少 考虑 除 7 = 0 和 7 = 1 以 外 的 值 . 
题 7.3.3 注意 注 oo0(n) 等 于 n 的 因数 的 个 数 . 这 个 函数 一 般 用 d(n) 来 表示 . 
你 曾 在 第 185 页 题 6.1.21 和 3.1 节 第 64 页 见 到 过 它 ， 回忆 一 下 : 如 果 
n= pp pt 
是 n 的 素数 寡 分 解 ， 那 么 
d(n) = (el 十 1)(ez 十 1 (es 十 ]). 
由 这 个 公式 ， 可 以 推断 出 d(n) 是 积 性 函数 . 
题 7.3.4 举例 说 明 : 如 果 a 与 不 是 互 素 的 ，d(ab) 不 总 是 等 于 d(a)d(b). 事 
实 上 ， 可 以 证 明 : 如 果 a 与 b 不 是 互 素 的 ， 则 d(ab) < d(a)a(b). 
题 7.3.5 函数 oi(n) 等 于 n 的 因数 和 ， 并 且 常 简单 地 用 o(n) 表示 . 
(a) 证 明 : 对 于 素数 p 和 正 整数 ~， 有 o(p") = ?于 
(b) 证 明 : 对 于 不 同 的 素数 p, 9， 有 o(pq) = (p 十 1)(g +1). 
题 7.3.6 一 个 重要 的 计数 原理 . 邻 n = ab， 其 中 a 上 5. 证 明 : 如 果 dln， 
则 a = wv, 其 中 wa 且 vlb. 进一步 讲 , 这 是 一 个 一 一 对 应 关系 : 每 对 满足 ula, vb 
的 wu 产生 一 个 不 同 的 整除 ”的 d := wv. 
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题 7.3.7 利用 题 7.3.6 来 推断 o(n) 是 积 性 函数 . 例如 12 =3x4 且 3 上 4, 有 
0o(12) = 二 1 十 2 十 4 十 3 十 6 十 12 
二 (1 十 2 十 4 二 (1x3 二 2x3 十 4x 3) 
= (1+2+4)(1+3) 
= o(4)o(3). 
题 7.3.8 事实 上 ， 可 以 用 题 7.3.6 来 证 明 无 论 > 取 何 值 cr(") 都 是 积 性 函数 . 
题 7.3.9 事实 上 ， 能 得 出 进一步 的 结论 .我 们 曾 使 用 过 的 计数 原理 可 以 重新 
表述 如 下 : 令 n=ab 且 a 15， 并 且 令 为 任意 积 性 函数 .仔细 证 明 (请 尝试 多 
个 具体 例子 ) 








PB > ro 


ula vlb 


=2, 全 nt 


ula vlb 


生 5 | 5 hm 


我 们 已 经 证 明了 如 下 一 般 事实 


令 


F(n) := EAC) 
dln 

如 果 了 是 积 性 函数 ， 那 么 下 也 是 积 性 函数 . 
pb 和 

定义 8(n) 为 小 于 等 于 n 上 且 与 n 互 素 的 正 整数 个 数 ， 例 如 8(12) = 4， 这 是 因 
为 1, 5, 7, 11 与 12 互 素 . 

我 们 能 使 用 容 斥 原理 ( 见 6.3 节 ) 来 估计 $(n). 例如 ,为 了 计算 $(12), 仪 需 
考虑 的 相关 性 质 是 被 2 整除 的 性 质 或 被 3 整除 的 性 质 ， 因 为 2 和 3 是 仅 有 的 能 
整除 12 的 素数 .关于 如 何 继续 计算 剩余 部 分 ， 我 们 已 经 计算 过 很 多 次 了 ， 那 就 是 
计算 介 于 1 与 12( 含 两 端 ) 之 间 的 整数 与 12 有 公 因 数 的 个 数 ， 如 果 令 Mi 代表 
k 的 不 大 于 12 的 正 倍数 的 个 数 ， 那 么 只 需要 计算 

|M2 U Msl, 
因为 任何 与 12 有 公 因 数 的 数 将 是 2 或 3 (或 两 者 都 是 ) 的 倍数 ， 现 在 容 斥 原理 暗 
示 着 
[Ms U Mas| Se [|M| 十 [Ms| Ei [Ms 站 Msl. 
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因为 2 上 3， 能 将 Ma m Ms 重 写 为 Me. 因此 有 
$12) =12— |MaU Ms| =12— (Mal + |Ma) + Me| =12— (6+4)+2=4. 
题 7.3.10 令 p 和 9 为 不 同 的 素数 . 证明: 





(a) $(p) =p—1, 
(b) $(p")=7" -p=p" (p11)=p" (4 一 }) ; 
(c) $(pq) = (p— (gq—1)=pg @ 一 :) (4 :) ; 


(d) $(p'q’)=p  (p—1)g "(gq—1)=p"g (4 一 + ) (4 大 :) 


上 面 这 些 特殊 情形 显然 上 暗示 $ 是 积 性 函数 . 这 容易 用 容 斥 原理 证 明 . 例如 , 假 
设 n 只 包含 不 同 的 素 因子 p,q,w.， 如 果 令 Mi 表示 的 小 于 等 于 n 的 正 倍数 的 个 
数 ， 我 们 有 

0) =n— (Mo +t Mal + Ml) + (Moya + Mowl + | Mawl) = [Mogul. 

















一 般 地 ， 
Tn 
Mm = |#| ， 
但 因为 bp,g,w 都 整除 n， 我 们 能 去 掉 下 取 整 符号 : 
b(n) =n (2+3+2)+ (2 3 “ re 
p qd WwW pq pw qw pqw 
并 且 这 些 因 数 可 简化 为 





b=n (1 >) (0-2) ;): 
p qd WwW 
如 果 记 = p"q”w!， 我 们 有 
b=7 (7-5) (0)w (1) = 6) 
其 中 使 用 了 题 7.3.10 中 的 公式 ， 这 个 论证 当然 可 以 推广 到 任何 数目 的 不 同 的 素数 ， 
因此 我 们 已 经 证 明了 4 是 积 性 函数 ， 在 证 明 过 程 中 我 们 得 到 了 一 个 公式 ， 它 从 直 
觉 上 来 讲 很 有 道 更， 例如， 考虑 360 = 22325， 我 们 的 公式 表明 


1 1 1 
dg%(360) = 360 (4 ;) (4 3) (4 i) 

且 这 也 是 有 意义 的 ， 因 为 能 证 明 :小 于 等 于 360 的 正 整 数 中 有 一 半 是 奇数 ， 并 且 
其 中 三 分 之 二 不 是 3 的 倍数 ， 剩 余部 分 中 的 五 分 之 四 不 是 5 的 信 数 ， 最 终 360 个 
数 中 的 二. 邓 .二 个 将 会 是 与 360 没有 公 因数 的 数 ， 这 个 论断 不 是 很 严格 ， 它 的 隐 仿 
条 件 是 : 假设 被 不 同 素 数 的 整除 性 在 概率 意义 下 有 “独立 ”的 意思 ， 这 是 对 的 ， 并 
且 我 们 也 能 把 它 变 得 严格 ， 但 这 不 是 将 它 严格 化 的 地 方 .。 
@ 文献 [18] 中 有 关于 此 以 及 相关 问题 的 精彩 讨论 . 
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让 我 们 和 暂时 换 一 个 内 容 ， 来 介绍 莫 比 乌 斯 函数 J(n).， 定义 
1 如 果 n==1; 
Hn)= 4 0 如 果 三， 其 中 p 是 某 个 素数 ; 
(1)” 如 果 n= pip2…p,， 其 中 p; 是 不 同 的 素数 . 


这 是 相当 古怪 的 定义 ， 但 事实 证 明 : 莫 比 乌 斯 函数 很 方便 地 “编码 ”了 容 斥 原理 . 


下 表 是 由 开头 的 几 个 y(n) 值 构成 的 . 






























































n | ll1213141516171819110111112113114115 
n(n)|1l-1|-1101-11 -1 0|11-1101-111 1 
题 7.3.11 验证 是 积 性 函数 . 
题 7.3.12 利用 题 7.3.11 和 题 7.3.9 来 证 明 : 
1 如 果 n=1; 
| 0 如 果 n>1. 
k(n) 的 值 根据 n 的 素 因 子 的 个 数 的 奇偶 性 来 改变 符号 ， 这 就 使 英 比 乌 斯 函数 


与 容 斥 原理 相关 . 例如 ， 我 们 能 重 写 等 式 (7.3.1) 为 


0 


过 滤 ” 性 质 来 看 ， 0 事实 上 如 果 在 上 式 中 因数 d 包含 了 大 
于 1 的 指数 ， 则 jy(d) = 0， 因 此 这 项 就 没有 出 现 ， 如 果 a 


从 的 拉 


如 p， 对 应 项 为 -3. 


类 似 地 ， 如 果 d = pg， 对 应 项 变 为 上 


(7.3.2) 


是 一 个 单独 的 素数 ， 例 
， 以 此 类 推 ， 当然 


(7.3.2) 是 是 一 般 的 公式 ， 它 对 于 任何 n 均 成 立 . 


问题 与 练习 


题 7.3.13 利用 手 算 或 计算 机 制作 一 张 表 , 包 
括 对 于 (比如 说 )1<n < 100 的 d(n), gm)， 
o(n), p(n) 的 值 . 


题 7.3.14 证 明 : 方程 9(n) = 14 没有 解 . 

题 7.3.15 在 题 7.3.4 中 已 经 证 明 : 如 果 a 与 5 
不 是 互 素 的 ， 则 d(ab) < d(a)d(5). 对 于 ce 矣 
数 能 得 到 什么 ? 

题 7.3.16 求 满足 b(n) = 6 的 最 小 整数 n. 
题 7.3.17 求 满足 dn) = 10 的 最 小 整数 n. 
题 7.3.18 求 neN, 使 得 j(n) 十 4(n 十 1) 十 


/(m 十 2) = 3. 
题 7.3.19 证 明 : 对 于 所 有 mr EN 有 

or 

Bn 三 人 名- 
题 7.3.20 对 于 n>1， 定 义 

= >， 和 
pln 
其 中 和 式 中 的 p 必须 是 素数 .对 于 n = 1， 
令 w(n) = 1， 也 就 是 说 ，w(n) 是 n 的 不 同 素 
因子 的 个 数 . 例如 , w(12) = 2 且 w(73*)=1. 
(a) 对 于 n= 1,…,25 计算 w(n). 
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(b) w(17!) 等 于 多 少 ? 

(c) w 是 积 性 孔 数 吗 ? 请 解释 . 
题 7.3.21 类 似 地 ， 对 于 n > 1， 定 义 

Q(n) = >， e， 
pelln 

同样 ,p 必须 是 素数 . 对 于 n= 1, 令 0Q(n)=1. 
因此 Q(n) 是 n 的 素数 寡 分 解 中 出 现 的 所 有 
指数 的 和 .例如 ，Q(12) = 2 二 1 = 3， 因 
为 12 = 2231. 

(a) 对 于 n= 1,…,25, 计算 Q(n). 

(b) 使 用 反例 证 明 : Q 不 是 积 性 函数 . 

(c) 然而 , 当 (wb = 1 时 , 存在 Q(ab) 的 
一 个 简单 公式 ， 它 是 什么 ? 请 解释 . 
题 7.3.22 定义 


F(n) = 》 9(d)， 
dl 





其 中 g(1) = 1 且 如 果 月 > 1 则 g(k) = 
(一 1)**， 求 五 的 一 个 简单 的 规则 . 

题 7.3.23 有 两 种 锭 异 的 方法 可 以 证 明 
题 7.3.12. 你 可 能 已 经 使 用 过 第 一 种 证 明 方 
法 ， 即 先 注意 到 Fn) := 学 jj, A(q) 是 积 性 函 
数 ， 再 计算 (p”) = 0 对 于 所 有 素数 成 立 . 但 
还 有 另 一 种 证 明 方 法 : 考虑 如 下 等 式 


w(n) 
六 oh D)*=(1-1)"™=0, 


k=0 
其 中 w(n) 在 题 7.3.20 中 已 经 给 出 定义 .请 解 
释 这 个 等 式 成 立 的 原因 ， 以 及 它 为 什么 能 证 明 
题 7.3.12. 
题 7.3.24 证 明 : 当 且 仅 当 n 是 素数 时 p(n) 十 
o(n) = 2n 成 立 . 
题 7.3.25 费 马 小 定理 的 欧 拉 推广 . 模仿 费 马 
小 定理 的 证 明 (第 221 页 ) 来 证 明 如 下 命题 : 
令 m EN,m 不 必 是 素数 , 并 
令 alLm， 那 么 

as = 1 (mod m). 
题 7.3.26 令 f(n) 为 严格 递增 的 积 性 函数 ， 
其 值 域 为 正 整 数 集 ， 满 足 f(1) = 工 且 f(2) = 
2. 证 明 : 对 于 所 有 7 有 f(n)=n. 











题 7.3.27 不 用 计算 机 , 求 92 的 最 后 两 位 数 . 


莫 比 乌 斯 反 演 公 式 
题 7.3.28-7.3.31 探讨 了 莫 比 乌 斯 反 演 公 

式 , 它 是 从 等 式 FF(n) = 学 jj, f(q) 中 得 到 “ 求 
解 ”F 的 出 色 的 方法 . 
题 7.3.28 在 题 7.3.9 中 已 经 证 明 : 如 果 
Fn) := >jain f(ad) 且 f 是 积 性 函数 ， 那 么 
下 也 是 积 性 函数 . 证 明 上 述 命题 的 逆 命 题 : 如 
果 且 FF(n) := >a 87(d) 是 积 性 函数 ， 那 么 f 
必定 也 是 积 性 函数 . 提示: 强 数学 归纳 法 . 
题 7.3.29 另 一 个 计数 原理 . 令 F(n) := 
an f(d)， 并 令 9 为 任意 函数 .考虑 和 式 

> oOF( = > 7 

dln dm kl(n/d) 
对 于 每 个 < n, 和 式 有 多 少 项 包含 因数 f(k)? 
首先 注意 到 k|n. 接着 证 明 包 含 f(k) 的 项 将 是 


f(k) >, gu). 
ul(n/k) 
得 到 
DoDF(F)= Df) > ol). 
dln kln ul(n/k) 


上 式 非常 烦琐 ,但 如 果 你 不 厌 其 烦 ， 并 计算 几 
个 例子 的 话 ， 会 发 现 它 其 实 并 不 难 ! 
题 7.3.30 上 面 的 等 式 使 用 了 任意 函数 g.， 如 
果 用 / 替换 g， 则 我 们 能 使 用 诸如 题 7.3.12 
的 一 些 特殊 的 性 质 . 这 导出 了 莫 比 乌 斯 反 演 公 
式 ， 即 如 果 F(n) := yj 了 (qd)， 则 


fn) = ud)F (5). 


dln 
题 7.3.31 一 个 应 用 . 考虑 基于 26 个 字母 的 
n 个 字符 的 所 有 可 能 “单词 ”". 如 果 一 个 单词 
不 是 由 更 小 的 相同 的 单词 的 连接 形成 的 ,我 们 
说 它 是 “ 素 ” 的 . 例如 ，booboo 不 是 素 的 ,而 
booby 是 素 的 . 令 p(n) 表示 长 度 为 n 的 素 的 
单词 的 个 数 . 证 明 : 


p(n) = WO264 
dln 
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例如 , 这 个 公式 表明 p(1) = (1):26! = 26, 这 这 也 合理 , 因为 有 26? 个 两 字母 单词 ， 并 且 除 
是 合理 的 ， 因 为 每 个 单字 母 单词 都 是 素 的 . 类 了 26 个 单词 aa, bb, .…, zz 以 外 都 是 素 的 . 
似 地 , p(2) = (1): 262 二 AN(2).261 = 262 一 26. 








7.4 和 执 希 图 方程 


丢 番 图 方程 是 指 任何 变量 只 能 取 整 数值 的 方程 .你 曾 在 第 217 页 题 7.1.13 中 
遇 到 过 线性 丢 番 图 方程 一 一 一 族 有 “完整 理论 ”的 方程 . 借 此 ， 我 们 表示 : 给 定 任 
何 线性 丢 番 图 方程 ， 都 能 够 确定 它 是 否 存在 解 . 并 且 ， 如 果 存 在 解 ， 便 存在 一 个 找 
到 所 有 解 的 算法 . 例如 , 因为 gcd(3, 21) 不 整除 19, 线性 丢 番 图 方程 3r 十 21y = 19 
没有 解 . 另 一 方面 ,方程 3z + 19y = 4 有 无 穷 多 组 解 ， 即 ,zx = 一 24 十 19t, 4 一 3t， 
t 可 取 任 意 整 数 . 

多 数 高 阶 丢 番 图 方程 是 有 争议 的 , 并 没有 完整 的 理论 , 并 且 有 时 只 可 能 部 分 理 
解 . 然而 这 个 领域 尚 有 很 多 内 容 等 待 发 据 . 我 们 将 只 稍稍 涉及 这 方面 的 内 容 ， 并 专 
注 于 一 些 时 常 能 被 理解 的 方程 类 型 ， 以 及 一 些 在 多 种 问题 中 反复 使 用 的 有 用 战术 . 
一 般 的 战略 与 战术 

给 定 任意 丢 番 图 方程 ， 有 下 面 四 个 必须 问 的 问题 . 

。 问题 是 “简单 ”形式 吗 ? 务必 保证 已 经 除 掉 了 所 有 的 公 因 数 ， 或 者 假设 变 
量 没有 公 因 数 . 见 第 220 页 例 7.2.3 对 此 的 简要 讨论 . 
存在 解 吗 ? 有 时 不 能 真正 解 出 这 个 方程 ， 但 能 证 明 至 少 存在 一 个 解 . 
问题 没有 解 吗 ? 通常 ， 这 是 首要 问题 ， 正 如 有 时 候 用 反 证 法 证 明 方程 没有 
解 反 而 容易 ， 当 你 开始 考察 时 ， 先 花 一 些 时间 在 这 个 问题 上 总 是 值得 的 . 
能 找到 所 有 解 吗 ? 一 旦 已 经 找到 一 个 解 ， 我 们 要 尝试 了 解 如 何 能 生成 更 多 
的 解 ， 证 明 找 到 的 解 已 经 是 全 部 解 ， 这 有 时 是 相当 环 手 的 问题 . 

下 面 是 有 “完整 ” 解 的 问题 的 一 个 简单 例子 ,运用 了 最 重要 的 战术 之 一 : 因 式 
分 解 . 

例 7.4.1 求 边 长 为 整数 旦 面积 等 于 周 长 的 所 有 直角 三 角形 . 

解答 令 z,y 为 直角 边 ，z 为 斜 边 ， 那么 根据 勾 股 定理 ，z = Vx? 十 妨 ， 又 由 
面积 与 周 长 相 等 推出 





TY 
DE 


基本 的 代数 战略 指示 我 们 要 消除 最 明显 的 困难 ， 在 这 个 问题 中 困难 指 的 是 分 式 与 
根 号 ， 乘 以 2， 将 根 号 单独 放 在 一 边 ， 再 平方 ， 这 推出 了 


(zy — 2(z+Y)) = 4(z2 + yp), 


2 十 4 十 VZzZ2 十 12. 
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从 而 





2 一 47V(Z 十 力 二 42 十 儿 十 279g) = 4 T+). 
在 合并 同类 项 后 ， 有 
Ty Ary(r+Yy) + ry = 0. 
显然 应 该 约 去 zy， 因 为 它 永 远 不 会 为 0。 得 到 
Wy A 
到 目前 为 止 , 所 有 的 都 是 简单 的 代数 . 现在 我 们 采取 一 些 聪明 的 做 法 , 在 两 边 加 8， 
因 式 分 解 等 式 左边 ， 现 在 有 
(一 4 一 和 三 8， 
且 因 为 变量 为 整数 , 只 有 有 限 种 可 能 性 . 仅 有 的 解 为 (6, 8), (8, 6), (5, 12),(12,5), 这 
只 产生 了 2 个 直角 三 角形 ， 即 三 角形 6-8-10 和 5-12-13. 国 

仅 有 的 环 手 一 步 是 找 出 这 个 因 式 分 解 . 但 这 实际 上 并 不 难 ， 因 为 很 明显 ,等 式 
左边 “几乎 ”已 经 可 以 因 式 分 解 . 只 要 尝试 因 式 分 解 ， 要 找到 合适 的 代数 步骤 往往 
不 是 很 难 . 

对 于 求解 来 说 ， 因 式 分 解 战 术 是 基础 ， 另 一 个 基础 战术 是 选择 合适 的 n， 将 问 
题 通过 模 n 来 进行 “过 滤 ”， 这 个 战术 经 常 有 助 于 证 明 不 存在 解 ， 或 者 所 有 解 必须 
满足 的 特定 形式 . ?你 已 经 在 第 219 页 看 到 一 点 这 种 战术 了 .下 面 是 另 一 个 例子 . 

例 7.4.2 ” 求 丢 番 图 方程 x? + y2 = 1000003 的 所 有 解 . 

解答 考虑 模 4 的 问题 ， 2 中 仅 有 的 二 次 剩余 为 0 和 1， 因 为 

0 三 0,1 = 三 122 三 0,32 三 1 (mod 4). 

因此 z2? 十 妇 在 2Z4 中 只 能 等 于 0,1 或 2， 又 因为 1000003 = 3 (mod 4)， 我 们 得 
到 方程 无 解 . 一 般 地 ， 如 果 = 三 3 (mod 4)， 则 十 恋 ==n 无 解 . 国 

现在 继续 讨论 一 个 复杂 的 问题 : 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 的 完整 理论 . 

例 7.4.3 求 以 下 方程 的 所 有 解 

X22 = 2. (7.4.1) 

解答 。 首先， 做 一 些 基本 的 简化 .不 失 一 般 性 ,假设 所 有 变量 是 正 的 .此 外 ， 
假设 解 是 本 原 的 , 即 三 个 变量 没有 公 因 数 . 任何 本 原 解 能 通过 乘法 产生 无 穷 多 个 非 
本 原 的 解 . 例如 (3,4,5) 产生 (6, 8, 10), (9, 12,15),.…. 

在 这 个 特殊 的 情形 下 , 本 原 的 假设 , 能 引出 一 些 更 强 的 结论 . 如 果 d 是 z 和 y 
的 公 因数 ， 那 么 |z? +2. 也 就 是 说 ，g2| 2 和， 因此 dlz。 类 似 的 论证 表明 : 如 果 a 
是 任何 两 个 变量 的 公 因 数 ， 那 么 d 也 整除 第 三 个 变量 . 因此 可 以 假设 解 不 仅 是 本 
原 的 ， 而 且 各 变量 两 两 互 素 . 

@ 带 余 除法 的 使 用 同 因 式 分 解 战术 是 有 紧密 联系 的 ， 一 个 详尽 的 说 明 见 第 157 页 例 5.4.1. 
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接 下 来 ,做 一 些 奇偶 性 分 析 . 即 ， 让 我 们 来 看 一 下 模 2 的 情形 . 总 是 从 奇偶 性 
人 和 手 ， 将 收获 一 些 惊喜 .考虑 x 和 Y 的 奇偶 性 的 一 些 情形 . 

。 都 是 偶数 ， 这 不 可 能 ， 因 为 变量 两 两 互 素 . 

。 都 是 奇数 .这 也 不 可 能 .通过 与 在 例 7.4.2 中 使 用 过 的 相同 推理 ， 如 果 zx 

和 vw 都 是 奇数 ， 那 会 使 得 z? = 2 (mod 4)， 而 这 不 可 能 发 生 . 

我 们 推断 : 如 果 (7.4.1) 的 解 是 本 原 的 ， 那么 zx 和 y 恰好 有 一 个 是 偶数 . 不 失 一 般 
性 ,假设 x 是 偶数 . 

现在 我 们 如 同一 个 适应 了 的 解 题 者 那样 前 进 ， 异 想 天 开战 略 促使 我 们 尝试 一 
些 之 前 用 过 的 战术 ， 让 我 们 将 等 式 因 式 分 解 ! 显然 的 一 步 是 将 它 重 写 为 

T=2 = (zy)(z+). (7.4.2) 

换 句 话说 ，z 一 y 和 z 十 vy 的 乘积 是 完全 平方 ， 如 果 能 得 到 z 一 y 和 zz 十 vy 都 是 完 
全 平方 就 最 好 不 过 了 ， 但 这 在 一 般 情况 下 是 不 成 立 的 . 例如 ，6? = 3 x 12. 

另 一 方面 ， 下 面 的 论述 是 正确 的 : 如 果 v 上 w 且 刀 ?= vw， 那么 v 和 w 必须 
为 完全 平方 〈 容 易 利用 素数 寡 分 解 验 证 ). 因此 在 这 个 问题 中 ， 和 其 他 很 多 问题 一 
样 ， 应 该 专注 于 关键 量 的 最 大 公 因 数 ， 在 此 处 应 是 > 十 y 和 > 一 人 

令 g := gcd(z 十 y,z 一 Y). 因为 z 一 y 与 z 十 y 都 是 偶数 ,我 们 有 2|g. 另 一 方 
面 ，9 必须 整除 z 一 y 与 z 十 y 的 和 与 差 . 这 意味 着 g|2z 且 gl2y. 但 是 y 上 >z， 所 
以 g=2. 

回 到 (7.4.2)， 如 果 两 个 数 最 大 公 因 数 为 >， 且 它 们 的 积 为 完全 平方 ， 能 得 到 什 
么 结论 呢 ? 再 一 次 利用 素数 需 分 解 的 简单 分 析 ， 能 导出 如 下 结论 

2 十 4 一 272， 2 一 4 一 252， 

其 中 > 上 5. 对 yy 和 zz 求解 产生 y==7? 一 上 ,z= 二 72 十 s2. 我 们 胜利 在 望 , 但 要 注 
意 最 后 一 个 细节 : 如 果 r 和 s 都 是 奇数 ， 这 会 使 y 和 z 都 是 偶数 ， 这 与 本 原 性 矛 
盾 . 因此 ”> 和 s 中 的 一 个 必须 是 偶数 ， 另 一 个 必须 是 奇数 . 

最 终 ， 我 们 能 得 出 (7.4.1) 的 所 有 本 原 解 由 下 式 给 出 

T=2rs, 1 一 人 2 一 5 z=7 ts, 

其 中 > 和 s 是 互 素 的 整数 ， 一 个 是 偶数 ， 一 个 是 奇数 . 图 

因 式 分 解 、 模 n 过 滤 ( 特别 是 奇偶 性 ) 和 最 大 公 因 数 分 析 是 大 多 数 丢 番 图 方 
程 分 析 的 核心 ， 而 此 外 还 有 许多 其 他 有 用 的 工具 . 下面 的 例子 涉及 不 等 式 和 素数 
寡 分 解 中 比较 素数 的 指数 这 个 工具 的 使 用 ， 我 们 引进 一 个 新 的 记号 ， 令 pil|n 表示 
t 是 使 得 p! 整除 ”的 最 大 指数 ， 例 如 32||360. 

例 7.4.4 ”( 普 特 南 1992) 给 定 正 整 数 m, 求 所 有 正 整 数 三 元 组 (n, z, 由， 满足 
n 与 mm 互 素 , 是 




















(z+)™ = (29)". (7.4.3) 
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解答 下 面 是 这 个 问题 的 一 个 完整 解答 ， 故 非常 详尽 .这 是 对 研究 进程 自然 的 
记录 : 我 们 做 了 多 次 化 简 ， 得 到 多 个 有 效 的 方法 ， 然 后 逐渐 排除 一 些 可 能 性 ， 最 
终 , 起 初 很 有 希望 的 工具 (主要 是 奇偶 性 分 析 ) 不 能 完全 起 作用 , 但 部 分 成 功 为 我 
们 指明 了 全 新 的 方向 一 一 一 个 能 得 到 令 人 赞叹 的 结论 的 方向 . 

好 了 ， 让 我 们 开始 吧 .这 个 问题 的 难点 之 一 是 两 个 指数 m 和 n. 因为 这 有 很 
多 种 可 能 ! 算术 -几何 平均 不 等 式 ( 见 第 168 页 ) 帮助 消除 其 中 一 些 可 能 .我 们 有 








T+y > 27y, 


这 意味 着 
(zy)"” = (2+) > 27Yy)" = 2™" (ry)™, 
因此 能 推 糊 n > m，, 这 当然 有 帮助 ， 让 我 们 考虑 一 个 例子 , 例如 m= 1,n==2. 丢 
番 图 方程 现在 变 为 
了 2 十 212 X22. 
因 式 分 解 立 即 得 出 无 解 ， 因 为 两 边 加 1 产生 
(x2? —1)(y —1)=1, 


这 没有 正 整 数 解 . 但 其 他 情况 下 因 式 分 解 不 起 作用 ( 至 少 以 明显 的 方式 不 行 ). 例 
如 ， 尝 试 m = 3, n = 4， 现 在 有 
(2 + 9) = (zy) (7.4.4) 
首先 要 尝试 的 就 是 奇偶 性 分 析 . 对 4 种 情形 的 仔细 观察 表明 , 唯一 的 可 能 是 x 和 
都 必须 是 偶数 . 因此 把 它们 写 为 x = 2a, y = 20， 我 们 的 等 式 在 经 过 化 简 后 变 为 
(o + 0) = 4(a0).. 
再 一 次 思考 奇偶 性 .当然 a 和 5 不 能 有 不 同 的 奇偶 性 . 但 它们 也 不 可 能 都 是 奇数 ， 
因为 在 此 种 情况 下 等 式 左边 将 会 是 偶数 的 立方 , 这 使 得 它 是 8 的 倍数 . 然而 , 等 式 
右边 等 于 奇数 4 次 寡 的 4 倍 , 矛盾 . 因此 a 和 都 必须 是 偶数 . 记 a = 2u, = 2v 
将 方程 变 为 











(w+ vw) = 16(vw). 

让 我 们 尝试 以 前 用 过 的 分 析 类 型 ,类似 地 , w 和 w 必须 有 相同 的 奇偶 性 ,而 且 它 们 
不 能 都 是 奇数 .如 果 它 们 都 是 奇数 ， 等 式 右边 等 于 奇数 的 16 倍 ， 也 就 是 说 ，24 是 
2 的 能 整除 它 的 最 高 次 寡 . 但 等 式 左边 是 偶数 的 立方 , 因此 2 的 能 整除 它 的 最 高 次 
寡 应 该 是 23 或 2 或 2? 这 样 的 数 ， 又 一 次 得 到 矛盾 .因此 w, v 必须 均 为 偶数 . 

以 此 类 推 ， 我 们 能 制造 一 个 无 限 的 能 证 明 变量 依次 地 被 2 整除 的 论证 链 ， 而 
每 次 整除 后 仍然 是 偶数 ! 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 没有 一 个 有 限 整 数 有 这 种 性 质 . 但 让 
我 们 利用 极端 原理 来 避免 无 限 性 的 星 深 .， 回 到 等 式 (7.44)， 令 m% s 分 别 是 2 的 能 
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整除 z, y 的 最 高 次 需 . 然后 记 z = 2"a, y = 255， 其 中 a 和 5 是 奇数 ， 而 且 知 道 
和 s 都 是 正 的 .共有 两 种 情形 : 
。 不 失 一 般 性 ,假设 7 < s， 则 (7.4.4) 变 成 

(22ra2 下 2 = 24"+4sg4p4, 
并 且 在 两 边 同 时 除 以 2”， 得 到 

(a? 守 227 一 2502)3 = 24s—27 0 4p4. 
注意 指数 4s - 27 是 正 的 ， 使 得 等 式 右边 为 偶数 .但 等 式 左边 为 奇数 的 立 
方 ， 也 是 奇数 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 不 存在 解 . 
现在 假设 7 = s. 那么 (7.4.4) 变 成 

(o2 十 好) 一 227a404. (7.4.5) 


两 边 都 是 偶数 这 是 可 能 的 ， 但 更 细致 的 分 析 会 产生 矛盾 : 因为 a 和 ?都 
是 奇数 ，a? 三 六 = 三 1 (mod4)， 因 此 wo 十 刀 三 2 (mod 4)， 这 意味 着 
21|o2 十 巡 ,， 所 以 23|(o2 十 好 )3， 另 一 方面 ，22 交 227a4 妈 ， 其 中 ” 是 正 整 数 . 
2r = 3 是 不 可 能 的 ， 因 此 等 式 (7.4.5) 左边 和 右边 在 素数 符 分 解 中 2 的 指 
数 不 相 同 ， 这 不 可 能 . 
“万 事 俱 备 ， 只 欠 东 风 ”， 最 后 讨论 一 般 情况 . 虽然 问题 看 起 来 无 解 ， 但 让 我 们 
以 开放 性 的 思维 来 考虑 本 题 . 
考虑 等 式 (z2 + y2)7 = (zy)".， 我 们 知道 n> mm 并 且 x 和 都 是 偶数 (使 用 
和 前 面 一 样 的 奇偶 性 分 析 ) . 令 2"||zx, 25||ly， 考虑 以 下 两 种 情形 . 
1. 不 失 一 般 性 ,假设 7 < s， 则 227?|(z2 上 + 02)7 且 2*+m3|(xy)”"， 这 意味 
着 2rm = nr 十 ns， 这 不 可 能 ， 因 为 m 严格 小 于 n. 
2. 假设 > = s， 那 么 我 们 能 记 z = 2"a, y = 2"5， 其 中 a 和 5b 都 是 奇数 .因此 


(Z2 提 2 了 2 227m(a2 站 b>)™, 


其 中 Q2 平 102 0 (mod 4)， 因此 2 本 个 | (2 十 22) 普 . 因为 22"7|| (zy)”， 有 


2rm + m = 2rn, 


并 且 令 人 惊讶 地 ， 这 个 方程 有 解 . 例如， 如 果 m = 6， 那么 "=1 且 n= 9 成立 . 
这 不 意味 着 原 方程 有 解 ， 但 当然 不 能 排除 这 种 可 能 性 . 

现在 又 怎样 ? 看 起 来 我 们 需要 研究 更 多 情形 . 但 首先 , 让 我 们 思考 其 他 的 素数 . 
在 奇偶 性 分 析 中 , 能 用 任意 素数 p 代 禁 2 吗 ? 在 上 述 的 情形 1 中 , 这 是 可 行 的 , 即 
选择 任意 素数 p 并 令 p™||z, p"l|y， 现 在， 如 果 假 设 w < v， 得 到 p> (zx? 十 她) 
且 p+” |(zy)”"， 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 n > m， 我 们 能 得 出 什么 结论 ? 那 就 是 : 
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无 论 素 数 p 取 何 值 , ww 和 v 不 可 能 不 相等 . 也 即 : 对 于 任意 素数 2， 唯一 的 可 能 就 
是 wu 和 w 永远 相等 .这 意味 着 x 和 y 相等 ! 
换 名 话说， 我 们 已 经 证 明了 只 有 当 z = y 时 才 可 能 存在 解 ， 其 他 情况 下 不 存 


在 解 ， 在 这 种 情形 下 ， 有 


(25 人”， 


于 是 ， om p22m EE zr27 T2722m 一 27m 


因此 xz = 2:， 我 们 有 2nt 一 2mt =m， 即 


(2t + 1)m = 2nt. 


最 终 , 我 们 使 用 假设 nn 上 m. 又 因为 2t 上 2t+1, 上 式 成 立 的 唯一 方式 是 n= 2t 十 1 


且 m = 2t. 


这 最 终 产生 了 无 穷 多 个 解 . 如果 m = 2t 且 n = m 十 1， 容 易 验 证 
7 一 Vy 一 2" 确实 满 是 (x? 十)" = (zy)". 


并 且 这 些 是 仅 有 的 解 . 也 就 是 说 ， 如 果 m 是 奇数 ,无 解 ; 如 果 m 是 偶数 ， 则 


存在 唯一 解 


n=m+1,7x= y= 2"/2. 国 


问题 与 练习 


题 7.4.5 严格 证 明 下 面 两 个 命题 ， 我 们 在 
例 7.4.3 中 用 到 过 它们 : 

(a) 如 果 wLv 且 wv=zx2, 则 久 和 w 一 
定 是 完全 平方 数 . 

(b) 如 果 p 是 素数 且 gcd(w,v) = 2 且 
岂 一 22， 则 必 =pr2 vv 一 ps 上 且 上 5. 
题 7.4.6 (希腊 1995) 求 所 有 的 正 整数 m”， 使 
得 一 54 十 55 十 5” 是 完全 平方 数 . 对 24 二 27 十 2” 
做 同样 的 工作 . 
题 7.4.7 (英国 1995) 求 所 有 正 整 数 三 元 组 
(a,b,c) 使 得 

@ ;) (+ 1 (1 -2. 

a b c 

题 7.4.8 证 明 : 恰好 存在 一 个 整数 n 使 得 
23 十 211 十 2" 是 完全 平方 数 . 
题 7.4.9 求 满足 下 式 的 所 有 有 序 正 整数 对 
(z,y) 的 数量 








ry a 
Xi+Yy 





题 7.4.10 (USAMO 1979) 求 方程 
mt 十 02 十 … 十 nd = 1599 
所 有 非 负 整数 解 (nl,m2，: 
题 7.4.11 求 方程 abc 一 2 = a 十 b 十 c 的 所 有 
正 整 数 解 . 
题 7.4.12 (德国 1995) 求 满足 z3?+8z2 一 6z 十 
8 = 多 的 所 有 非 负 整数 对 (z, y). 
题 7.4.13 (印度 1995) 求 满足 7? 一 3 = 4 
的 所 有 正 整数 zx, y. 
题 7.4.14 为 方程 x? 十 2y? = z? 发 展 一 套 完 
整 的 理论 ， 你 能 推 而 广 之 吗 ? 
题 7.4.15 体重 都 是 整数 的 23 个 人 决定 要 踢 
足球 ,分 成 每 队 11 人 的 两 队 , 再 加 上 一 个 裁判 . 
为 了 保证 公平 ， 分 好 的 两 个 队 的 总 体重 必须 一 
致 .已 知 无 论 选择 哪个 人 当 裁 判 ， 这 一 点 总 可 
以 做 到 . 证 明 这 23 个 人 的 体重 一 定 都 相同 . 
题 7.4.16 (印度 1995) 对 于 素数 p， 求 方程 
ZX? 十 y? = p” 的 所 有 正 整数 解 rT, Y, 2, 也 . 


中 ;7214). 


佩 尔 方程 


二 次 丢 番 图 方程 xz? 一 dy? = n, 其 中 ad 
和 n 固定 ， 称 为 佩 尔 方程 . 

题 7.4.17-7.4.22 将 会 介绍 这 个 有 趣 问题 
的 一 些 性 质 与 应 用 ,我 们 将 把 注意 力主 要 集中 
在 n = 土 1 的 情形 .关于 这 个 主题 的 完整 研 
究 ， 包括 佩 尔 方程 与 连 分 数 的 关系 ， 请 参阅 任 
何 一 本 数论 教材 . 
题 7.4.17 注意 : 如 果 d 是 负 的 ,那么 z2 一 
dy? = n 只 有 有 限 个 解 . 


题 7.4.18 类 似 地 , 如 果 d 是 完全 平方 数 , 那 
么 一 dy? =n 只 有 有 限 多 个 解 . 


题 7.4.19 因此 ， 唯 一 “有 趣 ” 的 情形 是 : aq 
是 正 数 且 不 是 完全 平方 数 . 让 我 们 考虑 一 个 具 
体例 子 : z2 一 2y2 = 1. 

(a) 容易 验证 (1,0) 和 (3,2) 是 解 . 稍 加 
努力 得 到 下 一 个 解 (17, 12). 

(b) 请 先 遮 住 下 面 的 (c) ! 现在 , 看 看 是 否 
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能 找到 一 个 简单 的 线性 递 推 式 : 从 (1,0) 产生 
(3,2)， 再 从 (3, 2) 产生 (17, 12). 使 用 这 个 结 
论 来 产生 一 个 新 的 解 ， 并 检查 它 是 否 可 行 . 
(c) 可 以 发 现 : 如 果 (w,v) 是 zx? 一 2y? = 1 
的 解 ， 那 么 (3w 十 4v, 2u 十 3v) 也 是 .证 明 该 
命题 成 立 ， 这 比 当 初 发 现 它 容 易 多 了 ， 因 此 如 
果 在 (b) 里 你 “ 作 蛇 ”了 ， 请 不 要 自 责 . 
(d) 至 此 ， 你 理解 了 从 已 有 的 解 精巧 的 线 
性 组 合 的 生成 新 解 这 个 有 用 的 工具 ， 应 该 动手 
尝试 Z2 一 8y? 二 1. 一般 地 ,给 定 任何 正 的 非 
完全 平方 数 4d， 这 个 方法 将 会 为 佩 尔 方程 提供 
无 限 多 个 解 . 
题 7.4.20 注意 (3 十 2V2)? = 17 十 12V2. 这 
是 巧合 吗 ? 请 思考 并 做 出 猜想 及 归纳 . 
题 7.4.21 对 于 一 些 正 的 非 完全 平方 数 4， 尝 
试 求解 z? 一 dy? = 一 1. 
题 7.4.22 如 果 一 个 整数 的 素 因子 都 是 至 少 
二 次 方 的 ,我们 称 之 满 平方 . 证 明 : 存在 无 限 
多 对 连续 的 满 平方 的 整数 . 


前 几 节 几乎 没有 呈现 数论 的 丰富 性 .我 们 用 一 些 有 趣 的 例子 来 结束 本 章 ， 
个 例子 均 运 用 新 的 或 者 旧 的 方法 解决 问题 . 要 特别 指出 的 是 ,我 们 要 提出 几 个 “ 交 
又 ”型 的 问题 ， 它 们 体现 了 数论 与 组 合 数学 深层 次 的 联系 . 


多 项 式 能 总 是 输出 素数 吗 
例 7.5.1 


考虑 多 项 式 f(x) := z2 +z 十 和， 你 可 能 回想 起 了 它 在 第 37 页 


题 2.2.30 中 出 现 过 . 欧 拉 研究 了 这 个 多 项 式 , 并 且 发 现 : 在 nn 为 从 0 到 39 的 整数 
时 , f(n) 都 是 素数 . 观察 者 在 无 意 地 尝试 了 一 些 n 以 后 , 猜想 这 个 多 项 式 总 是 输出 
素数 . 要 证 明 这 不 成 立 不 用 什么 计算 , 只 要 让 z = 41, 便 有 f(41) = 412 十 41 十 41， 
明显 这 是 41 的 倍数 (并 且 也 容易 看 出 : 如 果 x = 40， 它 也 会 是 41 的 倍数 ). 现 
在 我 们 面 对 了 一 个 “有 趣 ” 的 情形 : 
存在 常数 项 为 士 1 的 整 系数 多 项 式 f(z) 使 得 f(n) 对 于 所 有 m EN 
都 是 素数 吗 ? 


分 析 记 





f(x) = anz2 十 an 17 十 十 ao0， (7.5.1) 
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其 中 a; 是 整数 且 ao = 士 1 注意: 不 能 使 用 在 2 十 x 十 41 中 “插入 ao” 的 技巧 . 
因为 我 们 暂时 犯难 了 ,于 是 采取 惯常 的 做 法 一 一 试验 ! 考虑 f(x) := 如 十 Zz 十 1. 让 
我 们 列 一 张 表 : 








n 1 2 3 4 5 6 人 





fln) | 3 111 | 31 | 69 | 131 | 223 | 351 


这 个 多 项 式 输出 的 不 全 是 素数 ， 第 一 个 “失败 ”的 值 为 z = 4. 但 我 们 只 是 为 
了 寻找 规律 .注意 到 f(4) = 3 x 23， 并 且 下 一 个 合 数 为 f(7) = 33 x 13， 注 意 到 
4=1+3 且 7=4+3， 现在 我 们 已 经 准备 做 出 一 个 尝试 性 的 猜想 : f(7 十 3) 也 是 
3 的 倍数 .这 看 起 来 似乎 妙 不 可 言 ， 果 然 


f(10) = 10 +10+1= 1011= 3 x 337. 


让 我 们 尝试 证 明 这 个 猜想 ， 至 少 对 这 个 特殊 多 项 式 做 些 尝试 .给 定 3|f(a), 我 们 想 
要 证 明 3|f(a+3)， 有 


fla+3)= (a+3+(a+3)+1l= (0 +90+274+27)+(a+3)+1. 


千 万 不 要 想 合并 同类 项 一 一 那 将 会 是 盲目 地 “化 简 ”. 反而 ,我 们 要 结合 f(a) 是 3 
的 倍数 的 假设 ， 接 着 写 
flat+3)= (ot+a+t+1)+ (9 + 27a+ 27+3), 

这 样 ， 这 步 便 大 功 告 成 ， 因 为 第 一 个 括号 中 的 表达 式 是 f(a)， 这 是 3 的 倍数 ， 并 
且 第 二 个 括号 中 的 表达 式 的 系数 都 是 3 的 倍数 . 

解答 ”现在 我 们 准备 好 了 尝试 一 个 更 一 般 的 论证 . 假设 f(x) 是 (7.5.1) 中 定 
义 的 一 般 多 项 式 ， 对 于 某 个 整数 v， 令 ju) = p， 其 中 p 是 素数 .我 们 想 要 证 明 
f(w 十 p) 将 是 p 的 倍数 . 有 

f(t+p)=an(+tp)" +an (+P) + 二 Qi(v +p) + ao. 
在 因为 这 个 等 式 的 复杂 性 晕 倒 前 ,证 我 们 来 对 其 进行 考量 . 如 果 将 每 个 (十 六 表 
达 式 通过 二 项 式 定理 展开 ， 首 项 是 w*， 因 此 当然 能 减 去 Fw， 我 们 需要 考察 剩 下 
什么 ， 也 就 是 ， 
fl(utp) — ff) = an (tp)" +t an (tp we) + ap. 

这 相当 于 要 证 明 : 对 于 所 及 ，(w 十 p)* 一 w* 能 被 p 整除 . 这 是 一 个 使 用 同 余 记 号 
的 简单 练习 ， 因 为 十 p 三 wu (mod p) 草 含 着 (WW 十 p)* 三 wu* (mod p). 

我 们 还 没有 全 部 完成 ， 因 为 可 能 出 现 f(w 十 p) - f(w) = 0 的 情形 .在 这 种 情 
况 下 ，f(w 十 p) = p， 不 是 合 数 . 如 果 这 发 生 ， 我 们 就 一 直 加 上 p 的 倍数 . 同 理 可 
证 : f(w 十 2p), 了 (wv 十 2p),… 都 是 p 的 倍数 .因为 f(x) 是 多 项 式 ， 它 只 能 对 有 限 
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多 个 x 值 等 于 p (或 -p) [如若 不 然 , 新 多 项 式 g(z) := f(x) 一 p 将 会 有 无 穷 多 个 
零点 ， 这 与 代数 基本 定理 矛盾 ]. 图 
顺便 说 一 句 , 我 们 从 来 没有 使 用 p 是 素数 的 事实 .因此 得 到 了 一 个 “意外 ”的 
结论 : 
如 果 f(z) 是 整 系数 多 项 式 ， 那 么 对 于 所 有 整数 a，f(a 十 f(a)) 是 
f(a) 的 倍数 . 


如 果 能 计数 ， 那 它 便 是 整数 

例 7.5.2 令 keN. 证 明 : 大 个 连续 整数 的 乘积 能 被 il 整除 . 

解答 通过 “ 纯 ” 数 论 推导 能 够 解决 这 个 问题 ， 但 通过 一 个 简单 的 观察 ， 这 个 
问题 会 变 得 更 为 简单 和 有 趣 ， 即 

mm+1l)(m+2).. (m+k m1) Ck 
kl! k 

并 且 二 项 式 系 数 都 是 整数 ! 国 

这 个 例子 告诉 我 们 : 要 保持 灵活 的 思维 . 任何 包含 整数 的 问题 中 都 有 组 合 推理 
的 用 武之 地 ， 下 面 的 例子 延续 这 种 思想 . 


费 马 小 定理 的 一 个 组 合 证 明 
回忆 费 马 小 定理 (第 221 页 ): 如 果 p 是 素数 ， 那 么 


a? 三 a (mod p) 

对 于 所 有 a 成 立 ， 等 价 地 ， 费 马 小 定理 说 a? 一 a 是 p 的 倍数 .表达 式 a? 有 许多 
简单 的 组 合 解释 . 例如 ， 使 用 a 个 字母 的 字母 表 共有 a? 个 不 同 的 p 字母 单词. 

让 我 们 使 用 a = 26, p = 7 的 例子 ， 并 且 考 虑 这 267 个 单词 的 字典 D， 定义 转 
移 函 数 s : D 一 D 为 将 一 个 单词 最 后 一 位 字母 ( 最 右边 的 字母 ) 移 到 第 一 位 的 操 
作 . 例如 ，s(fermats) = sfermat. 在 字典 D 中 ， 如 果 对 其 中 一 个 单词 有 限 次 地 
使 用 转移 函数 能 得 到 另 一 个 单词 ,我们 将 这 两 个 单词 称 为 “姐妹 ” 例如 ，integer 
和 gerinte 是 姐妹 ,因为 s?(integer) = gerinte. 让 我 们 将 一 个 单词 的 所 有 姐妹 
称 为 “姐妹 会 "， 因 为 任何 单词 都 是 自己 的 姐妹 ， 故 包含 integer 的 “姐妹 会 ” 包 
含 这 个 单词 和 

rintege, erinteg, gerinte, egerint, tegerin, ntegeri. 

题 7.5.3 证 明 : 如 果 s(UV) = U， 那 么 单词 UV 的 所 有 字母 相同 . 当然 ,恰好 

有 26 个 这 样 的 “无 聊 ” 单 词 : 
aaaaaaa, bbbbbbb, ::: ,ZZZZZZZ. 


题 7.5.4 证 明 : 如 果 s"(V)=U(0<r<7)， 那么 UV 一定 是 “无 聊 ” 单 词 . 
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题 7.5.5 所 有 “姐妹 会 ”要 么 恰好 有 1 个 成 员 ， 要 么 恰好 有 7 个 成 员 . 

题 7.5.6 证 明 : D 中 的 “ 非 无 聊 ” 单 词 数量 (26" 一 26 ) 一 定 是 7 的 倍数 . 

题 7.5.7 推广 你 的 论证 ， 使 得 它 对 任何 素数 p 成 立 ， 在 证 明 过 程 中 需要 用 到 
哪个 简单 的 数论 原理 ? 


两 个 平方 数 之 和 
我 们 将 以 下 述 丢 番 图 方程 来 结束 本 章 : 
T+ =n. 


在 此 不 追求 理论 的 完备 (一 个 非常 易 懂 的 阐述 见 文献 [22] )， 而 是 考虑 n 为 素数 p 
的 情形 . 下 面 的 探索 将 会 用 到 以 前 已 经 用 过 的 战略 和 战术 , 包括 铝 笼 原理 、 高 斯 对 
偶 定 理 和 画图 分 析 . 叙述 过 程 看 似 不 着 边际 , 但 请 耐心 地 、 和 仔细 地 阅读 ， 因 为 这 是 
结合 几 种 不 同 解 题 技巧 解决 难题 的 典 例 . 

首先 回忆 : 如 果 p 三 3 (mod 4), 十 妨 二 p 无 解 ( 第 230 页 例 7.4.2). p=2 
的 情形 相当 无 聊 . 因此 ， 剩 下 所 有 需要 考察 的 是 模 4 与 1 同 余 的 素数 . 

题 7.5.8 对 于 p= 二 5,13,17,29,37,41 的 情形 ， 求 z? 十 =p 的 解 . 

你 可 能 会 猜测 : 如 果 p= 三 1 (mod 4), 则 祖 十 访 =p 恒 有 解 . 一 种 方法 是 : 思 
考 曾 做 过 的 试验 , 不 通过 反复 尝试 , 看 看 能 否 严谨 地 推导 出 解 . 让 我 们 尝试 p = 13. 
我 们 知道 一 个 解 ( 唯一 解 ， 如 果 不 考虑 符号 和 变量 顺序 ) 是 z = 3, y = 2. 但 如 何 
求解 以 下 方程 呢 ? 

T+ = 13. 
这 是 一 个 丢 番 图 方程 ， 因 此 应 该 尝试 因 式 分 解 . 但 你 可 能 会 说 :“ 这 不 能 进行 因 式 
分 解 . ”然而 事实 上 它 能 ! 我 们 可 以 写 
(z++Yi)(z— yi)= 13, 


其 中 i 当然 等 于 一 1 的 平方 根 ， 唯 一 的 问题 ， 也 是 很 大 的 问题 ， 就 是 i 不 是 整数 . 
但 让 我 们 冷静 一 下 ， 修 改 一 下 规则 ， 问 题 就 会 迎刃而解 。 一 1 的 平方 根 确实 不 
是 整数 ， 但 如 果 在 Z1s 中 考虑 问题 呢 ? 注意 到 


5 一 25 三 -1 (mod 13). 
也 就 是 说 ，i 模 13 后 “有 意义 ”，--1 的 平方 根 等 于 5 模 13. 
如 果 用 模 13 来 考查 这 个 丢 番 图 方程 ， 它 变 为 
z+y =0 (mod 13) ， 
但 现在 能 很 好 地 对 等 式 左边 进行 因 式 分 解 . 注意， 现在 能 写成 


T+y (ro 5y)((r+5y) mod 13) ， 
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并 且 只 要 z== 土 5y (mod 13), 就 能 使 x? 十 模 13 与 0 同 余 . 例如 , y=1,7x=5 
是 一 个 解 [并 且 显然 有 十 y= 26 三 0 (mod 13) ] ， 另 一 个 解 是 y = 2, z = 10， 
在 这 种 情况 下 z? 十 = 104，104 也 是 13 的 倍数 . 还 有 一 个 解 是 y = 3, z = 15. 
如 果 归 约 为 模 13， 这 等 价 于 y = 3,z = 2， 并 且 满 足 2? 十 = 13. 

这 看 起 来 有 希望 .下面 是 求解 2? 十 刀 2 = 2 的 可 能 的 算法 的 大 致 步骤 . 

1. 首先 在 2Z, 中 寻找 -1 的 平方 根 ， 记 为 凡 

2. 然后 可 以 因 式 分 解 这 十 三 (z 一 wy)(z 十 uy) (mod p)， 并 且 由 w=%， 
Z 二 wk (k 二 1,2,…) 解 出 同 余 式 

x+y =0 (mod p). 

换 句 话说 ，z2 十 会 是 p 的 倍数 . 

3 如果 幸 运 的 话 ， 通 过 模 p 来 归 约 这 些 解 时 ， 能 得 到 足够 小 的 一 对 x 和 y， 
使 得 2 十 好 不 但 是 p 的 倍数 ， 而 且 等 于 p， 则 计算 终止 . 

有 两 个 主要 的 障碍 . 第 一 ， 是否 一 定 能 找到 -1 模 2 的 平方 根 ? 第 二 ， 如 何 能 
保证 x 和 y 的 值 足够 小 ， 使 得 zz 十 刀 2 等 于 p 而 不 是 (比如 说 ) 37p? 

我 们 可 以 用 50 以 内 的 素数 做 试验 (如果 需要 , 可 以 使 用 计算 器 或 计算 机 )， 以 
此 来 决定 : 对 于 哪些 素数 p, -1 模 p 的 平方 根 存在 . 你 会 发 现 : 如 果 p= 1 (mod 4)， 
就 一 定 能 在 马 中 找到 V-1. 但 如 果 p= 3 (mod 和， 则 一 定 不 行 . 

可 以 肯定 地 说 ， 以 下 命题 看 上 去 是 正确 的 : 当 且 仅 当 p 三 1 (mod 4) 时 











Z2 三 一 1 (mod p) 


有 解 . 当然 ， 数 值 试验 并 不 能 作为 证 明 . 我们 仍然 需要 一 个 证 明 . 

就 目前 而 言 ， 我们 无 须 担心 这 个 问题 ,而 只 要 假设 : 无 论 何 时 需要 ， 都 能 找到 
一 1 模 p 的 平方 根 . 回 到 第 二 个 障碍 . 我 们 能 生成 无 限 多 个 (x,y), 使 得 xz? 十 y? 是 
2 的 倍数 我们 要 做 的 就 是 让 这 些 值 足够 小 . 当然 ,， 如果 xz 和 y 都 小 于 万， 那么 
22 十 好 < 2p 迫使 十 =p， 这 是 有 用 的 ， 因 为 如 果 w < yp， 我 们 立刻 就 能 完 
成 ,y = 1, x = w 就 满足 要 求 . 

另 一 方面 ， 如 果 w > Vp (注意 w 不 能 等 于 V5， 因为 p 是 素数 ， 所 以 p 不 是 
完全 平方 数 )， 情 况 又 会 如 何 呢 ? 令 t := Lv 可 于 是 问题 简化 为 证 明 : 在 归 约 为 
模 p 后 ， 




















土 u, 土 2u, 土 3u,……, 土 tu， 
中 至 少 有 一 个 数 的 绝对 值 比 VP 小 . 

让 我 们 尝试 p = 29 的 例子 ， 有 上 := LV29| =5 且 尽 =17. (这 是 反复 尝试 得 
到 的 值 ， 请 验证 它 的 有 效 性 ! ) 因为 u > t， 需 要 考查 数列 


U, 2u, 3u, 4u, Bu 
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模 29 的 表现 ， 画 一 张 图 : 





上 图 中 ， 短 刻度 表示 从 0 到 29 的 整数 ， 而 长 刻度 表示 如 下 的 数 : 

VP, 2Vp, 3Vp, 4Vp, 5vpP. 
注意 : 2u = 34 = 5 (mod 29) 和 5u = 85 = 一 2 (mod 29) 都 有 效 ， 分 别 产 生 解 
y= 二 2, X= 二 5 和 ==5,z = 一 2. 但 它们 为 什么 有 效 呢 ? 一 般 地 ， 将 点 标 在 数 轴 上 ， 
并 且 和 希望 看 到 一 个 点 在 第 一 个 长 刻度 的 左边 , 或 者 在 最 后 一 个 长 刻度 的 右边 . 这 些 
点 不 会 与 长 刻度 重合 ， 因 为 长 刻度 对 应 着 无 理 数 . 不 失 一 般 性 , 我们 假设 v > Vz. 
通常 ， 共 有 上 个 长 刻度 . 数列 v2wu,… ,tu 由 模 p 不 同 的 值 组 成 ，( 为 什么 ? ) 因此 
我 们 将 会 把 t 个 不 同 的 点 标 在 数 轴 上 . 下面 是 3 种 可 能 性 : 

1. 其 中 一 个 点 位 于 第 一 个 长 刻度 的 左边 . 

2. 其 中 一 个 点 位 于 最 后 一 个 长 刻度 的 右边 . 

3. 没有 一 个 点 在 上 述 两 个 位 置 上 . 

在 情形 1 和 2 中 , 我 们 能 够 很 快 完成 证 明 . 在 情形 3 中 , 有 t 个 点 位 于 t 一 1 个 
(以 长 刻度 分 隔 的 ) 区 间 中 . 根据 饮 笼 原理 , 其 中 一 个 区 间 必 然 有 两 个 点 . 假设 mw 
和 nw 位 于 同一 个 区 间 , 这 意味 着 (m 一 n)wu 是 (可 能 是 负 的 ) 整数 , 但 它 的 绝对 值 
小 于 VP. 因为 Im 一 n| < 正好 能 选择 := |m 一 n|, 并 且 能 保证 y= 和 z= kw 
( 模 p 后 ) 都 会 小 于 yz， 因此 完成 了 证 明 ! 

这 是 馈 笼 原理 的 一 个 有 趣 的 应 用 .尚未 完成 的 就 是 : 证 明 一 定 能 得 到 -1 的 
平方 根 . 我 们 有 一 个 可 用 的 工具 ， 也 就 是 以 前 证 明 过 的 一 个 看 起 来 令 人 惊叹 的 定 
理 一 一 威尔逊 定理 .回忆 威尔逊 定理 (第 64 页 例 3.1.9 ): 如 果 p 是 素数 ， 那 么 
(p 一 1)! 三 一 1 (mod p). 假设 p=1 (mod 4)， 简单 的 高 斯 配对 能 把 (p 一 1)! 重组 
为 模 p 完全 平方 ， 在 那 种 情况 下 ，p 一 1 将 会 是 4 的 倍数 ， 因 此 (p 一 1)! 中 的 单独 
项 能 被 安排 成 偶数 对 .例如 ,， 令 p = 13， 则 有 

12! = (1 x 12)(2 x 11)(3 x 10)(4 x 9)(5 x 8)(6 x 7). 
每 对 模 13 都 有 x (一 k) 的 形式 ， 因 此 有 

12! 三 (一 12)( 一 22)( 一 32)( 一 人 各)( 一 52)( 一 62) (mod 13) ， 
并 且 ， 因 为 乘积 中 共有 偶数 个 负 号 ， 整 个 式 子 同 余 于 (60)2 模 13， 将 此 与 威尔逊 定 
理 结 合 得 到 

















(602 三 -1 (mod 13) . 
这 个 论证 当然 能 推广 到 任何 具有 4 十 1 形式 的 素数 p， 我 们 不 仅 证 明了 一 1 的 平 
方 根 存在 ， 还 能 显 式 地 计算 它 . 一 般 性 的 结论 是 : 
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如 果 p 是 素数 且 p= 三 1 (mod 4)， 则 


人 (mod p) 
一 ! = p). 
对 于 方程 zz?+y = p 的 探索 至 此 全 部 完成 . 我 们 成 功 地 证 明了 :如 果 p= 1 (mod 汉 ， 





原 方程 恒 有 解 . 


问题 与 练习 


下 面 是 儿 种 不 同类 型 的 问题 和 练习 ， 题 目 难 度 循序 渐进 . 


题 7.5.9 第 235 页 例 7.5.1 说 : 通过 数学 归 
纳 法 能 证 明 , 对 于 所 及 , (ww 十 p)* 一 wu* 能 被 p 
整除 . 
(a) 完成 这 个 归纳 证 明 . 这 是 个 简单 练习 . 
(b) 更 简单 的 练习 : 思考 x” 一 y” 的 因 式 
分 解 ， 你 应 该 已 经 记 住 它 了 ， 如 果 还 没有 ， 见 
第 142 页 公式 5.2.7. 


题 7.5.10 证 明 : 对 于 任何 素数 p 有 (ao 十 
b) ?三 a?++b? (mod p). 
题 7.5.11 使 用 第 186 页 题 6.1.29 的 多 项 式 
定理 来 考查 
(1 十 1 十 … 十 1] ， 
一 一 
个 于 

并 且 导 出 费 马 小 定理 的 另 一 个 组 合 证 明 . 请 解 
释 : 为 什么 这 个 证 明 等 价 于 我 们 在 第 237 页 讨 
论 过 的 那个 证 明 . 
题 7.5.12 ( 普 特 南 1983) 共有 多 少 个 正 整 
数 n， 使 得 n 是 104 或 203? 中 至 少 一 个 数 
的 正则 因数 ? 
题 7.5.13 (俄罗斯 1995) 数 1,2,3,:…,100 
可 能 是 12 几何 级 数 的 项 吗 ? 
题 7.5.14 ( 基 兰 . 凯 德 拉 亚 ) 令 p 为 奇 素数 ， 
且 P(z) 是 次 数 至 多 为 p 一 2 的 多 项 式 . 

(a) 证 明 : 如 果 P 是 整 系数 多 项 式 ， 那么 
对 于 任何 整数 nn 都 有 P(n) 十 Pn 二 +1) 十 … 十 
Pn 十 p 一 1) 是 能 被 p 整除 的 整数 . 

(b) 对 于 任何 整数 n, 如果 P(n)++P(n+1) 
十 … 十 P(n 十 p 一 1) 是 能 被 p 整除 的 整数 , 那 





么 P(n) 一 定 是 整 系数 多 项 式 吗 ? 
题 7.5.15 (IMO 1972) 令 m 和 nn 为 任意 非 
负 整 数 . 证 明 下 面 的 数 是 整数 . 
(2m)!(2n)! 

min!l(m + n)! 

题 7.5.16 求 以 下 方程 的 所 有 整数 解 . 
Z2 十 vy 十 2 二 27Yz 

题 7.5.17 (USAMO 1981) 一 个 给 定 角 的 度 
数 是 180°/n， 其 中 n 是 不 能 被 3 整除 的 正 整 
数 . 证 明 : 这 个 角 能 通过 欧 几 里 得 方法 ( 尺 规 
作 图 ) 三 等 分 . 
题 7.5.18 证 明 : 当 且 仅 当 n 是 2 的 窜 时 ， 
(CD) (2 2) 都 是 偶数 . 
题 7.5.19 把 题 7.5.18 作为 更 有 趣 的 开放 性 
问题 的 起 点 : 对 于 帕斯卡 三 角 中 的 数 的 奇偶 性 ， 
你 能 体会 出 什么 ? 它 有 规律 吗 ? 你 能 为 每 行 中 
的 奇数 (或 偶数 ) 找到 一 个 公式 或 者 算法 吗 ? 
对 于 其 他 m 值 , 能 说 出 关于 模 m 整除 性 的 有 
意义 的 结论 吗 ? 
题 7.5.20 证 明 : 给 定 p, 存在 满足 d(px) = x 
的 xz， 也 存在 满足 d(p?y) =y 的 vy. 
题 7.5.21 证 明 : 当 且 仅 当 ?是 1, 4 或 素数 
时 ，d(nzx) = n 的 解 的 个 数 为 1; 如 果 n 是 不 
同 素数 的 乘积 ， 解 的 个 数 是 有 限 的 ; 否则 ， 解 
的 个 数 是 无 限 的 . 
题 7.5.22 证 明 : n 的 奇 因数 的 和 等 于 


— >》 (-1)"/d. 
dln 
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题 7.5.23 令 w(m) 为 整除 m 的 不 同 素数 的 个 
数 . 证 明 : 


DD =20". 


dln 
题 7.5.24 存在 使 下 式 成 立 的 x 吗 ? 
HA(z)=Az+TH=Az+2)=… 一 NA(z 十 1996) 


题 7.5.25 回忆 函数 原 象 的 定义 (第 139 页 ). 
证 明 : 对 于 每 个 ne€ N， 


> pn(k)=0. 


REd LOn) 
例如 , 如果 n=4, 则 8-71(n) = {5,8,10,12} 
[ 当然 ,需要 验证 没有 满足 9(k) = 4 的 其 他 大] 


pa(5)+HA(8)+A(IO) 上 Al12) = —1+0+140=0. 
题 7.5.26 帕斯卡 三 角 中 是 否 存在 这 样 一 行 : 
它 包 含 4 个 不 同 元 素 a, b, c, dg， 使 得 5 = 2a 
且 w=2c? 


题 7.5.27 对 于 一 副 包 含 偶数 张 牌 的 纸牌 , 定 
义 如 下 的 “完美 洗 牌 ”: 将 一 副 牌 等 分 为 上 下 两 
半 ， 然 后 在 两 堆 牌 中 逐 张 交错 取 牌 : 从 下 一 半 
的 最 上 面 一 张 开 始 ， 然 后 是 上 一 半 的 最 上 面 一 
张 ， 以 此 类 推 . 例如 ， 如 果 一 副 牌 从 上 到 下 为 
“123456”， 在 一 次 完美 洗 牌 后 变 为 “415263”. 
如 果 要 将 一 副 94 张 的 纸牌 恢复 为 原来 的 顺序 ， 
需要 的 完美 洗 牌 (大 于 零 的 ) 次 数 最 少 是 多 少 
呢 ? 这 个 结论 能 够 推广 至 任意 (偶数 ) 数量 的 
纸牌 吗 ? 














全 数 


题 7.5.28-7.5.30 探索 一 些 简单 的 思想 , 这 
些 思想 曾经 吸引 和 困扰 了 数学 家 至 少 2000 年 . 
题 7.5.28 证 明 : 关于 o 函数 的 两 个 “事实 ”: 

(a) 当 且 仅 当 o(n) =n 十 1 时 ， 正 整数 m 
是 素数 . 

(b) 如 果 o(n)=n+a 且 aln 且 a<n，, 
则 a = 1. 
题 7.5.29 如 果 o(n) = 2n， 则 整数 ” 称 为 
完全 数 . 例如 ,因为 1 二 2 二 3 十 6 二 2x 56， 
所 以 6 是 完全 数 . 


Bl 


(a) 证 明 : 如 果 2* 一 1 是 素数 ， 则 
2*-1(2* 一 1) 是 完全 数 . 古 希腊 人 知道 这 个 
“事实 ”"， 他 们 计算 出 了 完全 数 28, 496, 8128. 

(b) 直到 18 世纪 ， 欧 拉 证 明了 上 述 事 实 
的 部 分 的 逆 命 题 : 

每 个 偶 完 全 数 一 定 具有 形式 

22 1(22 一 1)， 其 中 2 一 1 是 素数 . 

现在 请 你 证 明 它 . 


题 7.5.30 关于 奇 完 全 数 ， 你 的 理解 是 什 
么 ? 《顺便 说 一 句 ， 至 今 无 人 发 现 过 奇 完 全 
数 ， 也 无 人 证 明 过 奇 完全 数 不 存 在 .但 这 并 不 
证 明 你 不 能 就 此 说 出 一 些 有 见地 的 话 . ) 





本 原单 位 根 与 割 圆 多 项 式 


题 7.5.31-7.5.36 探索 了 多 项 式 、 数 论 和 

复数 间 的 迷人 的 关系 .在 尝试 下 面 问题 之 前 ， 
需要 阅读 单位 根 (第 118 页 ) 的 内 容 . 
题 7.5.31 本 原单 位 根 . 如 果 n 是 满足 Cc” = 1 
的 最 小 正 整数 ， 则 复数 5 称 为 n 阶 本 原单 位 
根 . 例如 , 4 阶 单位 根 是 1, i 一 1, 一 i, 但 只 有 
i 和 -i 是 4 阶 本 原单 位 根 . 

(a) 如 果 p 是 素数 ， 则 共有 p 一 1 个 p 阶 
本 原单 位 根 ， 也 就 是 除 1 以 外 所 有 p 阶 单位 
根 : 6 6 6 62 1 其 中 5= Cis 到 

(b) 如 果 5= Cis 冬 ， 那么 C* 是 n 阶 本 

原单 位 根 当 且 仪 当 与 n 互 素 . 因此， 共有 
9(n) 个 n 阶 本 原单 位 根 . 
题 7.5.32 定义 Bn(z) 为 9(n) 阶 首 一 多 项 
式 ， 并 且 它 的 根 是 p(n) 个 不 同 的 本 原单 位 
根 . 这 个 多 项 式 被 称 为 n 阶 割 圆 多 项 式 . 计 
算 Bi (x), B2(7),… ,B12(Z)， 以 及 Bp(z) 和 
Pyp2 (p 是 素数 ). 


题 7.5.33 证 明 : 对 于 所 有 正 整数 n， 
2 = 二 [| ®a(2). 
dl 


题 7.5.34 证 明 : 对 于 所 有 正 整 数 n， 
Bn(z) = [I — D)*"®. 


dln 


题 7.5.35 证 明 : 对 于 每 个 n Eee N,n 阶 
本 原单 位 根 的 和 等 于 ju(n)， 换 句 话 说 ， 如 果 
C:= Cis 并， 则 


5 C= p(n). 


aln 
l1<a<n 


题 7.5.36 证 明 : 对 于 所 有 n，GBn(x) 的 系数 
是 整数 .系数 是 否 只 能 是 土 1? 
题 7.5.37 模 p 原 根 . 回忆 一 下 ， 高 斯 对 十 
七 边 形 问题 ( 题 4.2.38-4.2.41 ) 惊人 的 解决 
方案 的 一 个 要 素 是 对 于 素数 p 存在 模 p 原 根 ， 
它 是 一 个 数 9 使 得 g (mod p) 的 阶 是 p 一 1. 
换 句 话说 ,满足 g* 三 1 (mod p) 的 最 小 正 整 
数 是 =p 一 1. 模 p 原 根 与 本 原单 位 根 有 
相当 好 的 联系 .下面 是 证 明 我 们 总 能 找到 原 根 
(a) 如 果 你 还 没有 做 题 7.2.13-7.2.14， 请 
先 做 这 些 题 ， 以 验证 关于 阶 的 基本 概念 . 
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(b) 类 似 地 ， 请 做 题 7.5.31-7.5.34， 以 便 
更 好 地 理解 割 圆 多 项 式 . 

(c) 在 本 章 的 开头 ， 证 明了 整数 的 算术 基 
本 定理 ， 关 键 在 于 除法 . 扩展 算术 基本 定理 到 
多 项 式 , 包括 系数 在 2 中 的 多 项 式 . 你 需要 思 
考 什么 是 素 多 项 式 ， 带 余 除 法 是 意味 着 什么 ! 

(d) 考虑 z?-!1 一 1( 模 p), 换 句 话说 , 系 
数 在 Z。 中. 解释 为 什么 它 ( 唯一 ) 因 式 分 解 
为 线性 因 式 : 
zz 1—1= II Balx) 


dlp—1 


= (7— 1)(z—2). (2— (p— 1)). 


(e) 我 们 断言 Bp_1(z)( 模 p) 的 所 有 根 
都 是 原 根 . 注意 , 在 2 中 , 这 个 多 项 式 恰好 有 
9(p 一 1) 个 根 . 用 反 证 法 , 假设 a 是 Bp_1(2) 
的 一 个 根 , 且 a 的 阶 是 d, 其 中 <p-1. 仔 
细 证 明 这 会 产生 矛盾 : zz 一 一 1 的 因 式 分 解 将 
在 两 处 包含 x 一 a， 这 是 不 可 能 的 ! 




















第 8 章 美国 人 的 几何 


8.1 三 个 “简单 ”问题 


为 避免 冒犯 他 人 ， 我 们 把 这 章 称 为 “美国 人 的 几何 ”而 非 “笨蛋 的 几何 ”. 不 
容 乐 观 的 事实 是 : 如 果 拿 美国 人 与 东欧 和 亚洲 的 同龄 人 相 比 ,他 们 是 不 幸 的 ， 因 为 
他 们 几乎 不 懂 几 何 . 但 是 活 到 老 学 到 老 , 在 任何 时 候 , 你 都 可 以 选择 重新 开始 学 习 
几何 ， 而且， 尽管 你 不 得 不 画 很 多 图 ， 可 研究 几何 就 是 格外 有 趣 . 

需要 说 明 的 是 , 在 你 认真 学 习 本 童 之 前 ,建议 你 设法 取得 下 面 的 绘图 工具 : 质 
量 好 的 圆规 、 量 角 器 、 尺 子 、 带 有 能 擦拭 干净 的 橡皮 的 活动 铅笔 、 彩 色 铅 笔 、 质 量 
好 的 铅笔 妨 、 大 量 无 线条 的 白 纸 ， 当 你 把 绘图 工具 放 和 人 铅笔 盒 , 你 可 能 会 感觉 时 光 
倒流 至 小 学 . 这 是 个 良好 的 开端 ， 因 为 从 一 开始 ,你 可 能 没有 太 多 的 设想 ,对 技术 
也 不 是 很 自信 , 但 是 没有 什么 东西 能 比 削 好 的 、 颜 色 鲜艳 的 彩色 铅笔 更 能 减轻 抑制 
力 . 众所周知 ， 这 个 对 创造 性 解 题 大 有 神 益 . 

我 们 还 强烈 推荐 你 使 用 诸如 Geometer's Sketchpad、Geometer 或 Geogebra 等 
程序 , ?让 它们 来 取代 你 的 低 效 率 的 绘画 工具 . 这 类 程序 能 让 你 快速 、 灵 活 、 准 确 、 
便捷 地 作 图 或 修改 ， 从 而 极 大 地 便利 了 研究 . 

接着 , 我 们 以 复习 平面 几何 的 基础 知识 开场 .它们 是 关于 点 、 线 、 圆 等 的 定义 
和 定理 . 你 不 会 对 这 些 对 象 感到 陌生 , 但 可 能 已 经 很 久 没 有 证 明 过 它们 了 如 果 曾 
经 证 明 过 的 话 ). 一 旦 完成 了 上 述 基 础 知识 的 叙述 ， 我 们 将 会 探索 更 深入 的 观点 ， 
其 中 不 少 观点 会 与 一 个 深刻 的 概念 一 一 变换 一 一 相关 联 ，19 世纪 ， 克 莱 因 和 庞 加 
莱 等 人 首次 引入 变换 的 思想 ， 它 是 对 几何 的 一 次 翻天 覆 地 的 变革 ， 并 且 自 那 以 后 ， 
几何 开始 与 许多 其 他 数学 分 支 相 结合 . 尽管 如 此 , 在 这 里 我 们 只 需 了 解 关于 变换 的 
一 些 基本 知识 . 

这 一 章 是 独立 的 . 因此 ,我们 旨 在 有 限 的 时 间 内 ,不 求 广度 但 求 深度 .我们 主 
要 做 的 是 仔细 地 回顾 经 典 的 概念 ， 使 你 能 站 在 一 个 解 题 者 的 角度 去 掌握 它们 . 
此 ,我 们 省 略 了 很 多 有 趣 的 内 容 , 例如 射影 几何 、 立 体 几 何 和 双 曲 几何 等 ， 不 过 我 
们 会 毫 不 犹豫 地 暂时 用 代数 和 三 角 的 方法 代 蔡 经 典 方 法 . 毕竟 , 解决 问题 才 是 目标 ! 

典型 的 几何 问题 由 两 部 分 组 成 ， 首 先 ， 作 出 简 图 ， 通 常 伴 以 文字 . 事实 上 , 下 














@ Geometer's Sketchpad 是 Key Curriculum Press 的 商业 软件 ( 网址: http://www.keycurriculum.com ) ， 
而 Geometer 和 Geogebra 目前 都 是 免费 的 (网址 分 别 是 http://www.geometer.org/geometer/ 和 https: 
//wuw .geogebra.org ). 
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确 地 夯 出 简 图 通常 极 具 挑战 性 .这 一 初始 阶段 往往 会 令 那 些 画 图 不 够 刻 苗 不 够 细 
心 的 初学 者 灰心 丧气 . 

在 问题 的 第 二 阶段 中 , 题目 一 般 会 要 求证 明 关 于 简 图 的 一 个 “刚性 ”陈述 一 一 
一 个 或 一 些 不 随 图 的 改变 而 改变 的 性 质 . 

下 面 是 三 个 例子 . 虽然 它们 都 很 基础 ， 但 都 不 易 证 明 . 这 三 个 问题 可 以 诊断 、 
测试 你 的 几何 解 题 能 力 . 如 果 你 能 毫 不 费劲 地 解决 它们 , 就 能 很 有 把 握 地 跳 过 下 面 
一 节 ( 但 请 认真 考虑 第 257-259 页 给 出 答案 的 内 容 ， 同 时 考察 8.3 节 末 尾 的 所 有 
问题 ) ， 如若 不 然 ， 你 应 该 认真 细致 地 阅读 下 一 节 ， 并 尽 可 能 多 做 些 题目 . 

题 8.1.1 圆 惊 定理 .给 定 一 个 定点 已 和 一 个 定 圆 ， 过 点 P 作 直线 交 圆 于 XX 
和 YY. 点 PP 相对 于 这 个 圆 的 圆 窜 定 义 为 量 PX . PY. 圆 究 定理 (也 记 为 POP ) 
说 这 个 量 是 不 变 的 ， 即 这 个 量 不 依赖 于 直线 的 画 法 . 例如 ， 在 下 面 最 左边 的 图 中 ， 





PX.PY = PX’.PY.. 
(共有 三 种 情况 需要 考虑 ， 分 别 取 决 于 P 是 在 圆 上 、 圆 外 还 是 在 圆 内 . ) 
题 8.1.2 角 平 分 线 定 理 . 令 4BC 是 一 个 三 角形 , 并 令 Z4 的 平分 线 交 边 CB 
于 D， 见 下 面 中 间 的 图 . 证 明 


CD AG 
DB AB: 
题 8.1.3 重心 定理 .三 角形 的 中 线 是 从 一 个 顶点 到 对 边 中 点 的 一 条 线段 ， 证 


明 : 三 角形 的 三 条 中 线 相交 于 一 点 , 且 交 点 将 每 条 中 线 分 为 2: 1 的 两 段 . 例如 , 在 


下 面 最 右边 的 图 中 ， 
BG AG CG 











2. 
GD GF GE 
P 4 | 
x 
六 C DD B C F B 
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当 尝 试题 8.1.1-8.1.3 时 ， 你 可 能 想 知 道 : 你 能 假设 什么 并 能 证 明 什 么 ， 正 如 
你 所 知道 的 ， 欧 儿 里 得 儿 何 基于 少量 的 未 定义 的 对 象 (包括 “点 ”和 “ 线 ”) 和 公 
设 或 公理 〈 假定 正确 的 理论 ， 不 需要 证 明 ) .为 了 节约 时 间 ， 我 们 将 会 使 用 快速 且 
不 十 分 严格 的 叙述 ， 并 且 由 一 族 更 大 的 现在 可 以 认为 完全 正确 的 “事实 ”开始 . 

同时 ， 我 们 将 会 介绍 由 这 些 “ 事 实 ” 引 出 的 简单 的 引 理 和 定理 . 将 会 证 明 其 中 
的 一 些 , 以 展现 最 重要 的 几何 解 题 技 巧 . 请 你 将 其 余 内 容 作为 掌握 这 部 分 材料 的 必 
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要 的 练习 (而 不 是 问题 )， 自行 证 明 . 我 们 将 会 标 出 你 不 需要 证 明 的 “事实 ”， 任 何 
没有 标记 的 问题 都 需要 你 来 证 明 . 

请 不 要 消极 地 阅读 . 现在 你 解决 的 这 些 简单 问题 越 多 , 当 你 面 对 真正 环 手 的 问 
题 时 你 的 表现 会 越 好 . 

称 8.2-8.3 节 为 “基础 几何 ”， 是 因为 它们 包含 了 能 让 你 独立 解决 大 部 分 问题 
的 精炼 是 适当 的 “事实 ”和 技巧 . 如 果 你 掌握 了 “事实 ”和 引 理 ， 并 且 无 所 旦 惧 地 
使 用 下 面 两 节 展 示 的 解 题 思想 ， 你 将 能 尝试 相当 多 的 有 挑战 性 的 问题 . 
点 、 线 、 角 及 三 角形 

假设 : 你 至 少 在 直觉 上 知道 点 、 线 、 角 、 三 角形 和 多 边 形 的 形象 含义 ， 以 及 平 
行 线 是 “ 永 不 相交 的 直线 ”. 平角 是 由 直线 上 的 三 点 组 成 的 角 ， 即 大 小 为 xt 或 180? 
(我 们 将 根据 方便 程度 ， 将 交替 使 用 弧度 和 角度 ) . 直角 当然 是 半 个 平角 ， 即 90°. 
两 条 垂直 的 线 相 交会 形成 四 个 直角 

直线 两 端 能 无 限 延 伸 . 如 果 一 条 直线 只 能 往 一 个 方向 延伸 ， 称 其 为 射线 ,开始 
于 一 点 并 结束 于 另 一 点 的 直线 称 为 线段 .使 用 精确 的 记号 ， 符 号 

AB, AB, AB, AB 


分 别 代 表 过 4 和 B 的 直线 ， 从 4 出 发 过 B 的 射线 ，A 和 B 之 间 的 线段 ， 以 及 
这 条 线段 的 长 度 ， 然 而 ， 我 们 也 会 不 严格 地 写 “ 直 线 AB” 或 只 是 “AB”, 通过 上 
下 文 应 该 容易 确定 字母 代表 的 是 直线 、 线 段 还 是 长 度 . 

类 似 地 ， 有 序 的 三 个 点 4, B,C 确定 了 一 个 角 . 角 本 身 由 <ABC 表示 ， 它 的 
大 小 可 更 准确 地 表示 为 mZABC. 例如 ，mZ4BC = 80°. 一 般 , 用 <ABC 来 代 
表 角 或 角 的 大 小 ， 并 且 有 时 只 写成 4BC. 同 理 ， 这 通常 
能 从 上 下 文 区 分 ， 当 一 张 图 简单 而 不 凌乱 时 ， 甚 至 能 用 
一 个 点 来 表示 一 个 角 . 例如 ， 在 右 图 中 ，Z4 很 明确 ,但 /、 

LC 却 不 行 . 人 ABC 位 于 C 点 的 内 角 为 4CB, 而 外 角 < 
为 <4CD. 

如 果 能 够 移动 其 中 一 个 三 角形 使 其 恰好 与 另 一 个 重合 (如 有 必要 ， 可 以 在 空 
间 中 的 旋转 )， 则 称 这 两 个 三 角形 是 全 等 的 . 全 等 三 角形 是 “相同 ”的 ， 因 为 所 有 
的 对 应 边 和 对 应 角 都 是 相等 的 .使 用 准确 的 记号 ， 写 作 

AABC ADEF, 


但 在 实践 中 ， 除 非 通过 上 下 文 不 能 分 清 ， 一 般 会 省 略 人 符号 . 

事实 8.2.1 全 等 条 件 ， 如 果 你 沿 着 三 角形 行走 ， 比 如 是 从 一 个 角 出 发 ， 逆 时 
针 走 ， 你 会 依次 遇 到 一 条 边 、 一 个 角 ， 等 等 .假设 你 绕 着 三 角形 行走 的 同时 依次 记 
录 一 条 边 的 长 度 、 一 个 角 的 角度 , 然后 是 下 一 条 边 的 长 度 . 接着 假设 你 对 另 一 个 三 
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角形 做 同样 的 事 , 并且 记录 的 数值 是 相等 的 . 那么 这 两 个 三 角形 是 全 等 的 . 这 个 条 
件 常 常 缩写 为 $54S. 下 面 是 一 些 全 等 条 件 : 


SAS, ASA, S55, AAS. 


事实 8.2.2 注意 : 除非 角 大 于 等 于 90°, 或 者 第 二 条 边 比 第 一 条 长 , 否则 455 
不 保证 全 等 (请 给 出 反例 ) ， 当然 ，444 也 不 意味 着 全 等 ， 它 仅 表明 相似 性 ( 见 
第 256 页 ) . 

事实 8.2.3 三 角 不 等 式 ， 在 三 角形 中 ， 任 意 两 边 长 度 之 和 严格 大 于 第 三 边 . 

事实 8.2.4 三 角形 中 的 角 不 等 式 . 在 A4BC 中, 如 果 mZ4 > mZB， 则 
BC > 4C， 反 之 亦 然 . 

题 8.2.5 对 项 角 . 两 条 直线 相交 于 一 点 会 产生 4 个 角 , 它 
们 是 两 组 相对 的 角 . 这 些 相 对 的 角 也 称 为 对 项 角 . 对 顶 角 必 相 
等 .例如 ， 右 图 中 ZECD = LACB. 

( 记 住 ,标记 为 “ 题 ” 而 不 是 “事实 ”， 表 明 这 是 让 你 证 明 
的 习题 ， 它 是 相当 容易 的 . ) 





在 右 图 中 ,4B 和 CD 是 平行 的 ,也 就 是 4 | CD. 
与 这 两 条 平行 线 都 相交 的 线段 BC 称 为 截 线 . 

下 面 是 关于 平行 线 的 一 个 重要 “事实 ”， 它 引出 了 
许多 有 趣 的 引 理 . 9 

事实 8.2.6 

(a) 平行 线 的 截 线 截 出 的 内 错 角 相 等 . 也 就 是 说 , 在 上 图 中 LBCD = LABC. 
注意 这 个 相等 在 图 中 用 弧 线 标 出 . 

(b) (a) 的 逆 命 题 也 是 正确 的 即 : 如 果 两 条 直线 被 第 三 条 所 截 ， 且 内 错 角 相 
等 ， 则 这 两 条 直线 平行 . 

下 面 是 事实 8.2.6 的 一 些 推论 . 

题 8.2.7 三 角形 内 角 和 为 180°*. 提示 : 在 A4BC 中 , 考虑 直线 (不 是 线段 ) 
BC， 并 过 4 作 BC 的 平行 线 . 

题 8.2.8 对 于 任何 三 角形 ， 外 角 等 于 不 相 邻 的 两 个 内 角 之 和 . 

下 面 的 例子 非常 简单 ,提供 了 相当 完整 的 解 , 举例 的 意图 是 回顾 基本 的 解 题 思 








@ 平行 线 是 非常 丰富 和 有 趣 的 概念 ， 而 我 们 利用 严格 的 “ 欧 几 里 得 ”观点 故意 简化 了 这 个 概念, 实际 上 , 事实 8.2.6 
依赖 于 一 个 独立 于 其 他 欧 几 里 得 公设 之 外 的 公设 ， 修 改 这 个 公设 将 导出 与 欧 几 里 得 几何 不 同 的 、 然 而 数学 上 一 致 
的 几何 ， 称 为 非 欧 几何 .更 多 的 细节 见 文献 [14], [31], [21] 
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想 ， 并 引入 在 将 来 更 复杂 的 方法 中 会 用 到 的 新 的 技巧 . 
例 8.2.9 平行 四 边 形 是 两 组 对 边 分 别 平 行 的 四 边 形 . 证明: 
(a) 平行 四 边 形 对 边 相等 . 
(b) 平行 四 边 形 对 角 相 等 ， 邻 角 互补 (加 起 来 等 于 180° ) 
(c) 平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 . 
解答 对 于 (a)， 需 要 证 明 4 有 B = CD 和 4C = BD. 


能 推断 出 这 两 对 对 边 相 等 的 倒数 第 二 步 是 什么 ? 现 有 的 
唯一 的 工具 是 全 等 三 角形 ， 因 此 必须 构造 出 一 些 三 角形 . ER 


为 此 我 们 作 一 条 对 角 线 . C D 
现在 寻找 相等 的 角 . 因为 对 角 线 BC 是 交 平 行 线 4B 和 CD 的 截 线 ， 有 
LDCB = /LABC. 
类 似 地 ， 因 为 4C 和 BD 也 平行 ， 有 
LACB = LDBC. 
最 终 ， 利 用 平 几 的 观察 BC = BC 来 得 到 A45A4， 导 出 
AACB ADBCG. 
因此 ， 对 边 的 长 度 相等 ， 且 对 角 ZA 和 LD 相等 . 为 了 证 明 另 一 对 对 角 相 等 ， 需 
要 作对 角 线 4D 并 证 明 A4CD 关 ADPB4. 
为 了 证 明 相 邻 角 互补 ， 我 们 或 者 利用 事实 8.2.6 ( 4C 是 平行 线 4B 和 CD 的 
截 线 )， 或 者 利用 四 边 形 内 角 和 为 360° 的 事实 (第 43 页 例 2.3.5 ) . 
最 后 , 一 旦 作出 第 二 条 对 角 线 A4D, 观察 对 顶 角 并 利用 全 等 很 容易 得 到 (c). 国 
这 个 例子 使 用 的 是 最 常用 的 技巧 一 一 作 辅 助 线 .如 前 所 述 ,， 有 时 作 一 条 辅助 线 
往往 就 能 够 解答 一 道 题 ， 添 加 了 合适 的 辅助 线 往 往 奏 效 ， 但 做 到 这 一 点 绝 非 易 事 ， 
这 需要 技巧 、 经 验 和 运气 来 找到 适当 的 辅助 线 添加 到 已 知 图 形 中 . 并 且 如 果 你 添加 
了 过 多 的 辅助 线 ， 你 的 图 将 会 变 得 毫 无 章法 .要 始终 让 “倒数 第 二 步 ”成 为 你 的 向 
导 ， 并 记 住 哪些 是 具有 启发 性 且 能 帮助 你 的 实体 . 三角形? 圆 ? 对 称 性 ? 
下 面 是 些 简单 的 练习 . 
题 8.2.10 如 果 一 个 三 角形 的 两 条 边 相 等 ， 称 它 为 等 腰 三 角形 . 证 明 : 如 果 一 
个 三 角形 是 等 腰 三 角形 ， 则 相等 的 边 对 应 的 角 也 相等 . 
题 8.2.11 若 4BC 为 等 腰 三 角形 , 且 4B = 4C， 称 4 为 等 腰 三 角形 的 顶 
角 ， 刀 和 C 为 底 角 . 事实 8.2.10 的 一 个 近乎 平凡 的 推论 是 
B=0=90— A/2. 
也 就 是 说 , 等 腰 三 角形 的 底 角 与 半 个 顶 角 互 余 ( 如 果 两 个 角 加 起 来 是 直角 , 称 这 两 
个 角 互 余 . 请 与 “互补 ”对 比 ). 
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下 面 的 例子 使 用 相似 三 角形 分 析 , 提出 了 更 具有 普 所 意义 的 简单 结论 ,易于 推 
广 . 此 外 ,通过 运用 角 、 平行 线 和 全 等 三 角形 的 概念 ,来 检验 我 们 能 够 得 到 多 少 结 
论 , 这 极 具 启发 性 ， 尽管 我 们 的 证 明 相 当 简 单 , 但 它 包含 了 一 个 你 需要 掌握 的 微妙 
战略 ， 即 幻象 点 方法 . 

例 8.2.12 在 任意 人 ABC 中 , 令 D, ,了 分别 是 边 BC, 4C, 4B 的 中 点 . 
证 明 : DE, Ef, FD 将 原 三 角形 前 分 为 4 个 全 等 三 角形 . 

解答 避免 相似 三 角形 (例如 第 257 页 事实 8.3.8 ) 的 诱惑 ， 它 们 不 是 必须 的 . 

我 们 能 连结 中 点 并 尝试 得 到 相等 的 角 , 但 是 , 我 们 没有 通过 连接 两 个 中 点 来 分 
析 和 角度 的 工具 ( 现在 还 没有 引入 相似 三 角形 的 概念 ) ， 换 种 方法 ， 让 我 们 作出 确实 
能 产生 角度 信息 的 直线 .从 中 点 已 开始， 过 点 书 A 
作 BC 的 平行 线 ， 我们 清楚 地 知道 这 条 线 交 4C 于 
点 马 , 但 还 没有 证 明 它 . 因此 , 暂时 记 交 点 为 B. 类 1y E' 
似 地 ， 过 点 也 作 另 外 一 条 线 ， 平行 于 AC, 交 BC 
于 点 D'， 因为 BR = A， 这 促使 我 们 尝试 证 明 
AFD'BAAE'F 

因为 FE’ BC， 所 以 LAFE'= LB 上 且 LFE'A = ALC. 类似 地 ,， FD’ | AC 
蕴含 着 ZFD'B = ZC. 因此 ZFEB'A = LBD'F， 这 人 允许 使 用 445 全 等 条 件 得 到 
A 人 AAFD'B 圣人 AE'F. 因此 , BD'=FF 有 DF=B8E'A. 

因为 BFD'C 是 平行 四 边 形 ， 所 以 CE' = D'F 且 FE' = DC 将 这 两 个 等 
式 与 前 面 一 组 等 式 相 结合 得 到 BD' = D'C 且 CB' = Bp'A.， 也 就 是 说 ， 点 D' 和 
点 B' 分 别 与 点 D 和 点 如 重合. 

因为 = ,现在 能 推断 ， 连结 中 点 和 马 的 线段 平行 于 BC. 并且， 
为 相同 的 论证 告诉 我 们 FD | AC 且 ED | AB， 所 以 能 顺利 地 继续 证 明 .， 重复 第 


一 个 论证 得 到 


B 站” G 


AAEF AFDB AECD, 
并 且 SSS 表明 和 人 DEF 人 守 FBD. 国 
“幻象 ”点 D 和 互 是 不 好 看 的 构造 ， 但 绝对 有 存在 的 必要 .使 用 它们 的 目的 
类 似 于 反 证 法 中 的 “ 反 设 ”: 提出 一 些 能 处 理 的 具体 的 事物 . 并 且 ， 正 如 反 设 一 样 ， 
一 旦 任务 完成 ， 幻 象 点 将 会 退出 . 


圆 和 角 


圆 是 欧 几 里 得 几何 中 最 重要 的 实体 , 对 
它们 的 探索 是 无 止境 的 . 我 们 将 参考 右 图 来 
回顾 最 重要 的 术语 . 
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_ 记 这 个 圆 为 全 ,圆心 为 0， 因此 LCOB 称 为 圆心 角 . 线段 BC 称 为 弦 ， 而 
BC 代表 从 B 到 C 的 弧 . 通常 ， 可 以 非 正式 地 用 “ 弧 BC” 来 表示 它 .” 弧 BC 
的 大 小 定义 为 它 对 应 的 圆心 角 的 大 小 ， 也 就 是 


mBC = mLCOB. 


因为 4 在 圆 上 ， 称 ZCAB 为 圆周 角 ， 也 可 以 说 : 这 个 角 对 应 着 圆 上 的 弧 BC. 
直线 DB 恰好 交 圆 于 一 点 B， 因 此 这 条 线 称 为 切线 . 
事实 8.2.13 弦 与 半径 的 关系 . ”考虑 下 面 关 于 直线 、 贺 和弦 的 三 个 命题 : 
1. 直线 穿 过 圆心 . 
2. 直线 穿 过 弦 中 点 . 
3. 直线 垂直 于 弦 . 
上 面 命题 如 果 有 两 条 成 立 ， 那 第 三 条 也 成 立 . 
事实 8.2.14 圆 的 切线 垂直 于 切 点 处 的 半径 . 反之 , 垂直 圆 的 切线 于 切 点 的 直 


下 面 的 引 理 可 能 是 你 在 中 学 几何 中 第 一 个 证 明 的 新 奇 有 趣 的 结论 ， 
例 8.2.16 ”圆周 角 定 理 .一 条 弧 的 大 小 等 于 它 所 对 圆周 角 大 小 的 两 倍 ，( 也 就 
是 说 : 对 于 任何 弧 ， 它 所 对 应 的 圆心 角 是 它 对 应 的 圆周 角 的 两 信 . ) 
这 真 的 不 寻常 . 它 说 : 无 论 将 4 放 在 下 图 圆 的 圆周 上 的 哪 一 点 , ZC4 的 
大 小 是 国定 的 ( 进一步 可 得 : 圆周 角 LCAB 的 大 小 等 于 圆心 角 LCOB 的 一 半 ) 
解答 令 0= LCOB, 我 们 想 要 证 明 LCA4B = 9/2. 为 了 证 Ir 
明 这 点 , 需要 收集 尽 可 能 多 的 关于 角 的 信息 . 作 辅助 线 4O 当然 ， < 
是 有 意义 的 ， 因 为 这 增加 了 两 个 顶点 为 4 的 三 角形 .进一步 地 。 | \YP=-/ 
这 些 三 角形 是 等 腰 的 ， 因 为 40, BO, CO 都 是 圆 的 半径 . 2 
令 6 = 《40B. 我 们 的 策略 相当 简单 : 通过 求 ZCAO 和 B 
LBAO 来 计算 LCAB. 它们 很 容易 求 出 ， 因 为 根据 事实 8.2.11 有 


LBAO=90 -$5, 


-8-0 
i mA 


LCAO = 
CAO=90 3 3 


将 这 些 相 加 ， 得 到 





LCAB= ACAO+ALBAO= a 国 








@ 关于 弧 有 容易 混淆 的 地 方 ， 弧 BC 是 指 沿 着 圆周 顺 时 针 方 向 那 一 段 还 是 逆 时 针 方向 那 一 段 ? 如果 是 前 者 ， 那 圆 
心 角 将 会 大 于 180?"， 因 此 我 们 约定 : 弧 都 是 按 逆 时 针 方向 看 的 . 
@ 我 们 感谢 刘 江 枫 ， 他 在 文献 [20] 中 聪明 地 使 用 了 “三 对 二 交易 ”公式 . 
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这 并 不 是 很 难 ! 由 一 条 相当 明显 的 辅助 线 可 以 导出 尽 可 能 多 的 角 的 信息 , 解 题 
就 势如破竹 .这 个 方法 称 为 角度 追踪 . 它 的 思想 是 : 计算 尽 可 能 多 的 角 ， 控 制 变量 
的 数量 .在 上 面 的 例子 中 ， 我 们 使 用 了 两 个 变量 ， 其 中 一 个 在 最 后 被 消去 . 

角度 追踪 法 简单 、 有 趣 并 且 强 大 . 遗憾 的 是 ,许多 学 生 总 是 通过 三 角 或 代数 运 
用 它 , 而 没有 运用 其 他 更 优美 的 战术 . 本 章 的 一 个 关键 目标 是 教 你 懂得 如 何 用 角度 
追踪 法 得 到 最 多 的 信息 ， 以 及 在 什么 时 候 应 该 超越 此 方法 . 

下 面 是 圆周 角 定 理 的 一 些 简单 而 有 用 的 推论 . 

题 8.2.17 圆 内 接 直角 . 令 AB 为 圆 的 直径 ,C 为 圆周 上 任意 一 点 , 则 /BC4 = 


90". 反之 ， 如果 4B 是 直径 且 BC4 = 90。， 则 C 一 定 在 圆周 上 .( 见 下 左 图 . ) 
c 万 








A C 
A 
题 8.2.18 圆 内 接 四 边 形 . 如 果 四 边 形 4BCD 的 顶点 都 在 圆周 上 ， 则 称 为 圆 


内 接 四 边 形 ， 称 点 4, B, C, D 共 圆 . ( 见 右 上 图 . ) 

(a) 当 且 仅 当 一 个 四 边 形 一 组 对 角 互补 ， 它 是 圆 内 接 四 边 形 . 

(b) 当 且 仅 当 <4CB = ZL4DB, 点 4, B,C, D 共 圆 . 

通过 圆 内 接 四 边 形 你 自动 地 “免费 ”得 到 了 圆 及 一 对 等 角 ， 这 个 额外 的 结构 经 
常 提供 有 用 的 信息 .请 养 成 定位 (或 创造 ) 圆 内 接 四 边 形 的 习惯 . 


圆 和 三 角形 


探索 圆 和 三 角形 之 间 的 关系 能 穷尽 一 生 心 血 首先 , 我 们 
将 考察 三 角形 的 内 切 加 和 外 接 国 

在 右 图 中 , 人 4BC 内 接 于 贺 ,因为 三 角形 每 个 顶点 都 
在 圆周 上 . 称 站 为 人 4BC 的 外 接 圆 . 厂 的 圆心 ( 即 外 心 ) 
是 0， 长度 O4 是 外 接 圆 半径 

同样 地 ， 辆 内 接 于 A4BC， 因 为 圆 妃 与 三 角形 的 每 条 边 相 切 ， 称 及 为 
A4BC 的 内 切 圆 . 已 的 圆心 ( 即 内 心 ) 是 了， 一 个 切 点 是 D, 长 度 ID 是 内 切 圆 
半径 

每 个 三 角形 都 有 内 切 圆 和 外 接 圆 一 这 个 结论 并 不 明显 ， 不 仅 是 这 样 的 圆 是 
否 存在 不 明显 ， 它 们 的 唯一 性 也 不 明显 ， 让 我 们 从 外 接 圆 开始 探索 这 些 问题 

题 8.2.19 假设 一 个 三 角形 拥有 外 接 圆 ， 那 么 外 接 圆 的 圆心 是 三 角形 的 三 条 
中 重 线 的 交点 ，( 因此 ， 外 接 加 如 果 存 在 必 唯 一 . ) 
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个 顶点 是 等 距 的 ， 因 此 这 个 交点 是 外 接 圆 的 圆心 . 
题 8.2.21 三 角形 的 外 心 是 三 条 中 垂 线 的 交点 . 〈 因 此 “免费 ”得 到 一 个 有 趣 


同 理 , 存在 〈 唯 一 的 ) 内 切 圆 , 其 圆心 是 三 条 特殊 线 的 交点 . 使 用 类 似 的 策略 : 
首先 假定 内 切 圆 存在 ， 并 探索 其 性 质 ， 和 刚才 的 情况 一 样 ， 环 手 的 部 分 是 证 明 交 点 
的 唯一 性 . 

题 8.2.22 每 个 三 角形 有 唯一 的 内 切 圆 , 圆心 是 三 条 角 平 分 线 的 交点 .( 提示 : 
假设 内 切 圆 存在 ， 利 用 事实 8.2.14 证 明 它 的 圆心 是 两 条 角 平 分 线 的 交点 .然后 证 
明 逆 命题 也 是 正确 的 ， 即 : 任意 两 条 角 平 分 线 的 交点 是 内 切 圆 的 圆心 。 最 后 证 明 : 


内 切 圆 和 外 接 圆 的 存在 性 引出 了 一 些 精 彩 的 事实 , 即 在 任何 三 角形 中 , 三 条 角 
平分 线 共 点 ( 交 于 一 点 )， 并 且 三 条 中 垂 线 共 点 .三 角形 中 还 有 很 多 其 他 “浑然 天 
成 ”的 线 . 其 中 哪些 会 是 共 点 的 ? 

我 们 将 会 在 8.4 节 详 细 探 讨 这 点 , 但 下 面 是 一 个 精妙 的 例子 , 它 基 本 上 只 使 用 
了 一 种 巧妙 构造 的 辅助 线 . 

例 8.2.23 证 明 : 任何 三 角形 的 三 条 高 线 共 点 .这 个 点 称 为 三 角形 的 垂 心 . 

解答 高 线 是 过 一 顶点 并 垂直 于 对 边 (延长 线 ， 如 需要 的 话 ) 的 直线 ( 而 非 线 
段 ). 非 正 式 地 ， 根 据 上 下 文 ， 高 线 可 以 指 直线 、 线 段 或 者 线段 长 度 . 例如 ,在 下 
图 中 ,从 点 B 到 边 4C 的 高 线 实际 上 是 直线 BD, 但 是 我 们 把 线段 BD 或 它 的 长 
度 (也 写 为 BD ) 称 为 高 ， 这 并 不 少见 ， 高 线 与 边 的 交点 D 称 为 垂 足 ， 在 标准 用 
法 中 ,不 必 明 确 写 出 垂 足 . 例如 , 使 用 “高 BD”， 而 不 使 用 更 准确 的 “过 点 BB 作 
4C 的 一 条 垂 线 , 交 4C 于 D”. 

注意 高 线 并 不 总 是 在 三 角形 内 部 .如 右 图 ， 过 
点 C 的 高 线 与 边 AB 的 延长 线 相交 于 三 角形 外 的 
已 点 . 也 请 注意 : 高 CB 和 BD 在 三 角形 外 相交 
( 记 住 ， 它 们 是 直线 ， 不 是 线段 ). 

如 何 证 明 三 条 高 线 交 于 同一 点 呢 ? 还 有 什么 其 他 
线 是 共 点 的 呢 ? 中 垂 线 几乎 能 如 我 们 所 愿 ， 因 为 它们 
交 于 同一 点 ， 即 外 心 . 然而 ， 高 线 垂直 于 对 边 . 通常 ， 
它们 并 不 平分 对 边 . 那么 ,存在 什么 方法 使 它们 平分 
某 个 对 象 吗 ? 是 的 ! 灵活 的 技巧 就 是 : 让 平分 点 在 顶 
点 上 ， 而 不 在 边 上 . 

在 右 图 中 ， 由 任意 A4BC 开始 ， 然 后 过 每 个 顶 











点 作对 边 的 平行 线 ，j 
A4BC. 
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这 三 条 平行 线形 成 了 一 个 更 大 的 三 角形 ， 即 人 FD， 它 包含 


邻 m 为 人 和 人 ABC 过 点 B 的 高 线 . 当然 ,根据 定义 ，m 垂直 于 AC. 但 因为 


DE 4C， 则 m 也 垂直 于 DE. 
注意 : 4DBC 是 平行 四 边 形 . 


因此 ， 根 据 例 8.2.9， 有 AC = BD.， 类 似 地 ， 


4C = BE.， 因 此， 点 B 是 DE 的 中 点 ， 故 m 是 DE 的 中 垂 线 . 


通过 类 似 的 推理 可 得 : A4BC 的 另外 两 条 高 线 是 BF 和 FD 的 中 垂 线 . 因 
此 ， 这 三 条 高 线 交 于 一 点 一 一 人 DEF 的 外 心 ! 图 
问题 与 练习 


下 面 的 问题 很 基础 ， 求 解 它们 需要 的 几何 事实 都 在 本 节 中 导出 过 





础 ”并 不 意味 着 a 可 能 在 学 完 下 一 节 后 有 些 问 题解 答 起 来 会 更 容易 些 . 不 过 ， 


请 试 着 全 部 做 一 下 . 


题 8.2.24 令 4BC 是 顶点 为 4 等 腰 三 角形 ， 


五 和 DD 分别 是 AC 和 AB 上 的 点 ,使 得 
AEB= ED= DC=0OB. 

求人 4. 
题 8.2.25 在 上 题 中 , 通过 选择 等 腰 三 角形 的 
腰 上 的 点 来 创造 一 条 由 4 段 相 等 的 (包括 三 
角形 的 底 的 ) 线段 组 成 的 “ 链 ”， 你 能 推广 到 
n 条 线段 的 链 ? 
题 8.2.26 证 明 : 任意 四 边 形 的 边 的 中 点 是 一 
个 平行 四 边 形 的 顶点 . 
题 8.2.27 令 4BC 是 直角 三 角形 ,直角 为 C. 
证 明 : 过 点 C 的 中 线 的 长 度 等 于 斜 边 长 度 的 
一 半 . 因此 ， 如 果 CE 是 中 线 ， 有 一 个 美妙 的 
恒 等 关系 : 4 刀 = BE = Ck. 

至 少 学 过 


题 8.2.28 尺 规 作 图 . 地 庸 置疑 ,你 至 少 学 过 
一 些 尺 规 作 图 (也 称 为 欧 几 里 得 作 图 法 ). i 
通过 进行 下 面 的 作 图 (确保 你 能 证 明 它们 的 
可 行 性 ) 来 回顾 这 个 重要 的 内 容 ， 你 可 以 使 用 
圆规 和 没有 刻度 的 直 尺 ， 不 允许 使 用 其 他 工具 
(除了 铅笔 ) . 

(a) 给 定 一 条 线段 ， 作 出 它 的 中 点 

(b) 给 定 一 条 线段 ， 作 出 它 的 中 垂 线 . 

(c) 给 定 一 条 直线 4 和 不 在 4《 上 的 点 书 ， 











这 些 问 题 包 含 了 后 续 学 习 中 要 用 到 的 许多 公式 和 重要 思想 . 


ee 
d) 给 定 一 条 直线 《 和 不 在 4 上 的 点 PP， 
a 
e) 给 定 一 个 角 ， 作 出 它 的 平分 线 . 
f) 给 定 一 个 圆 ， 作 出 它 的 圆心 . 
g) 给 定 一 个 圆 和 圆 外 一 点 ， 过 这 个 点 作 
圆 的 切线 . 
h) 给 定 一 条 长 度 为 d 线段 ， 作 一 个 边 长 
为 d 的 等 边 三 角形 . 
i) 给 定 一 个 三 角形 ， 作 它 的 重心 、 
内 心 . 
j) 给 定 一 个 圆 和 圆 内 两 点 P 和 Q@， 作 该 
人 角形 ， 使 得 一 条 直角 边 过 书 ， 
一 条 直角 边 过 Q. 根据 P 和 Q 的 位 置 , 有 
可 # 无 法 作 图 . 
(k) 给 定 两 个 圆 ， 作 它们 的 公 切 线 . 
题 8.2.29 通过 连接 个 给 定 三 角形 的 三 条 
边 的 中 点 得 到 的 三 角形 称 为 中 点 三 角形 . 
(a) 证 明 : 中 点 三 角形 和 原 三 角形 有 共同 
的 重心 . 
(b) 证 明 : 中 点 三 角形 的 垂 心 〈 高 线 的 交 
点 ) 是 原 三 角形 的 外 心 . 
题 8.2.30 令 4 和 /2 是 平行 线 , w 和 7 是 
介 于 这 两 条 线 之 间 的 圆 , 使 得 41 与 w 相 切 ，w 





外 心 、 
重心 、 
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与 了 Y 相 切 , 7 与 ba 相 切 . 证 明 : 三 个 切 点 共 线 . 


题 8.2.31 (Mathpath 2006 资格 考试 ) 考虑 
如 下 所 述 的 通过 折纸 得 到 的 等 边 三 角形 的 “ 配 
方 ”( 见 下 图 ): 


D) 3p 3) 


hf 对 | 入 多 7)|A 作 / 


1， 从 一 张 长 条 纸 开始 ， 在 纸 上 画 出 一 条 
细 线 . 这 条 细 线 可 以 有 任何 角度 

2， 拿 住 长 条 纸 的 左上 和 角 并 沿 着 细 线 往 下 
折 ， 使 得 这 个 角 在 这 条 纸 底 边 的 下 方 

3， 展开. 现在 确实 得 到 了 一 条 折 痕 〈 表 
现 为 一 条 细 线 ) 

4. 现在 拿 住 长 条 纸 的 右边 并 往 下 折 ， 使 
得 纸 条 顶 边 沿 着 这 条 折 痕 . 

5. 展开 .现在 有 两 条 折 痕 . 

6.， 现在 拿 住 长 条 纸 的 右边 并 往 上 折 ， 使 
得 纸 条 底 边 与 最 近 得 到 的 折 痕 吻合 . 

7. 展开 .现在 纸 上 有 三 条 折 痕 . 

8. 重复 4-7 步 . 纸 上 的 折 痕 已 经 是 等 边 
三 角形 了 ! 

请 对 这 一 过 程 给 出 你 的 意见 . 它 在 所 有 情 
况 下 有 效 ， 还 是 只 在 特殊 情况 下 才 有 效 呢 ? 请 
解释 ! 
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面积 





题 8.2.32 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 1999) 令 
C 为 xy 平面 中 的 一 个 圆 ， 圆心 在 y 轴 上 ， 该 
圆 过 点 A = (0,a) 和 B= (0,b)(0<a<Db). 
令 PP 为 贺 上 的 其 他 任意 一 点 , 令 Q 为 过 PP 
和 4 的 直线 与 x 轴 的 交点 , 令 O = (0,0). 
证 明 ZBQP = LBOP. 

题 8.2.33 (加 拿 大 1991) 令 C 为 一 个 圆 ， 书 
为 平面 中 给 定 的 一 点 . 每 条 过 P 与 C 相交 的 
直线 确定 了 C 的 一 条 弦 ， 证 明 : 这 些 弱 的 中 
点 位 于 一 个 圆 上 . 

题 8.2.34 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2000) 在 
人 和 人 ABC 中, DD 为 4B 的 中 点 , 互 为 BC 的 中 
点 , 为 AC 的 中 点 . 令 语 为 过 点 4, 疡 , 瓦 
的 圆 ，k。 为 过 点 B, BE, D 的 圆 , ks 为 过 
点 C, 书 五 的 圆 证 明 : i, ko, ks 相交 于 
同一 点 . 

题 8.2.35 令 A4BC 的 重心 为 瓦 ( 回 忆 
例 8.2.23 中 重心 的 定义 ).， 考虑 瑟 关于 三 角 
形 每 条 边 的 对 称 点 (下 图 中 标 为 Hi, FH2, Hs ). 
A /EH 











H; -ep 
1 
GG 3 B 
1 
°F 


证 明 : 这 三 个 点 都 在 人 ABC 的 外 接 圆 上 . 


我 们 可 以 凭 经 验 来 认识 “面积 ”这 个 词 ， 就 像 对 点 或 直线 一 样 ， 把 它 也 理解 为 
“不 需要 定义 的 "但 面积 不 是 “实体 ”， 而 是 函数 : 为 每 个 几何 物体 指定 一 个 非 负 
数 的 方法 .任何 裁剪 过 美术 纸 的 人 都 深 知 下 面 的 公理 . 


。 全 等 的 图 形 有 相同 的 面积 . 
。 如 果 某 个 图 形 的 各 部 分 不 重合， 


它 的 面积 是 各 部 分 面积 之 和 ， 


。 如 果 某 个 图 形 是 两 块 重 钱 部 分 的 并 ， 它 的 面积 是 两 部 分 面积 之 和 减 去 它们 


重合 部 分 的 面积 . 


这 是 容 斥 原理 (6.3 节 ) 的 几何 解释 . 
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但 如 何 计算 面积 ? 我 们 还 需要 一 个 公理 ， 它 能 用 来 定义 面积 

珑 形 的 面积 是 底 和 高 的 乘积 . 

很 久 以 前 ， 你 学 过 : 三 角形 的 面积 是 “ 底 乘 高 的 一 半 ”. 让 我 们 利用 上 面 的 公 
理 重新 审视 这 点 .我 们 需要 的 第 一 个 事实 是 . 经 过 剪 切 后 ， 面 积 不 变 . 

例 8.3.1 两 个 同 底 且 对 边 在 同一 条 直线 上 的 平行 四 边 形 的 面积 相等 . 

证 明 在 右 下 图 中 ， 平 行 四 边 形 4BCD 和 4ABEF 有 相同 的 底 AB， 对 边 在 
同一 条 直线 上 ( 它 当 然 平行 于 4B ) .使 用 记号 [] 表示 面积 ， 注 意 到 

[4ABCD] = [ABG| + [BCE] - [BEGD]， 





[ABEF| = [4BG]- 


F E D 人 
+ [4DF] ~ [BEGD]. 和 信人/ 
容易 验证 人 ADF 和 ABC 全 等 ，( 为 什么 ? ) 因此 \ 4 
[ADF] = [BCE]. 所 以 [ABCD] = [ABEHI]. 图 


因为 我 们 知道 矩形 面积 的 计算 公式 . 而且 ， 总 能 将 两 个 相同 三 角形 “ 烙 ” 在 一 
起 形成 平行 四 边 形 ， 容 易 推导 出 下 面 的 经 典 面积 公式 及 一 个 非常 重要 的 推论 . 

题 8.3.2 平行 四 边 形 的 面积 是 底 和 高 的 乘积 (高 是 从 一 个 顶点 到 它 对 应 的 底 
边 的 垂 线段 的 长 度 ) . 

题 8.3.3 三 角形 的 面积 是 底 和 高 的 乘积 的 一 半 


题 8.3.4 如 果 两 个 三 角形 有 一 个 公共 顶点 ,并 且 这 个 公共 
一 条 直线 上 ， 则 它们 的 面积 比 等 于 它 
们 的 底 边 长 度 之 比 ， 如 右 图 ,如果 BD =4 且 BC=15， 则 


[4BD] = 


| 


7 


全 MBC 

应 该 指出 : 如果 将 平行 四 边 形 画 为 一 “ 堆 ” 直 线 (就 
像 一 堆 厚 度 为 零 的 无 限 张 纸牌 )， 赁 感觉 8.3.1 和 8.3.2 
显然 成 立 : 只 要 纸牌 还 与 底 边 平行 , 滑动 纸牌 后 面积 应 
该 不 会 变 . 纸牌 的 面积 应 该 等 于 底 边 长 度 ( 恒 为 横 截 线 
长 度 ) 乘 以 高 ， 在 右 图 中 ， 两 块 图 像 的 面积 相等 . 

让 我 们 利用 剪 切 工具 这 个 思想 来 证 明 初 等 数学 中 最 著名 的 定理 . 

例 8.3.5 证 明 勾 股 定理 : 直角 三 角形 直角 边 的 平方 和 等 于 斜 边 的 平方 . 

证 明 令 八 4BC 为 直角 三 角形 ， 直 角 为 <B. 我 们 想 要 证 明 


D 
A 


MN wy 








AB? + BC? = AC?. 
这 是 个 新 鲜 事 物 : 一 个 涉及 长 度 乘 以 长 度 的 等 式 ， 迄 今 为 止 ， 只 


A 
有 “面积 ”这 个 几何 概念 允许 我 们 考虑 这 样 操作 .因此 ， 自 然而 
然 地 引出 勾 股 定理 最 流行 的 改写 : 证 明 右 图 中 两 个 小 正方 形 面积 B 
之 和 等 于 大 正方 形 的 面积 . 





A 
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关键 思想 是 : 过 直角 B 垂直 于 斜 边 AC 
作 一 条 辅助 线 m， 直 线 m 将 斜 边 上 的 大 正方 
形 分 为 两 个 矩形 : RSIA 和 RCHS.， 如 果 沿 
着 m 平移 线段 RS5， 这 些 和 矩形 将 会 剪 切 变换 
为 平行 四 边 形 ， 但 面积 不 变 . 

特别 地 ， 我 们 能 滑动 RS， 使 得 尺 与 刀 
重合 . 与 此 同时 , 我 们 可 以 对 直角 边 上 的 两 个 
小 正方 形 做 相同 的 操作 . 如 果 沿 着 m 向 下 滑动 
线段 FG (使 得 G 在 m 上) 而 将 BAFG 剪 切 
变换 为 一 个 平行 四 边 形 ， 其 面积 不 会 改变 . 类 
似 地 , 通过 向 左 滑动 万 已 来 剪 切 变 换 BDEC. 





结果 如 右 图 . 
现在 结论 显而易见 : 两 个 “直角 边 ” 正 方形 和 两 个 “ 斜 边 ”矩形 剪 切 变换 为 全 
等 的 平行 四 边 形 ! 面积 当然 是 相等 的 ! 图 


题 8.3.6 事实 上 ， 上 面 的 结论 可 能 不 那么 明显 .请 严格 证 明 两 个 平行 四 边 形 
确实 是 全 等 的 ， 你 将 需要 使 用 角度 追踪 法 来 找到 与 原 三 角形 全 等 的 三 角形 . 

有 上 百 种 不 同 的 方法 可 以 证 明 义 股 定 理 . 最 简单 的 证 明 可 能 是 在 古 印度 发 现 
的 ， 并 且 只 使 用 了 “ 剪 切 和 粘贴 ”方法 . 

例 8.3.7 勾 股 定理 的 一 个 “ 剖 分 ”证 明 . 下 面 的 图 应 该 表现 得 比较 清楚 了 . 
第 一 个 正方 形 的 面积 是 a? 十 如 加 上 直角 三 角形 面积 的 4 倍 . 第 二 个 正方 形 的 面积 
是 cz 加 上 直角 三 角形 面积 的 4 倍 . 因为 这 两 个 正方 形 全 等 ， 它 们 的 面积 也 相同 ， 
因此 得 到 a? 十 史 = c. 图 


相似 三 角形 


对 于 面积 的 思考 为 我 们 对 几何 问题 的 研究 提供 了 强大 的 “乘法 的 ”理解 方式 . 
而 由 “相似 三 角形 ”的 概念 引入 了 除法 . 
如 果 人 ABC 和 人 DEF 对 应 角 相 等 且 对 应 边 成 比例 ， 即 ， 
A= LD, LB= LE, ZLC = LF, 
AB/DE = AC/DF = BC/EF, 
则 它们 相似 ( 记 为 A4BC ~ 人 和 人 DEF ). 换 句 话说 ， 两 个 三 角形 “有 相同 的 形状 ”. 











8.3 ”基础 几何 IT 257 


事实 8.3.8 我 们 能 放宽 “相似 性 ”定义 中 “等 角 ” 和 “ 边 成 比例 ”的 条 件 : 
(a) 如 果 两 个 三 角形 对 应 角 相 等 ， 则 它们 相似 . 
(b) 如 果 两 个 三 角形 对 应 边 成 比例 ， 则 它们 相似 . 


(c) “成 比例 的 SAS ” 如 果 两 个 三 角形 有 C F 
两 组 对 应 边 成 比例 ， 且 它们 的 夹 角 相等 ， 则 两 1 
个 三 角形 相似 . 例如 , 在 右 图 中 , ZC = ZF 且 E a 
CB/FE = CA/FD， 这 是 以 确保 人 和 ABC ~ Bp A 
ADEF. 


许多 几何 研究 建立 在 寻找 相似 三 角形 对 的 基础 之 上 . 我 们 常用 辅助 线 , 例如 作 
平行 线 或 垂直 线 ， 它们 实际 上 用 到 以 下 事实 ( 你 应 该 能 毫 无 困难 地 证 明 它 们 ) . 

题 8.3.9 考虑 A4BC, 令 mm 为 平 
行 于 BC 的 直线 ,分 别 交 AB 和 AC 于 D 
和 五 那么 和 人 ADE ~ 和 八 ABC. 

反之 , 如 果 点 D 筷 分 别 在 边 AB 
和 4C 上 ， 并且 等 比例 地 分 割 两 条 边 
(AD/AB = AE/AC), 则 DE BC. 

题 8.3.10 考虑 一 个 直角 三 角形 , 它 的 直角 
边 分 别 为 a 和 5， 斜 边 为 ec。 从 直角 顶点 向 斜 边 
作 垂 线 ， 将 其 分 为 长 度 为 zx 和 y 的 两 条 线段 . a b 

(a) 证 明 : 两 个 小 三 角形 相似 ， 并 且 都 与 大 
三 角形 相似 . 

(b) 证 明 : h = Vy C 

(c) 证 明 : cz =o 且 cy = 吧 . 

如 果 几 何 题 包含 比例 关系 , 你 基本 上 必须 要 考察 相似 三 角形 . 请 观察 并 找到 相 
似 三 角形 ， 如 果 一 下 子 发 现 不 了 ， 请 尝试 用 作 辅 助 线 的 方法 来 构造 它们 . 

三 个 “简单 ”问题 的 解 

当 你 记 住 了 上 述 战 略 ， 并 且 掌 握 了 几何 的 基本 知识 后 ， 第 245 页 的 三 个 “ 简 
单 ” 问 题 ( 题 8.1.1-8.1.3 ) 应 该 难 不 倒 你 了 .现在 请 尝试 解答 它们 ， 并且 用 下 面 的 
讨论 来 检查 你 的 解 . 

例 8.3.11 圆 震 定理 ( 题 8.1.1 ) 的 证 明 . 这 个 问题 要 证 明 乘 积 相 等 ， 这 也 许 
包括 面积 计算 ， 也 许 包 括 构造 相似 三 角形 、 计 算 比 例 和 交叉 相 乘 . 让 我 们 尝试 第 二 
种 战略 .我 们 需要 两 条 明显 的 辅助 线 (XY' 和 X'Y ) 来 构造 相似 三 角形 . 
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事实 上 ,很 容易 找到 这 些 相似 三 角形 . 只 要 两 个 三 
角形 有 一 个 公共 角 ， 那 么 只 要 能 找到 另 一 对 相等 的 角 
( 因为 三 角形 内 角 和 为 180"， 所 以 第 三 对 角 肯 定 相等 )， 
则 两 个 三 角形 相似 . 

因此 , 需要 考虑 的 是 包含 LP 的 两 个 三 角形 . 下 一 
步 要 应 用 例 8.2.16， 它 阐明 了 圆周 角 等 于 它 所 对 应 的 弧 
的 一 半 . 相对 于 圆周 角 的 大 小 ， 下 面 的 事实 更 重要 : 


对 应 于 同一 段 弧 的 两 个 圆周 角 必 相等 . 
因此 ，ZY = LY'， 因 为 它们 对 应 于 同一 段 弧 X'X， 从 而 我 们 有 








APYX' ~ APY’X. 
(注意 ， 点 的 顺序 很 重要 ， 八 PYX' 与 APXY' 不 相似 . ) 接 下 来 得 到 
PX’'/PY = PX/PY,, 


交叉 相 乘 得 到 
PX.PY = PX’.PY.. 

因为 PP 可 能 在 圆 上 或 圆 内 ， 所 以 还 有 另外 两 种 情形 .第 一 种 情形 很 简单 ， 乘 积 科 
于 0. 第 二 种 情形 的 处 理 办 法 如 前 : 通过 作 两 条 明显 的 辅助 线 ， 再 找到 两 个 相似 三 
角形 . 图 

例 8.3.12 角 平 分 线 定理 ( 题 8.1.2 ) 的 两 种 证 明 . 对 于 这 个 定理 ， 我 们 有 很 
多 证 明 方 法 .这 里 给 出 两 种 风格 截然 不 同 的 证 明 . 

第 一 种 证 明 利 用 构造 相似 三 角形 的 战略 . 我 们 已 
经 给 出 了 一 条 角 平 分 线 ， 因 此 已 经 有 了 两 个 三 角形 ， 
它们 有 一 对 相等 的 角 . 只 要 有 另 一 对 相等 的 角 , 问题 
就 解决 了 ! 条 件 给 出 了 ZC4D = LDAB = a. 我 们 
的 技巧 是 在 AD 上 寻找 点 怠 使 得 LACE = LABC， 
记 它 们 为 8. 

这 样 ， 就 得 到 两 个 相似 三 角形 , 即 和 作 ACE ~ 八 A4BD. 接 下 来 该 做 什么 呢 ? 进 
一 步 地 考察 图 形 ， 以 期 得 到 更 多 的 信息 .现在 考虑 比例 关系 . 

记 住 ,我 们 要 证 明 CD/DB = AC/AB. 使 用 相似 三 角形 ,我 们 知道 4C/4B = 
CE/DB. 如 果 能 证 明 CE = CD， 那 么 问题 就 解决 了 ! 

怎么 证 明 CE = CD 呢 ? 我 们 需要 证 明 和 人 CED 是 等 腰 三 角形 . 用 简单 的 角度 
追踪 可 以 得 出 这 点 . 因为 ZCDE 是 和 人 ABD 的 外 角 ， 容 易 证 明 LCDE =a+p. 
类 似 地 有 LCED = a + 8. 因此 和 CED 是 等 腰 三 角形 ， 这 就 完成 了 证 明 . 图 
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第 二 种 证 明 也 使 用 了 相似 三 角形 , 但 关键 思想 与 面积 有 关 . 我 们 想 要 考察 长 度 
比 CD/DB = zx/y.( 见 右 下 图 标 出 的 长 度 . ) 我 们 通过 题 8.3.4 利用 面积 比 来 计算 





它 . A4CD 和 A4DB 有 公共 顶点 4， 因 此 面积 比 为 
[ACD] zx 
[ADB] 了 


接 下 来 , 为 了 涉及 两 个 长 度 4C =b 和 AB=c,， 4 
我 们 用 不 同方 法 计算 两 块 面积 . 令 m = AD 为 角 平 
分 线 的 长 度 . 如 图 所 示 , 考虑 高 w= 二 CF 和 w= DG. 
那么 
L4CD] jum um 
L4DB] jve ve 
现在 , 让 我 们 着 手 处 理 w/v. 第 一 感觉 就 是 考察 相似 三 角形 . 事实 上 , 因为 AD 
是 角 平 分 线 ,， ZCAF = LDAG， 因 此 直角 三 角形 CAF 和 人 DAG 相似 .如果 
两 个 直角 三 角形 有 一 对 相等 的 角 ， 它 们 就 是 相似 的 ， 因 为 已 经 有 两 个 直角 相等 ! ) 
而 人 CAF ~ 人 DAG 意味 着 u/v = b/m， 因 此 


um b m b 

vc - (二 JE 
z_ [ACD] _» 
y [ADB|] ec 

这 个 定理 的 逆 命 题 也 成 立 . 即 , 如 果 BC 上 的 点 DD 使 得 CD/DB = AC/4B， 
那么 AD 平分 CC4B. 我 们 将 这 个 重要 事实 的 证 明 留 给 你 ( 题 8.3.27 ) . 

例 8.3.13 ”重心 定理 ( 题 8.1.3 ) 的 证 明 . 开始 时 , 我 们 暂时 去 掉 一 条 中 线 ( 毕 
竟 ， 我 们 不 知道 三 条 中 线 是 否 交 于 一 点 )， 并 且 添 加 一 条 辅助 线 连结 中 点 五 和 开 . 

有 时 把 EF 称 为 A4BC 的 中 位 线 . 根据 A 
题 8.3.9， 这 条 中 位 线 构造 出 了 相似 于 和 人 BAC 的 
和 人 BEF， 相 似 比 为 1:2， 因 此 BF:AC =1:2. D E 

进一步 地 (也 根据 题 8.3.9 )，EF 平行 于 AC. 
因此 ZFEG = ZLGC4 且 ZEFG = LCAG， 因 此 
人 GEF ~ 人 GCA.， 同样 可 得 相似 比 为 1:2， 这 是 
因为 BF:AC =1:2. 因此 EG:GC = FG:GA=1:2. 

我 们 使 用 的 这 两 条 中 线 无 特别 之 处 , 我 们 已 经 证 明了 : 任意 两 条 中 线 的 交点 将 
它们 分 为 1:2 的 两 部 分 ， 当 作 第 三 条 中 线 BD 时 ， 它 将 与 中 线 4AF 交 于 某 一 点 ， 
将 该 点 记 为 G', 使 得 GD:GB= 二 G'F:G'h 二 1:2. 但 只 有 一 点 ( 即 G) 能 以 这 
样 的 方式 分 割 AF， 因 此 G' = G， 这 样 我 们 就 完成 了 证 明 . 图 

















所 以 
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注意 比例 、 平 行 和 相似 三 角形 间 的 关系 ， 和 “幻象 点 ”(G' ) 在 交点 唯一 性 证 


明 中 微妙 的 用 法 . 
问题 与 练习 


下 面 是 很 多 基础 问题 和 练习 , 利用 本 节 和 上 节 的 几何 事实 就 可 证 出 . 当然 ,“ 基 
础 ”并 不 意味 着 “容易 ”， 然而， 大 多 数 问题 需要 耐心 地 研究 、 审 慎 地 选择 辅助 线 、 
持续 地 追踪 角度 、 发 现 相似 三 角形 ， 等 等 ， 你 应 该 尽 可 能 解决 下 面 的 每 个 问题 ， 至 
少 把 每 个 问题 看 一 壳 ， 因 为 这 些 问 题 中 的 很 多 思想 在 后 续 学 习 都 会 用 到 . 


题 8.3.14 令 直 线 《 分 别 交 三 条 平行 线 于 
点 4, B, COC， 直线 t 分 别 交 这 三 条 平行 线 于 
点 D, B, F. 证 明 : AB/BC = DE/EF.. 

题 8.3.15 (纽约 数学 联盟 1992) 在 人 ABC 
中 , CD 和 AE 是 它 的 高 , BD = 3, DA = 5 
BE =2. 求 EC. 

题 8.3.16 令 A4BC 为 直角 三 角形 ，ZLB 为 
直角 . 在 A4BC 的 斜 边 上 构造 一 个 正方 形 
(在 三 角形 外 部 ). 令 M 为 正方 形 的 中 心 . 证 
明 : MB 平分 Z4BC. 

题 8.3.17 证 明 欧 拉 不 等 式 : 三 角形 外 接 圆 半 
径 至 少 是 其 内 切 圆 半径 的 两 倍 . 

题 8.3.18 圆周 角 定 理 的 切线 形式 . 让 我 们 考 
虑 第 249 页 “ 圆 和 角 ” 的 图 . 证 明 : LABD = 
ZACB. 

题 8.3.19 令 PP 为 等 边 三 角形 内 部 的 任意 
点 . 证 明 : 从 PP 到 三 边 的 距离 之 和 等 于 这 个 三 
角形 的 高 . 

题 8.3.20 使 用 下 面 的 图 重新 证 明 第 255 页 
例 8.3.1. 








Ff DE Cy 


A B 


题 8.3.21 回忆 : 梯形 是 有 两 边 平行 的 四 边 
形 ， 这 两 条 边 称 为 底 ， 梯 形 的 高 是 底 边 之 间 的 
距离 ， 假 设 一 个 梯形 底 为 a, 5， 高 为 h. 

(a) 用 a, b, h 来 表示 梯形 的 面积 . 

(b) 求 过 梯形 两 条 对 角 线 的 交点 、 平 行 于 





底 边 的 、 两 端 在 另 两 条 边 〈 非 底 边 ) 的 线段 的 
长 度 . 
题 8.3.22 回忆 : 萎 形 是 所 有 边 都 等 长 的 四 边 


形 . 

(a) 证 明 : 菱形 是 平行 四 边 形 . 

(b) 证 明 : 萎 形 的 对 角 线 互相 垂直 平分 . 

(c) 证 明 : 菱形 的 面积 等 于 两 条 对 角 线 的 
长 度 的 乘积 的 一 半 . 
题 8.3.23 (匈牙利 1936) 令 P 为 人 ABC 内 
一 点 使 得 

[4BP] = [BCP] = [ACP]. 

证 明 : P 是 和 作 ABC 的 重心 . 
题 8.3.24 令 三 边 为 a, b,c 的 三 角形 的 内 切 
圆 半 径 为 >， 而 K 和 s 分 别 代 表 三 角形 的 面 
积 和 半 周 长 ( 周 长 的 一 半 ). 证 明 : K = rs. 
题 8.3.25 对 “PP 在 圆 内 ”“P 在 圆周 上 ”两 
种 情形 分 别 证 明 圆 寡 定 理 ( 题 8.1.1). 


题 8.3.26 点 到 直线 的 距离 . 令 ax+byt+c 二 0 
为 平面 直角 坐标 系 中 的 直线 方程 ， 并 令 (wv) 
为 平面 中 任意 一 点 . 那么 我 们 以 如 下 著名 的 公 
式 来 定义 点 (u,v) 到 这 条 直线 的 距离 : 
lau+bv+tadl 
Vaz 十 到 
这 能 用 标准 的 几何 分 析 证 明 ， 即 通过 求 垂 线 方 
程 ( 它 的 斜率 为 az 十 by 十 c == 0 的 斜率 的 倒 
数 的 相反 数 ) 来 寻找 (u,v) 到 直线 的 垂 足 的 坐 
标 , 然后 使 用 距离 公式 . 但 这 种 方法 太 烦 琐 了 . 
于 是 换 另 一 种 方法 : 构造 相似 三 角形 ， 形 
成 简洁 优雅 的 证 明 ， 两 行 足 侨 . 下面 是 这 个 证 





d= 





明 ， 请 你 提供 论证 ，( 别 忘 了 解释 为 什么 需要 
绝对 值 . ) 
上 
网 ”VE 直列 


2. |bh| = |aw 十 pu 十 c|. 







(u, v) 
h 


ax+by+c=0 








(0, 0) 


题 8.3.27 证 明 角 平分 线 定理 ( 题 8.1.2) 的 
逆 定 理 : 考虑 A4BC, D 是 BC 上 一 点 , 使 
得 CD/DB = AC/AB, 则 4AD 平分 LCAB. 


题 8.3.28 证 明 圆 律 定理 ( 题 8.1.1 ) 的 逆 定 
理 : 如 果 PP 是 直线 XY 和 X'Y' 的 交点 ， 且 
PX.PY = PX'.PY’, 则 X,Y, X Y' 共 圆 . 
题 8.3.29 相似 子 三 角形 . 假设 A4BC ~ 
ADBEP， 并 令 X 和 了 分 别 是 4B 和 DE 
上 的 点 ， 将 这 两 条 边 同 比分 割 . 
4X/X = DY/YE. 证 明 : A4XC ~ 
人 DYF. 我 们 称 和 人 AXC 和 ADY 为 “ 相 
似 子 三 角形 ”是 因为 人 AXC 和 八 DYF 分 别 
以 “相似 ”的 方式 位 于 和 人 ABC 和 人 DEF 内 . 
这 似乎 显而易见 ， 即 相似 对 象 的 成 比例 的 子 集 
应 该 相似 ， 但 你 需要 花 一 些 时 间 严 格 证 明 它 . 

相似 子 三 角形 经 常 出 现 . 例如 , 见 题 8.4.31 
和 例 8.4.4. 


题 8.3.30 尺 规 作 图 . 进行 下 面 的 作 图 (确保 
你 能 证 明 它们 的 可 行 性 ). 
(a) 给 定 一 条 单位 长 度 的 线段 ， 作 一 条 如 
下 长 度 的 线段 . 
1. k， 其 中 是 任意 正 整 数 . 
2. a/b， 其 中 a 和 5。 是 任意 正 整 数 . 
(b) 给 定 长 度 分 别 为 1 和 z 的 线段 ， 作 一 
条 长 度 为 Vz 的 线段 . 
(c) 给 定 三 角形 各 边 的 中 点 ， 作 出 这 个 三 








也 就 是 说 ， 
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角形 . 
题 8.3.31 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2016) 考 
虑 锐角 人 ABC, 令 K, L, M 分 别 是 边 AB， 
BC, CA 的 中 点 . 从 天 ,二 M 分 别 向 三 角 
形 的 另外 两 条 边 作 垂 线 ， 即 从 KK 向 边 BC 
和 CA 作 垂 线 ， 以 此 类 推 . 结果 是 这 6 条 垂 
线 交 于 点 @, 5, T， 在 A4BC 内 构成 六 边 
形 KQLSMT. 证 明 : 六 边 形 KQLSMT 的 
面积 是 原 人 ABC 的 面积 的 一 半 . 
题 8.3.32 华 莱 士 - 鲍 耶 - 格 温 定理 . (感谢 拉 
利 特 : 页 拒 ) 这 个 定理 表明 ， 平面 上 任意 两 个 
面积 相等 的 多 边 形 都 是 “ 剪 切 全 等 ”的 ， 即 可 
以 把 一 个 多 边 形 切 成 几 块 ,它们 可 以 完美 地 组 
合 在 一 起 (没有 空隙 , 没有 重合 ), 形成 另 一 个 
多 边 形 . 证 明 这 个 定理 . 关键 是 证 明 两 个 面积 
相同 的 矩形 是 剪 切 全 等 的 . 例如 , 证 明 2x5 矩 
形 和 V10 x V10 矩形 是 剪 切 全 等 的 . 
题 8.3.33 回顾 三 角 法 . 一 些 纯 几何 学 者 看 不 
起 三 角 法 , 认为 它 “ 不 纯粹 ”, 但 这 种 看 法 是 总 
春 的 . 当然 , 存在 许多 优雅 的 几何 证 明 方法 , 它 
们 不 使 用 “不 纯粹 ”的 三 角 方 法 . 但 三 角 法 有 时 
更 省 时 间 并 且 更 有 效 . 毕竟， 三 角 法 本 质 上 是 
对 相似 三 角形 比例 的 变形 ， 因 此， 每 当 处 理 相 
似 三 角形 时 ,你 至 少 应 该 意识 到 三 角 法 可 能 
行 . 现在 你 应 该 复习 sin, cos, tan 的 定义 和 基 
本 的 和 和 角 与 差 角 公 式 ( 如 果 还 不 熟悉 )， 接 着 
( 做 题 时 不 许 再 查阅 它们 ! ) 完成 下 面 的 练习 . 

(a) 如 果 三 角形 两 边 的 长 度 是 和 5, 它们 
的 夹 角 是 9, 证明: 三 角形 的 面积 是 3absin 0. 

(b) 利用 这 个 公式 得 到 角 平 分 线 定理 
( 题 8.1.2 ) 的 第 三 个 证 明 . 

(c) 证 明正 弦 定 理 : 考虑 A4BC， 令 


a=BC,b5=4C,c=4B. 那么 
a b c 


sn4 sinB snC- 
(d) 证 明 扩展 的 正弦 定理 ， 它 说 上 面 的 比 
等 于 2R， 其 中 RR 是 外 接 圆 半 径 . 
(e) 证 明 余弦 定理 ， 它 说 [使 用 (c) 中 的 
三 角 记 号 ] 
=a + 2abcosC. 
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题 8.3.34 利用 余弦 定理 证 明 有 用 的 斯 图 尔 
特定 理 : 考虑 人 ABO, 点 XX 在 边 BC 上. 如 果 
AB=c, AC=b, AX=p, BX=m, XC=n, 则 








ap? + amn = bm 十 en. 


题 8.3.35 利用 题 8.3.10 和 相似 三 角形 ， 给 
出 勾 股 定理 的 另 一 个 证 明 . 

题 8.3.36 令 au b,c 为 面积 为 K 的 三 角形 的 
边 ,并 令 R 为 外 接 圆 半径 . 证明 :KK = abc/4R. 
题 8.3.37 这 题 是 三 角 法 应 用 的 例子 . 使 用 面 
积 公式 3absin9 来 证 明 下 面 惊人 的 事实 : 任 
何 梯形 都 被 其 对 角 线 划分 为 四 个 三 角形 ， 其 中 
两 个 是 相似 的 ， 另 外 两 个 面积 相等 . 例如， 在 
下 图 中 ， 阴 影 三 角形 有 相同 的 面积 . 


淮 D 


B C 
题 8.3.38 思考 下 图 , 它 描绘 了 直角 A4BC， 


直角 为 ZB，AB =1. 令 记 为 4C 上 一 点 ， 
使 得 AD=1. 令 DEICB. 





GC 
D 


人 
A 
(a) 回忆 : 半径 为 ” 的 圆 上 对 应 圆心 角 
为 0 的 圆 弧 的 长 度 是 r06 ( 当然 ，6 是 弧度 制 
的 ). 利用 这 点 证 明 对 于 锐角 9 有 
sin0 < 0 < tandb. 


(b) 不 用 微 积 分 ， 


Sin 0 _ 





证 明 : lm 
题 8.3.39 ( 普 特 南 1999) 直角 A4BC 的 直 
角 为 CC，ZB4C = 0. 点 吃 在 4B 上 , 使 
得 4C=4D=1 点 已 在 BC 上， 使 得 
LCDE = 9. 过 点 五 作 垂 直 BC 的 垂 线 交 
AB 于 F. 计算 limo_;o BF， 提示 : 答案 不 
是 1, 0, 1/2. 


C 
人 
A FD B 


题 8.3.40 下 图 表示 勾 股 定理 的 另 一 种 “ 
”证 明 . 请 指出 (并 证 明 ) 为 什么 这 成 立 


5 


题 8.3.41 ( 普 特 南 1998) 令 s 是 单位 圆 在 第 
一 象限 上 的 任意 弧 . 令 A he z 轴 上 方 s 下 
方 区 域 的 面积 ，B 表示 y 轴 右 方 s 左 方 区域 
的 面积 . 证明 A 十 B 仅 依赖 于 s 的 长 度 ， 而 
与 弧 s 的 位 置 无 关 . 

题 8.3.42 在 下 图 中 , D, E, 玉 分 别 是 AR, 


A 
G B 
题 8.3.43 旁 切 圆 . 三 角形 的 内 切 圆 与 三 条 边 
相 切 , 内 切 圆 的 圆心 当然 在 三 角形 内 部 . 然而 ， 
还 有 另外 三 个 圆 . 只 要 允许 圆心 在 三 角形 外 部 ， 
并 且 按 照 需要 延长 三 角形 的 边 ， 那 么 这 三 个 圆 
都 与 三 角形 三 条 边 相 切 ! 例如 ， 下 面 是 一 个 半 
径 为 ra 的 旁 切 圆 ( 因为 它 与 顶点 4 相对 ). 
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可 以 用 类 似 的 方式 定义 另 两 个 旁 切 圆 ( 也 称 为 (b) 沿用 题 8.3.24 的 符号 ,证明 : 
外 圆 )， 它 们 的 半径 分 别 为 ro。 和 7。. K=(s—a)ra=(s—br,= (s— ore. 
(a) 证 明 : 每 个 外 圆 的 圆心 是 三 角形 三 个 


证 明 著 名 的 公式 : 
角 (一 个 内 角 和 两 个 外 角 ) 平分 线 的 交点 . 四 


ra rp re 7 
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让 我 们 对 上 一 节 快 速 复 习 并 重组 , 其 内 容 涵盖 了 很 多 专题 , 现在 让 我 们 再 次 讨 
论 最 重要 的 一 些 内 容 . 本 节 引 入 了 一 些 新 的 理论 和 工具 , 但 学 习 重 点 是 解 儿 何 题 战 
略 和 战术 ， 以 及 以 创新 的 方式 来 应 用 简单 的 思想 . 

上 一 节 介 绍 的 解 题 方法 共有 三 个 层面 ( 战略 、 战 术 、 工 具 )， 让 我 们 把 其 中 的 
一 些 归纳 成 一 个 清单 .这 个 清单 并 不 全 面 ， 却 是 个 良好 的 开端 , 它 还 能 帮助 初学 者 
找到 头绪 . 


. 仔细 作 图 . 

. 作 辅 助 线 ， 但 要 简洁 . 

. 从 角度 追踪 开始 .但 不 要 事 事 皆 依赖 于 此 ! 

寻找 你 最 有 利 的 工具 : 直角 三 角形 、 平 行 线 和 共 圆 的 点 . 
比较 面积 . 





. 牢记 : 探寻 相似 三 角形 . 
. 寻找 对 称 性 和 “典型 的 ”点 或 线 . 
. 创建 具有 所 需 属 性 的 “幻象 ”点 ， 并 证 明 它 与 某 个 已 知 点 重合 . 

让 我 们 通过 一 些 问 题 、 例 题 及 新 观点 来 更 仔细 地 考察 其 中 的 一 些 解 题 方法 . 
对 8.4-8.4 项 几乎 没什么 要 说 的 ， 除 了 它们 的 显然 性 : 没有 一 张 认真 画 的 图 ， 你 将 
会 浪费 时 间 ; 辅助 线 是 神奇 的 , 但 有 时 需要 真正 的 艺术 感 才能 找到 ; 角度 追踪 法 是 
有 趣 的 ， 但 不 能 解决 所 有 问题 . 从 第 8.4 项 开始 ， 通 过 观察 一 些 好 的 例题 ， 有 很 多 
值得 学 习 的 东西 . 


co J Yc 


共 圆 的 点 
下 面 的 问题 明确 地 要 求 寻找 共 圆 的 点 , 让 我 们 从 此 题 和 人 手 . 我 们 将 会 给 出 两 种 


解法 ， 请 你 花 时 间 来 思考 其 中 用 到 战略 、 战 术 和 工具 . 

例 8.4.1 (USAMO 1990) 在 平面 中 给 定 一 个 锐角 A4BC. 直径 为 4B 的 圆 
交 高 线 CC' 及 其 延长 线 于 点 M 和 N. 直径 为 4C 的 圆 交 高 线 BB’ 及 其 延长 线 
于 点 己 和 Q. 证 明 : 点 M,N, 已 Q 共 圆 . 
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解答 必须 强调 仔细 作 图 和 保持 纸 面 整洁 的 
重要 性 ( 至 少 在 开始 时 这 么 做 )， 在 右 图 中 ， 把 
直径 为 4C 和 4B 的 圆 分 别 标 为 wv: 和 wz， 并 
不 包含 多 余 的 对 象 . 

我 们 的 准确 绘图 (在 这 个 例子 中 是 计算 机 
辅助 绘 成 的 ) 立即 给 了 回报 : 观察 到 C' 在 wi 
上 而 B' 在 w。 上 . 只 是 我 们 很 幸运 吗 ? 当然 不 
是 ! 人 4B'B 是 直角 三 角形 ,直角 为 和 <B' (高 BB' 的 垂 足 )， 斜 边 AB 就 是 ws 的 
直径 .通过 关于 内 接 直角 三 角形 的 事实 ( 题 8.2.17 ) 知道 ，B' 一 定 在 w。 上 . 通过 
相同 的 推理 ，C' 在 wx 上 . 这 虽 是 简单 的 几何 观察 ,但 如 果 没 有 好 好 作 图 ， 它 可 能 
会 逃 出 我 们 的 视线 ! 

现在 是 进行 战略 性 思考 的 时 候 了 .我 们 想 要 证 明 M, N, P, Q 在 同一 个 圆 上 . 
让 我 们 循序 渐进 地 列 出 “倒数 第 二 步 ” 的 一 些 选项 . 

1. 为 假想 的 圆 寻 找 可 能 的 圆心 ， 并 证 明 这 四 个 点 与 它 的 距离 相等 . 

2. 根据 圆 内 接 四 边 形 引 理 ( 题 8.2.18 )， 如 果 能 证 明 ZOQMP 和 LQNP 互补 ， 
便 大 功 告 成 . 

3. 使 用 相同 的 引 理 ， 另 一 种 解法 是 证 明 CQPAM = LQNM. 

4. 使 用 圆 舌 定理 的 逆 定 理 ( 题 8.3.28 ) 来 推 新 M, N, 已 Q 共 圆 . 我 们 将 PQ 
和 MA 的 交点 称 为 .然后 需要 证 明 


QX .XP=MX.XN. 


5. 使 用 托 勒 密 定理 ( 题 8.4.29 ) 的 逆 定 理 来 证 明 四 点 共 圆 . 为 了 做 到 这 点 , 我 
们 必须 证 明 : 








QM.:NP+MP.NQ= QP.MN. 


想 各 有 千秋 ， 但 选项 #2 和 选项 #3 比较 烦琐 ， 需 求 添加 更 多 的 辅助 
线 ， 会 让 人 感觉 很 困惑 . 类似 地 ， 托 勒 密 定理 看 起 来 也 很 复杂 . 

另 一 方面 ,选项 #1 看 起 来 很 有 希望 . 因为 已 经 标 出 的 点 中 的 某 一 点 很 有 可 能 
实际 上 是 圆心 ， 故 选项 #1 看 起 来 自然 而 然 可 行 . 如 果 M, N, P,Q 共 圆 ， 则 MN 
和 PQ 会 是 某 个 圆 的 弦 , 并 且 通 过 弦 与 半径 的 关系 (事实 8.2.13 ) 可 知 : 这 些 弱 的 
中 垂 线 会 穿 过 圆心 . 

注意 : 4B 是 MN 的 中 垂 线 . 这 是 因为 : MN 垂直 于 4B (因为 M 和 AN 在 
垂直 于 AB 的 高 线 上 )， 并 且 MN 是 圆 w。( 直径 为 AB ) 的 弦 .， 类 似 地 ，4C 是 
QP 的 中 垂 线 . 


这 些 思 厅 
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因此 ， 唯 一 可 行 的 圆心 是 A， 我 们 知道 4Q = 
4P 且 4M = AN， 并 已 经 将 问题 转化 为 证 明 
AM = 4P. 注意 : 4M 和 AP 分 别 是 圆 w。 和 wi 
的 内 接 直角 三 角形 的 直角 边 ， 右 图 说 明了 这 点 ,为 
清晰 起 见 ， 省 略 了 前 面 图 中 的 一 些 线 . 
这 个 问题 归结 为 完全 可 以 证 明 的 问题 ， 利 用 相 
似 三 角形 ， 或 回忆 题 8.3.10， 我 们 有 
AM? = AC’. 4， 
4P2 = AB’. AC. 
因为 C 和 B’' 是 和 作 ABC 的 高 的 重 足 ， 它 们 的 位 置 固定 ， 且 长 度 也 能 用 一 般 的 三 
角 几 何 计 算得 到 ， 分 别 为 4C' = AC cos A 和 4B' = 4Bcos A. 代入 前 式 ， 得 到 
41M2 = AC’. AB = AC . AB cos A, 
4P2 = AB’. AC = AB . AC cos A. 
这 就 完成 了 证 明 . 图 
但 前 面 曾 承诺 要 使 用 两 种 证 明 方法 ! 来 看 一 下 选项 #4: 利用 圆 寡 定理 的 逆 定 
理 . 一 开始 ， 这 看 起 来 很 复杂 ， 因 为 圆 委 定 理 需要 四 条 不 同 的 线段 . 然而 ， 我 们 要 
处 理 两 个 到 ， 因 此 对 于 重 又 的 圆 多 次 使 用 圆 窜 定 理 是 个 明智 的 选择 . 需要 标 出 QP 
和 MN 的 交点 ， 它 现在 很 重要 . 在 下 图 中 ， 把 交点 称 为 X.， 注意: 和 是 人 ABC 
的 垂 心 . 也 请 注意 (这 得 再 次 归功 于 仔细 作 图 ) wi,w2 和 CB 交 于 同一 点 ， 故 很 自 
然 地 把 它 标 为 4 ， 因 为 它 正 好 是 过 点 4 的 高 线 的 垂 足 . (三 条 高 线 交 于 和 ， 并 且 
俯 4A4'B 是 内 接 于 ws 的 直角 三 角形 ， 而 A44'C 是 内 接 于 wi 的 直角 三 角形 . ) 
我 们 需要 证 明 : QX .XP = MX .XN， 遗憾 的 是 ， 这 四 条 线段 不 在 同一 个 圆 
中 .然而 令 人 兴奋 的 是 : 虚线 4X4' 同时 是 wy 和 ws 的 弦 ! 
对 wi 应 用 圆 宕 定理 ， 有 
4X.X4 = QX.XP. 
而 在 ws 中 ， 可 用 圆 宕 定理 导出 
AX .XA= MX.XN. 
于 是 完成 了 另 一 种 证 明 . 图 
注意 : 用 圆 知 定 理 给 出 解 要 容易 很 多 , 但 第 一 个 解 也 不 是 太 麻 烦 . 两 种 解法 都 
需要 解 题 者 的 勇气 和 耐心 ， 仔 细作 图 以 及 对 垂直 、 圆 内 接 直角 三 角形 等 的 系统 观 
察 . 同样 , 两 个 解 都 依赖 于 寻找 “关键 对 象 ” 在 第 一 个 解 中 , 把 点 4 作为 目标 . 而 
在 第 二 个 解 中 , 直线 44' 是 关键 . 这 也 不 是 巧合 : 因为 问题 是 关于 直径 4C 和 AB 
“对 称 ” 地 建立 的 ， 而 我 们 感 兴趣 的 对 象 包含 点 4， 这 说 得 过 去 . 这 种 战略 性 的 推 
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导 需 要 开阔 的 视野 和 奇 思 妙 想 . 这 比 起 技术 来 说 它 更 是 艺术 . 但 有 目的 的 研究 有 别 
于 之 无 章法 的 构造 ， 它 们 之 间 是 有 区 别 的 ! 
面积 、 塞 瓦 线 和 共 点 的 线 
连接 三 角形 的 一 个 顶点 和 它 的 对 边 (或 延长 线 ) 上 一 点 的 线段 称 为 塞 瓦 线 . 许 
多 图 形 包 含 塞 瓦 线 . 能 用 如 下 法 则 研究 它们 ， 即 有 公共 顶点 的 、 底 边 在 同一 条 直线 
上 的 两 个 三 角形 的 面积 比 等 于 底 边 长 度 比 ( 题 8.3.4 )， 我 们 已 经 多 次 使 用 这 个 思 
想 ， 但 仍然 能 从 中 获取 更 多 有 用 信息 .让 我 们 利用 它 来 解决 一 个 著名 的 难题 . ” 
例 8.4.2 点 D, ,分别 是 BC, CA, 4B 的 三 分 之 一 点 ( 即 AF = AB/3， 
BD = BC/3, CE = CA/3). 如 果 [4BC] = 1， 求 阴影 三 角形 的 面积 [GHII. 
解答 正如 在 重心 问题 〈 例 8.3.13 ) 中 所 做 的 ， C 
从 只 考虑 两 条 相交 的 塞 瓦 线 开 始 .， 去 掉 塞 瓦 线 BE. E 
为 方便 比较 面积 ， 加 上 辅助 线 7B. 令 [FIA4] = z， 
因为 4P :FEB =1:2， 所 以 [FRBTJ = 2z， 类 似 地 ， 
如 果 [DIB] = 2y， 则 [CID] = 4y ( 令 第 一 个 面积 4 
为 2y 而 非 y 是 为 了 避免 后 面 出 现 分 数 ). 
还 有 其 他 已 知 的 面积 比 ， 因 为 
[CAF]:[ICFB] = 1:2, 
[CFB] = 6y 十 27z， 
所 以 我 们 有 [CAFf] = 3y 十 zx， 从 而 [CT4] = 3y. 
现在 可 以 反 向 进行 ， 由 面积 比 
[CIA]:[CID] = 3y:4y = 3:4 
产生 长 度 比 











AI:1D=3:4. 
我 们 尚未 完成 ， 通 过 这 种 方法 还 能 得 到 更 多 信息 ， 因 为 
[BAD]: [CAD| = 1:2, 
有 
2(37 + 2y) = 3y+4y, 
因此 2x = y.， 这 意味 着 
[FIA]:ICIA]= 1:6, 


@ 更 多 的 解法 请 参见 文献 [7] 和 [20]. 


因此 得 到 
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回 到 有 三 条 塞 瓦 线 的 原 图 ( 上 页 第 一 幅 图 )， 我 们 看 到 ， 每 条 塞 瓦 线 都 被 按 比 
例 分 为 1:3:3. 例如 ，FT:T 厅 :FTC = 1:3:3. 更 重要 的 是 ， 阴 影 三 角形 的 顶点 
G, 五 , 了 分 别 平分 线段 万, CT, 4G. 这 种 情形 在 上 页 最 后 一 幅 图 中 得 以 清晰 简洁 
地 展现 .( 尽管 有 一 些 重 要 的 辅助 线 . ) 

辅助 线 清楚 地 表明 : 大 三 角形 被 分 解 为 7 个 小 三 角形 ， 且 每 个 小 三 角形 的 面 
积 都 等 于 阴影 三 角形 的 面积 ， 因 此 得 到 [GHI] = 1/7. 图 

运用 已 有 的 技巧 ， 我 们 应 该 能 够 判定 三 条 塞 瓦 线 何 时 共 点 . 在 17 世纪 ， 乔 瓦 
尼 : 塞 瓦 发 现 了 一 个 很 优雅 的 解答 (现在 你 该 知道 “ 塞 瓦 线 ” 的 由 来 了 吧 ) . 

例 8.4.3 ” 塞 瓦 定理 . 塞 瓦 线 AD, BE, CF 共 点 ， 当 且 仅 当 

AF BD CPP 


A 
FB DC EA E 
Val 
证 明 首先 回忆 一 个 与 比例 有 关 的 简单 的 代 < 


如 果 C 万 B 





则 我 们 有 
x T+ia 2 一 0 
y yib yb 
这 个 引 理 看 似 惊 人 ， 但 很 容易 证 明 . 记 住 : 分 子 分 母 同 乘 以 一 个 数 ， 分 数值 不 变 ; 

但 若 分 子 分 母 同时 加 上 或 减 去 一 个 数 ， 分 数值 可 能 改变 ! 

有 了 这 个 引 理 , 塞 瓦 定理 就 变 得 相当 简单 . 假设 赛 瓦 线 共 点 于 G. 将 其 转换 为 
面积 (符号 如 上 图 )， 得 到 
AF 





























EA x Tiyiw y+w’ 
这 些 表达 式 的 乘积 显然 是 1， 我 们 将 逆 命 题 ( 如果 乘积 为 1， 则 塞 瓦 线 共 点 ) 留 作 
练习 . 图 
相似 三 角形 和 共 线 的 点 
毫 无 疑问 ,你 已 经 注意 到 ， 几 乎 在 每 个 几何 问题 中 ,相似 三 角形 都 是 重要 的 因 


素 . 寻找 起 到 关键 作用 的 相似 三 角形 可 能 相当 困难 . 有 时 ， 你 必须 构造 相似 三 角 
形 ; 又 有 时 ， 你 需要 从 复杂 而 纷繁 的 图 中 艰难 地 寻找 饱含 玄机 的 ， 能 让 人 看 见 胜利 
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例 8.4.4 在 等 腰 A4BC 中 , 4B = 4C. 从 4 A 
作 BC 的 垂 线 , 交 BC 于 D. 然后 过 万 作 4C 的 垂 线 ， 

交 AC 于 BE. 令 下 为 已 D 的 中 点 . 证 明 4AF | BE. E 

解答 角度 追踪 一 直 十 分 诱 人 ， 但 若 在 这 里 使 用 
角度 追踪 ， 你 会 功 败 垂 成 .我们 所 感 兴趣 的 相交 的 直 8 B Cc 
线 之 一 的 AF 是 和 AED 的 一 条 中 线 . 中 线 不 像 角 平 
分 线 或 者 高 线 那 样 有 十 分 复杂 的 三 角 分 析 ， 它 不 会 产生 有 用 的 角度 信息 

我 们 需要 从 战略 上 思考 . 对 于 垂 线 来 说 ,倒数 第 二 步 是 什么 ? 圆 内 接 直角 三 角 
形 ! 根据 题 8.2.17, 如 果 三 角形 的 一 条 边 是 圆 的 直径 ,上 且 这 条 边 相 对 的 顶点 在 圆 上 ， 
则 这 个 对 角 是 直角 . 注意 : A4DB 就 是 内 接 于 直径 为 4B 的 圆 的 直角 三 角形 . 因 
此 , 如 果 能 证 明 G 在 圆 上 , 我 们 便 完成 了 证 明 , 因为 人 AGB 也 将 会 是 直角 三 角形 . 

也 就 是 说 ， 必 须 证 明 4, G, D, B 是 共 圆 的 点 ， 根 据 题 8.2.18， 当 且 仅 当 

LGAD = LGBD 
时 这 才 成 立 ， 在 几乎 能 品尝 到 胜利 的 果实 之 际 ， 我 们 当然 希望 尝试 更 多 的 角度 追 
踪 . 但 我 们 需要 更 多 : 必须 用 “角度 的 ”方式 来 运用 “是 DE 的 中 点 ”的 条 件 . 
我 们 需要 一 个 与 某 个 中 点 有 相似 (双关 语 ) 关系 的 三 角形 . 

注意 : AF 是 直角 三 角形 的 一 条 中 线 . 在 它 附 
近 有 其 他 中 点 吗 ? 有 ,点 万 是 BC 的 中 点 ， 因 为 
A4BC 是 等 腰 三 角形 (我们 第 一 次 用 到 这 个 条 件 )! 
只 要 DE 是 三 角形 的 中 位 线 , 证 明 就 会 容易 许多 . 异 | 
想 天 开战 略为 我 们 带 来 了 帮助 : 作 BH 平行 于 DE. 3 D C 

现在 ， 人 BHC 是 直角 三 角形 ，DE 是 中 位 线 ，BE 是 中 线 . 显然， 我 们 有 

ABHC ~ AAED. 
使 用 题 8.3.29 的 相似 子 三 角形 推理 ， 立 即 得 到 
AFAD ~ AEBOC, 
因此 ZGAD = LGBD， 这 正 是 我 们 所 希望 的 . 国 

作 辅 助 线 B 五 是 明智 的 ， 同 时 也 是 非常 自然 而 然 的 关键 一 步 . 在 下 面 的 例子 
中 ， 图 形 更 杂乱 ， 也 有 更 多 的 选择 . 因此 必须 特别 关注 思考 “隐藏 ”的 辅助 线 .在 
这 个 例子 中 ， 需 要 的 辅助 线 是 三 角形 ， 而 不 仅仅 是 一 条 直线 . 

例 8.4.5 欧 拉线 . 证 明 : 任何 三 角形 的 重心 、 外 心 和 重心 共 线 ， 进 一 步 而 言 ， 
重心 将 重心 到 外 心 的 距离 按 比例 分 为 2:1. 这 三 个 点 确定 了 一 条 直线 ， 称 为 三 角形 
的 欧 拉 线 . 

解答 如 何 证 明 呢 ? 仔细 作 图 永远 是 重要 的 ， 同 时 必须 努力 不 要 让 图 变 得 拥挤 
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不 堪 让 我 们 开始 吧 . A4BC 的 重心 .重心 和 外 心 分 - 
别 是 点 五 , M, KK. 我 们 画 出 两 条 高 线 来 确定 五, 但 Zr 
[~ 


没有 作出 任何 中 线 . 外 接 圆 半径 或 者 中 垂 线 . 图 中 确 
YN 






A/ 
实 包含 辅助 线 构 造 :连接 A4ABC 各 边 中 点 B, G, 1， [人 
得 到 中 点 三 角形 BGI， 事 实 上 ， 这 就 是 关键 性 一 | 
步 ， 如 果 你 不 知道 这 么 做 的 原因 ， 你 可 能 还 没有 完 。“ 0 
成 题 8.2.29， 请 先 完成 它 ， 再 继续 阅读 ! 
证 明 瓦 M, K 共 线 的 战略 是 证 明 五 M 和 MK 有 相同 的 “斜率 ”. 这 需要 从 


我 们 之 所 以 画 出 了 中 点 三 角形 ， 是 因为 它 以 一 种 非常 有 趣 的 方式 “连接 ”了 
点 玉 和 互 , 即 中 点 三 角形 相似 于 A4BC ,并 且 (你 完成 题 8.2.29 了 吗 ?) A4BC 的 
外 心 是 中 点 三 角形 的 垂 心 . 也 就 是 说 , K 是 人 BGT 的 重心 ,并 且 AEGT ~A4BC， 
相似 比 为 1 :2. 
进一步 可 知 , 人 BGT 的 重心 也 是 M. 至 此 几乎 完成 了 证 明 . 线段 HM 和 KM 
是 “姐妹 ” ， 每 个 都 连接 相似 的 三 角形 的 垂 心 和 重心 .让 我 们 将 这 个 命题 正式 化 . 
A 


Bb D EF C 


过 点 K 作 直 线 垂直 于 IG， 因 为 K 是 和 人 BGT 的 重心 及 A4BC 的 外 心 ， 这 条 重 
线 过 BC 的 中 点 妃 ， 作 中 线 AB， 并 且 因 为 A4D |] EK ， 我们 可 以 发 现 
ZHAM = LKEM. 

最 后 ， 作 线段 了 HM 和 MK. 我 们 希望 通过 人 4M ~ 人 EBM (比如 说 ,这 
蕴含 着 <4HM = ZEKM， 因 此 直线 太 M 和 MK 有 相同 的 斜率 )， 来 证 明 这 两 
条 线段 形成 一 条 直线 . 因为 有 角度 等 式 ， 所 以 几乎 能 够 证 明 这 点 . 我 们 需要 的 只 是 
成 比例 的 长 度 , 这 很 容易 . 因为 EGI ~ 人 ABC, 所 以 有 EK/AH = 1/2. 并 且 ， 
根据 重心 定理 ( 题 8.1.3)， 有 EM/MA4 = 1/2， 因 此, 根据 “成 比例 的 SAS”( 事 
实 8.3.8 )， 我 们 推断 出 人 五 4M ~ 人 KEM， 这 就 完成 了 证 明 . 图 
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幻象 点 和 共 点 的 线 


你 已 经 看 到 过 幻象 点 的 使 用 方法 . 那 时 ， 我们 创造 了 一 个 点 , 它 有 我 们 想 要 的 
性 质 或 位 置 . 我 们 也 能 在 反 证 法 中 很 明确 地 利用 幻象 点 . 其 中 ,幻象 点 扮演 了 称 草 
人 的 角色 , 他 的 死亡 使 我 们 得 到 了 想 要 的 结果 . 下 面 是 一 个 漂亮 和 富有 启发 性 的 例 
子 ， 它 使 用 了 两 个 幻象 点 来 证 明 三 条 直线 交 于 一 点 . 

例 8.4.6 ”如 右 图 所 示 放 置 三 个 圆 wi, wz, ws， WW3 
使 得 每 对 圆 都 交 于 两 点 .这 些 点 对 是 三 条 弱 (每 
条 都 是 两 个 圆 的 公共 弱 ) 的 端点 对 .证明 这 些 纺 
共 点 ， 即 右 图 中 的 弦 AB, CD, EF 交 于 同一 点 . 

解答 这 是 一 个 漂亮 的 结果 ， 既 惊人 又 自然 . 
如 何 证 明 三 条 线 共 点 呢 ? 我 们 想起 赛 瓦 定理 ， 但 
它 需 要 一 个 三 角形 . 图形 已 经 很 复杂 了 ， 因 此 添 
加 辅助 线 的 前 景 是 令 人 生 旦 的 . 

取而代之 的 是 仿效 第 259 页 的 重心 定理 的 证 明 : 首先 ， 考 察 两 条 中 线 的 交点 ， 











Ww, 
F 


让 我 们 对 手头 的 问题 进行 相同 的 处 理 . 暂时 去 掉 弦 BF, 并 令 久 为 4B 与 CD 
的 交点 ， 它 们 都 是 ws 的 弦 ， 因 此 很 自然 地 应 用 圆 寡 定 理 ， 得 到 

AX.XB=CX.XD. (8.4.1) 
这 提示 我 们 使 用 如 下 战略 , 即 假设 第 三 条 弦 不 与 前 面 两 条 共 点 .我 们 仍然 要 处 理 交 
点 幻象 点 )， 也 许 能 用 圆 寡 定理 来 处 理 . 





第 三 条 嘴 有 两 种 完全 不 同 的 画 法 ,使 得 它 与 前 两 条 不 共 点 . 一 种 方法 是 : 用 不 
经 过 X 的 “直线 ”连接 刀 和 下， 因此 交 4B 和 CD 于 两 个 不 同 的 点 . 应 用 此 方 


法 的 问题 很 微妙 ， 此 法 能 生成 两 个 新 的 圆 宕 定理 等 式 , 但 导出 代数 矛盾 比较 困难 . 
请 你 自己 尝试 ! 

另 一 种 作假 的 “直线 ”的 方法 是 从 五 出 发 ， 经 过 XX ( 从 而 使 用 一 个 有 等 式 的 
点 )， 然 后 继续 画 不 经 过 忆 ， 分 别 交 wi 和 wa 于 幻象 点 Bi, Bo 的 “直线 ”". 这 在 
下 图 中 用 虚 “ 直 线 ” 表 示 .( 注意 ,这 实际 上 是 两 条 线段 ， 因 为 直线 确实 会 经 过 五. 


这 是 使 用 精确 的 计算 机 绘图 的 代价 .) o, 
对 wi 应 用 圆 索 定理 产生 
AX.XB= FFX.Xhb, A 
对 ws 应 用 圆 备 定 理 产生 > D 
OCX.XD= FX.XbE,. CI 
将 它们 与 (8.4.1) 合并 ， 得 到 C2 
CO1 Xx 


FX.XbE=FX.XE,, wa 
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此 XB = 二 XEs, 这 迫使 Bi 与 Bs 重合 . 但 那 将 会 意味 着 这 个 公共 点 是 wy 和 ws 
的 交点 .也 就 是 说 ，E1 = Bo = 忆 ， 于 是 完成 了 证 明 . 硬 


问题 与 练习 





下 面 这 些 习题 除了 用 到 了 本 节 中 介绍 的 知识 , 并 没有 用 到 其 他 新 的 技巧 , 其 中 


一 些 问题 则 只 需要 8.2-8.3 节 “ 基 础 几何 ”中 的 知识 . 


你 可 能 希望 先 再 次 尝试 解决 


这 节 中 你 没 解决 的 问题 . 现在 你 也 许 会 发 现 自己 已 经 变 得 足智多谋 了 . 


题 8.4.7 两 个 圆 交 于 点 4 和 B. 令 ! 为 穿 

过 4 的 直线 ,分 别 交 两 个 圆 于 X 和 Y. 关于 

比值 BX/BY， 你 能 给 出 什么 结论 ? 

题 8.4.8 (加 拿 大 1969) 若 已 是 等 边 A4BC 

内 任意 一 点 ，PD, PE, PF 分 别 是 P 到 三 条 

边 的 垂 线 . 证 明 : 无 论 PP 在 何 处 都 有 
PD+PE+PF 1 
4B+BC+C4 2V3 


题 8.4.9 (加 拿 大 1986) 一 条 定 长 的 弦 S7 在 














己 是 从 3 到 4 的 垂 线 的 垂 足 . 证 明 : 无 论 

ST 位 于 何 处 ，ZLSPM 为 定 值 . 

题 8.4.10 通过 建立 逆 命 题 完 成 塞 瓦 定理 的 

证 明 : 如 果 比 例 的 乘积 〈 见 第 267 页 的 图 ) 
AF BDOE 


FBDCEA 
则 塞 瓦 线 A4D, BE,CF 共 点 . 提示 : 用 反 证 法 . 
题 8.4.11 ( 普 特 南 1997) 矩形 HOMF 有 边 
HO=11 及 OM=5. 在 人 和 人 ABC 中 ,万 为 


高 线 的 交点 ，O 为 外 心 ，M 为 BC 的 中 点 ， 


五 为 从 4 出 发 的 高 线 的 垂 足 . 求 BC 的 长 度 . 
题 8.4.12 利用 塞 瓦 定理 重新 证 明 下 述 结论 . 
(a) 三 角形 的 三 条 角 平 分 线 交 于 一 点 . 

(b) 三 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 点 . 

(c) 三 角形 的 三 条 高 线 交 于 一 点 . 
题 8.4.13 (AIME 2003) 在 姜 形 ABCD 中 
A4BD 和 A4CD 的 外 接 圆 半径 分 别 为 12.5 
与 25， 求 蒙 形 4BCD 的 面积 . 
题 8.4.14 (加 拿 大 1990) 令 A4BCD 为 圆 
内 接 凸 四 边 形 ， 并 令 对 角 线 4C 和 BD 交 














直径 为 AB 的 半圆 上 滑动 . M 是 5T 的 中 点 ， 


于 X. 过 X 的 垂 线 分 别 交 AB, BC, CD, DA 
于 4 BC D 证 明 : 
A'B’+0D’= A'D’'+B'C.. 

题 8.4.15 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 2001) 在 
矩形 JHIZ 中 , 令 A 和 CC 分别 为 边 ZIT 和 2J 
上 的 点 . 从 4 到 CHH 的 垂 线 交 HI 于 XX, 从 C 
到 A 玉 的 垂 线 交互 于 YY. 证 明 X,Y 2 共 线 . 
题 8.4.16 垂 线 三 角形 . 考虑 A4BC. 三 个 
顶点 分 别 为 人 ABC 三 条 高 线 的 垂 足 的 三 角形 
称 为 A4BC 的 垂 线 三 角形 . 

(a) 证 明 : A4BC 的 垂 线 三 角形 的 三 个 
角 的 大 小 分 别 为 r 一 2Z4, nx 一 2LB, 一 2ZC. 

(b) 证 明 : 如 果 A4BC 是 锐角 三 角形 
( 因此 垂 线 三 角形 在 其 内 部 ), 则 A4BC 的 高 
线 平分 垂 线 三 角形 的 角 . 也 就 是 说 ,锐角 三 角 
形 的 垂 心 是 它 的 垂 线 三 角形 的 内 心 . 
题 8.4.17 从 平行 四 边 形 每 个 顶点 往 两 个 对 
边 的 中 点 画 直线 ， 平 行 四 边 形 的 中 心 会 出 现 一 
个 八 边 形 . 计算 八 边 形 与 平行 四 边 形 的 面积 比 . 
题 8.4.18 令 4BCD 为 凸 四边形 (“ 凸 ” 意 
味 着 连接 任意 两 个 顶点 的 每 条 线段 都 完全 在 
四 边 形 内 或 上 ， 非 凸 多 边 形 有 “由 模 ”). 假 
定 忆 为 4B 上 任意 一 点 . 过 4 作 直 线 平行 于 
PD. 类 似 地 ,过 B 作 直 线 平行 于 PC. 令 Q 
为 这 两 条 直线 的 交点 . 证明 : 

[DQC] = [4BCD]. 


题 8.4.19 考虑 第 267 页 塞 瓦 定理 证 明 中 用 
到 的 图 . 证明 : 
GD GE GF 
AD1BE+CF- 




















1. 
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题 8.4.20 “重量 ”法 . 在 第 266 页 例 8.4.2 
中 ， 比 较 面积 给 了 我 们 关于 线段 比 的 信息 . 下 
面 是 另 一 个 方法 : 使 用 (不 严格 的 ) 物理 直 
觉 ， 假设 在 和 人 ABC 的 顶点 上 放置 重 物 (参考 
第 266 页 的 图 ). 顶点 B 上 开始 有 2 个 单位 
重量 . 我们 能 在 4 放置 任何 重量 ， 但 如 果 假 
设 FP 是 平衡 点 ， 则 必须 在 4 放置 4 个 单位 重 
量 ， 因 为 每 个 重量 与 它 到 平衡 点 的 距离 的 乘积 
必须 相等 ， 于 是 可 以 假设 : A 和 B 两 点 的 重 
量 等 价 于 五 点 的 6 个 单位 重量 . 

继续 此 过 程 ， 现 在 观察 边 CB, 平衡 点 
在 D. 在 B 点 已 有 2 个 单位 重量 ， 因 此 为 了 
保持 平衡 ，C 点 必须 有 1 个 单位 重量 . 将 它 
们 的 和 (3 个 单位 重量 ) 放置 在 平衡 点 .结果 
如 下 图 : 


(3) 
4 Ml 
0 ?CO) 
我 们 的 重量 分 配 看 起 来 恒定 ， 因 为 不 论 使 
用 4D 还 是 CRF， 内 部 平衡 点 了 有 7 个 单位 
重量 . 
现在 考察 AD 的 端点 重量 , 我 们 推断 : 如 
果 想 要 在 了 点 保持 平衡 ， 长 度 比 47:7TD 必 
须 等 于 3:4， 类 似 地 ，FI:IC = 1:6. 这 比 
ee 来 简单 多 了 ! 
个 精彩 的 且 直 党 上 可 行 的 过 程 看 起 来 
你 能 严格 证 明 它 可 行 吗 ? 
能 用 重量 法 来 证 明 塞 瓦 定理 吗 ? 
题 8.4.22 (AIME 1988) 令 PP 为 人 ABC 的 
塞 瓦 线 4D, BE, CF 的 交点 .如果 PD = 
PE=PF=3 有 HAP+BP+CP = 43, 
求 4P.BP.CP. 





题 8.4.21 


题 8.4.23 第 270 页 例 8.4.6 能 推广 到 包 
含 圆 不 相交 的 情形 . 给 定点 已 和 圆心 为 O 
半径 为 x 的 圆 ， 定 义 点 P 相对 于 圆 的 客 
为 (OP 十 7)(OP - +). 则 给 定 两 个 圆 wi 
和 w2, 定义 它们 的 根 轴 为 这 样 的 点 PP 的 集合 ， 


使 得 P 关于 wi 的 寡 等 于 P 关于 wz 的 客 . 

(a) 解释 此 处 寡 的 定义 与 圆 寡 定理 的 关 
系 ， 寡 是 正 的 、 负 的 或 零 意 味 着 什么 ? 

(b) 证 明 : 根 轴 是 一 条 垂直 于 两 个 圆心 连 
线 的 直线 . 

(c) 根据 例 8.4.6， 证 明 : 在 一 般 情况 下 ， 
三 个 圆 的 根 轴 或 者 共 点 , 或 者 重合 , 或 者 平行 
作 图 来 表明 这 些 不 同 的 情形 . 
题 8.4.24 令 4B 和 CD 是 一 个 给 定 圆 的 两 
条 不 同 的 直径 . 令 PP 为 这 个 圆 上 的 一 点 , 且 从 











P 作 这 两 条 直径 的 重 线 ， 与 直径 分 别 交 于 X 
证 明 : XY 是 不 变量 ,， 即 , 不 论 忆 在 
它 的 值 都 不 变 

P 


和 YY. 
圆 上 哪个 位 置 ， 





题 8.4.25 塞 瓦 定理 的 一 个 姐妹 定理 是 梅 涅 

劳 斯 定理 ， 你 现在 应 该 能 独立 证 明 它 . 在 

人 ABC 中 , 令 直线 m 交 三 角形 三 条 边 ( 延长 

线 ， 如 果 需 要 的 话 ) 于 D, EE, F， 则 
ADCFBE 


DOCFBEA 一 


2 


提示 : 过 点 C 作 直 线 平行 于 AB， 并 寻找 相 
似 三 角形 . 

题 8.4.26 整理 并 证 明 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 
理 ， 它 是 证 明 共 线 的 点 的 有 用 工具 . 

题 8.4.27 (USAMO 1994) 考虑 内 接 于 圆 的 
凸 六 边 形 A4BCDEF,， AB= CD= EF 
且 对 角 线 4D, BE, CF 共 点 . 令 忆 为 AD 
与 CB 的 交点 . 证 明 : ce = (AC/CE)?. 





题 8.4.28 (保加利亚 2001) 给 定 凸 四 边 形 
4BCD 使 得 04 = 0B .0OD/(OC + OD)， 
其 中 O 是 对 角 线 的 交点 . A4BC 的 外 接 圆 交 
直线 BD 于 点 Q. 证 明 : CQ 是 CDC4 的 
题 8.4.29 托 勒 密 定理 是 一 个 将 圆 内 接 四 边 
形 的 边 与 对 角 线 相 结合 的 有 用 的 公式 : 对 边 长 
度 乘积 之 和 等 于 对 角 线 长 度 乘 积 ， 也 就 是 说 ， 
下 面 的 图 满足 : 
AD.BC+DOC.AB= AC.DB. 


EF 








有 很 多 种 证 法 能 证 明 这 个 奇妙 的 等 式 ， 其 
中 ， 最 简短 的 证 法 使 用 了 相似 三 角形 ， 以 及 
上 图 中 给 出 的 精巧 的 辅助 线 构造 (LDAE = 
LFAB ). 虽然 已 经 有 了 这 么 有 价值 的 提示 ,但 
你 不 必 感 到 居 愧 , 请 继续 完成 证 明 ! 当 完 成 后 ， 
请 证 明 其 逆 定 理 : 上 面 的 等 式 使 得 四 点 共 圆 . 
题 8.4.30 令 九 和 已 为 两 个 不 相交 的 、 互 在 
对 方 外 部 的 圆 ( 即 任何 一 个 圆 都 不 在 另 一 个 圆 
的 内 部 ), 设 它 们 的 圆心 分 别 为 P 和 Q. 过 P 
作 线 段 PA 和 P 与 T2 相 切 (因此 A 和 B 
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在 态 上 ), 令 OC,DD 分 别 为 PA 和 PB 与 碾 
的 交点 .类似 地 , 作 圆 记 的 切线 QE 和 QF， 
分 别 交 到 于 G 和 五 . 证 明 : CD = GH. 


题 8.4.31 ( 湾 区 数学 奥林匹克 竞赛 1999， 起 
初 是 1998 年 IMO 的 提案 ) 令 ABCD 为 圆 
内 接 四 边 形 . EB 和 分 别 为 边 4B 和 CD 
上 的 动 点 , 使 得 AB/EBB = CF/FD. PP 为 
线段 BF 上 的 点 , 使 得 PE/PF = AB/CD. 
证 明 : 人 APD 和 人 BPO 的 面积 比 不 依赖 于 
已 和 五 的 选择 . 

题 8.4.32 (列宁 格 勒 数学 奥林匹克 竞赛 
1987) 给 定 人 ABC, B=60°, 高 OB 和 AD 
交 于 点 O. 证 明 : A4BC 的 外 心 在 ZAOE 
和 ZCOD 的 公共 平分 线 上 . 


题 8.4.33 (列宁 格 勒 数学 奥林匹克 竞赛 
1987) 两 个 圆 交 于 点 4 和 B, 两 圆 在 点 4 和 B 
的 切线 互相 垂直 〈 也 就 是 说 ， 两 个 圆 “ 以 直角 
相交 ”). 令 M 是 在 一 个 圆 上 且 位 于 另 一 个 圆 
内 的 任意 一 点 . 记 AM 和 BM 与 后 一 个 圆 分 
别 交 于 X 和 了, 证 明 : XY 是 这 个 圆 的 直径 . 
题 8.4.34 (IMO 1990) 一 个 圆 的 弦 A4B 和 
CD 在 圆 内 一 点 媚 相交 . 令 M 为 线段 BB 
上 的 一 点 ， 过 点 D, B, M 的 圆 有 一 条 切线 ， 
这 条 切线 经 过 点 马 ， 并 分 别 交 BC 和 4C 于 
瑟 和 G. 如 果 AM/AB = t+， 请 用 t 来 表示 
EG/EF. 





我 们 在 3.1 节 第 一 次 讨论 了 对 称 性 ,到 现在 ， 你 已 经 领略 了 它 的 重要 性 .为 什 
么 对 称 性 如 此 普遍 地 存在 呢 ? 在 很 多 数学 场合 中 ， 在 认真 甄选 的 “变换 ”下 ， 对 称 


性 会 表现 为 一 种 不 变 的 结构 ， 例如， 和 


1 十 2 十 3 十 :… 十 100 


并 不 对 称 ， 但 如 果 将 它 的 逆序 和 放 在 下 面 ， 


1 E 2 i 


将 会 得 出 一 些 关于 中 心 对 称 的 结论 . 
99 100， 








100 十 99 ， 








2 1 





并 且 可 以 肯定 ， 让 这 个 特殊 的 对 称 性 有 用 的 事实 是 : 


每 一 列 的 和 都 是 相同 的 ! 
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下 面 是 一 个 相同 类 型 的 几何 问题 . 

例 8.5.1 六 边 形 4BCDEF 内 接 于 圆 , 4B = BC =CD=2 且 DE = 
EF = 一 FA 一 1， 求 圆 的 半径 . 

解答 ”长度 为 1 和 2 的 线段 分 离 在 圆 的 两 边 ， 形 成 只 有 适度 的 双边 对 称 性 的 
图 形 (下 左 图 ) ， 然 而， 这 些 线段 是 等 腰 三 角形 (顶点 是 圆心 ) 的 底 边 .整个 六 边 
形 是 三 个 同 种 类 型 的 三 角形 和 三 个 另 种 类 型 的 三 角形 的 并 ， 并 且 这 些 等 腰 三 角形 
的 腰 (也 就 是 圆 的 半径 相同 ) 的 长 度 相 同 . 

因此 , 为 什么 不 把 这 六 个 三 角形 用 一 种 更 为 对 称 的 方式 排列 呢 ? 如 果 交 错 排列 
长 度 为 1 和 2 的 线段 ， 就 能 得 到 更 对 称 的 六 边 形 (下 右 图 ) . 














记 圆 心 为 O0, XY = 1 和 Y2 = 2 为 重 排 后 的 六 边 形 的 邻 边 .注意 四 边 
形 XOZY 恰好 是 整个 六 边 形 的 三 分 之 一 令 圆 的 半径 为 r+; 因此 OX = OY = 
O02 = 7. 因为 XOZY 恰好 是 整个 六 边 形 的 三 分 之 一 ,我 们 知道 LXOZ = 360/3 = 
120°*. 类似 地 ， 根 据 重 排 后 的 六 边 形 的 对 称 性 ， 它 所 有 内 角 相 等 ， 因 此 ZXY2 = 
720/6 = 120°*( 也 能 用 角度 追踪 法 推断 出 这 点 , 利用 XOY 和 YO2 是 等 腰 三 角形 
的 条 件 ) . 

现在 , 我 们 已 将 这 个 问题 简化 为 常规 三 角 学 问题 . 请 验证 : 两 次 使 用 余弦 定理 ， 
(你 已 在 题 8.3.33 证 明了 它 ， 对 吧 ? ) 可 以 得 到 XZ 二 V7， 因此 7= V7/3. 国 

我 们 通过 将 一 个 对 称 结构 强加 于 它 , 使 其 更 易于 理解 ,从 而 轻易 地 解决 了 这 个 
相对 简单 的 问题 . 更 多 复杂 问题 可 能 有 几 种 不 同 的 结构 ， 每 个 结构 都 有 完全 对 称 
性 . 如 果 能 找到 某 种 对 称 性 并 应 用 某 种 变换 ， 此 变换 能 够 在 保持 某 种 结构 不 变 的 同 
时 改变 其 他 结构 ， 或 许 就 能 发 现 新 的 有 用 的 结论 . ” 简 而 言 之 ， 这 就 是 为 什么 对 称 
很 重要 . 

1872 年 ， 伟 大 的 德国 数学 家 克 莱 因 引入 了 “变换 ”的 观点 .当时 他 提出 : 研 
究 几 何 变换 的 代数 性 质 可 能 有 助 于 发 现 有 关 几 何 (这 里 的 “几何 ”一 词 ， 他 指 的 仅 
是 欧 几 里 得 几何 ) 本 身 的 新 事物 .这 个 看 似 单纯 的 建议 深刻 地 改变 了 数学 一 一 而 
不 仅仅 是 几何 学 . 


@ 见 第 60 页 例 3.1.4 中 一 个 关于 这 点 的 简单 而 突出 的 例子 . 








本 节 是 对 欧 几 里 得 几何 中 一 些 最 有 用 的 变换 的 一 个 非常 简短 的 回顾 ， 我 们 将 
会 以 “使 得 距离 不 变 ” 的 刚体 运动 开篇 ,继而 过 渡 到 更 奇异 、 使 角度 不 变 但 极 大 改 
变 其 他 所 有 东西 的 变换 . 考虑 到 学 时 限制 , 以 及 渴望 你 能 尽 可 能 快 地 应 用 这 些 概念 
的 初衷 ,我 们 会 省 略 一 些 命题 的 证 明 . 我 们 将 一 些 证 明 留 给 你 , 它们 中 的 一 些 相当 
有 挑战 性 . 


刚体 运动 与 向 量 

变换 是 从 平面 的 点 集 到 其 自身 的 映射 ( 函数 )” 变 换 能 有 很 多 形式 ， 也 有 很 多 
定义 方法 .我 们 也 能 用 很 多 方式 (例如 坐标 、 复 数 、 和 矩阵 或 词语 ) 来 定义 变换 . 刚 
体 运动 是 保持 长 度 的 变换 ， 也 就 是 说 ， 如 果 点 X 经 过 刚体 运动 移动 到 X'， 那么 对 
于 任意 点 4, B， 有 4'B' = 4B， 共有 四 种 类 型 的 刚体 运动 : 平移 、 反 射 、 滑 移 反 
射 和 旋转 ， 也 就 是 说 ， 其 中 任意 两 种 类 型 变换 的 复合 一 定 也 是 这 四 种 类 型 之 一 ， 这 
个 结论 一 点 儿 也 不 明显 ， 我 们 将 在 本 节 中 证 明 其 中 一 部 分 结论 . 
平移 

平移 通过 固定 的 向 量 来 移动 平面 中 每 一 点 . 下 面 是 平移 7 的 几 种 等 价 说 法 . 

。 直角 坐标 ( 币 卡 儿 坐 标 ): T(z,y) = (z 十 2,y 一 1). 

。 复数: T(z) =z 十 a,， 其 中 a=2 一 i. 

。 向量 : T( 爷 ) = 避 十 ,其 中 是 模 为 V5 方向 角 0 二 一 arctan 3 的 向 量 . 

。 词 语 : 7 将 每 点 向 右 移 两 个 单位 ， 再 向 下 移 一 个 单位 . 
也 能 省 略 7(-) 符号 ， 写 成 zr z + a， 等 等 . 

一 般 地 , 向 量 形式 , 或 者 向 量 观点 , 是 最 有 用 的 . 将 平移 看 作 运动 的 实体 , 也 就 
是 说 , 看 作 事 实 上 的 “运动 ” 记 住 : 向 量 没有 固定 的 起 点 , 它们 是 相对 运动 . 在 任 
何 向 量 研究 中 , 必须 注意 并 仔细 选择 原点 . 例如 , 假设 三 角形 的 顶点 是 点 4, B, C. 
我 们 也 能 将 4, B, C 认为 是 相对 于 原点 O 的 向 量 ， 这 人 允许 我 们 对 位 置 使 用 向 量 符 
号 ， 因 此 有 了 一 个 灵活 的 记号 ， 使 我 们 能 在 位 置 和 相对 运动 中 选择 更 方便 的 一 个 . 

因此 艺 , 妃 , 人 分 别 表示 从 原点 O 到 4, B,C 的 运动 , 在 下 图 中 (左边 ) 用 虚 
线 表示 ， 它 们 也 能 写成 (例如 ) 02 = 才 的 形式 . 























FE' 
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为 了 表示 沿 着 A4BC 一 条 边 的 运动 , 需要 向 量 减法 . 向 量 BC 表示 从 也 到 C 
的 〈 相 对 ) 运动， 这 也 能 写作 
BC-2C-_B. 


记 住 : 这 些 都 是 相对 运动 .我 们 能 将 C -有 B 理解 为 “从 原点 运动 到 C， 然 后 执行 
反 向 的 向 量 运 动 坊 "， 从 O 开始 ， 运 动 到 C， 最 后 结束 于 P， 注意 : OP 和 BC 
是 等 长 的 平行 线段 ， 因 此 相对 运动 “从 O 开始 ， 结 束 于 P” 等 价 于 相对 运动 “从 
B 开始 ， 结 束 于 C”， 作 为 向 量 ， 这 两 者 完全 相同 : 0 = BC. 
上 图 中 (右边) 的 阴影 三 角形 表明 了 通过 才 的 平移 ， 如 果 将 这 个 平移 记 为 全 ， 
我 们 有 
T(AEFG) = AE’'F'G,, 


A Pe 

现在 让 我 们 回忆 向 量 加 法 ， 相 信 你 能 回忆 起 “平行 四 边 形 法 则 ”， 但 首先 ， 将 
向 量 加 法 仅仅 看 作 运动 的 复合 ， 也 就 是 说 ， 向 量 和 及 十 芝 表示 “先进 行 (相对 ) 
运动 妨 ， 然 后 进行 (相对 ) 运动 了 ”， 例 如 ， 在 上 图 中 ，OP + 有 = C 这 个 等 式 
应 该 是 很 明显 的 ， 要 看 出 这 点 有 两 种 方法 ， 一 种 方法 是 利用 平行 四 边 形 法 则 ( OC 
是 平行 四 边 形 的 对 角 线 , 平行 四 边 形 的 边 分 别 为 OP 和 OB ). 另 一 种 方法 是 复合 
运动 : 首先 应 用 OP， 这 是 从 原点 到 P 的 ( 相对) 运动; 然后 应 用 如， 因此 ， 如 
果 从 O 开始 运动 ,那么 结束 于 C.( 当然 ， 如果 从 其 他 地 方 开始 ,将 会 在 其 他 地 方 
结束 ， 但 此 时 的 运动 将 会 与 从 O 到 C 的 运动 平行 且 等 长 . ) 

下 面 是 这 些 思想 的 两 个 简单 而 著名 的 例子 : 

。 沿 着 一 个 封闭 多 边 形 各 边 的 向 量 和 为 0， 例 如 ， 在 上 图 中 我 们 有 

B41BC4OA=7. 

我 们 能 写 出 4B = 请- 了， 以 此 类 推 ， 能 消去 所 有 项 ， 或 者 动态 地 思考 : 
上 面 方程 左边 的 和 意味 着 ,“ 从 4 开始 ， 移 动 到 B， 然 后 移动 到 C， 再 回 
到 4?， 我 们 结束 于 开始 的 地 方 ， 相 对 位 移 为 0. 
因为 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 ( 例 8.2.9 )， 线 段 4B 的 中 点 有 向 量 位 
置 (4 +B)/2. 

下 面 两 个 例子 告诉 了 我 们 如 何 使 用 动态 方法 来 考察 更 多 有 挑战 性 的 问题 . 

例 8.5.2 ”为 什么 三 角形 的 重心 是 它 的 顶点 的 质量 中 心 ? 

解答 。” 令 n 个 相同 的 点 质量 放置 在 向 量 位 置 C 
二 ,起 ……, 趟 ， 定 义 它们 的 质量 中 心 为 (不 十 藉 十 … 十 
天)/m. 因此 , 必须 证 明 : 顶点 为 4, B,C 的 三 角形 的 的 
重心 为 ( 芝 上 二 + 局)/3. 在 右 图 中 ，A4BC 的 重心 标 
记 为 天, 且 4 的 中 点 是 M. 


因为 
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根据 重心 定理 , 我 们 知道 KM/CM = 1/3. 现在 让 我 们 “旅行 ”到 K. 从 M 
开始 ， 我 们 只 走 了 到 C 之 路 的 三 分 之 一 ， 也 就 是 说 ， 








3 
= 广 +3(G 一 有 ) 
_2W+0 
”3 
人 
加 3 
其 中 ， 最 后 一 步 利 用 了 事实 他 = (4 +B)/2. 国 


例 8.5.3 (匈牙利 1935) 证 明 : 有 限 点 集 5 不 可 能 有 多 于 一 个 对 称 中 心 .[ 集 
合 5 的 对 称 中 心 是 指点 O 〈O 不 必 一 定 要 在 S 中 )， 使 得 对 于 所 有 点 4<e 9， 存 
在 另 一 点 Be 5S, 使 得 O 是 4AB 的 中 点 . 称 B 关于 0 与 4 对 称 . ] 

解答 假设 相反 结论 成 立 , 存 在 两 个 对 称 中 心 了 和 Q. 令 5S= {41,42,…, A,}. 
对 于 每 个 大 = 1,2,…,n, 令 Bi 表示 5 中 的 关于 了 与 4 对 称 的 点 (注意: 存在 
某 个 j 使 得 Bx = 4; ) . 根据 对 称 性 的 定义 ， 有 

PA PB =1. 

将 上 式 从 =1 到 有 =n 求 和 ， 得 到 








Pal 4 Ba pe BA 0 
通过 类 似 的 推理 ， 也 有 

一 一 一 一 一 

Q4I+TQ42+…+Q4 = 0. 











相 减 ， 得 到 mnG 户 = 了 ,因此 Q = 已. 
除了 加 法 、 减 法 和 向 量 数 乘 ， 我 们 也 能 通过 点 积 将 两 个 向 量 “ 相 乘 ”， 回 忆 公 
式 .号 /(|4|.|B|) = cosg， 其 中 | 也 | 代表 向 量 攻 的 模 ，6 是 旋转 4 使 其 平行 
于 甩 所 需要 的 角度 ( 即 ， 两 个 向 量 间 的 角度 ) ， 使 用 坐标 能 容易 地 计算 点 积 ， 但 
仍 应 该 尽 可 能 地 避免 使 用 坐标 以 下 三 个 定理 使 得 点 积 在 解决 欧 几 里 得 几何 问题 
时 偶尔 会 大 显 身手 . 
。 点 积 是 交换 的 ， 且 代数 上 的 表现 像 通 常 的 乘法 ， 因 为 它 遵循 “分 配 律 ”: 
ON: 


。 向 量 与 自身 的 点 积 等 于 向 量 模 的 平方 .AB . 4B = 4B2. 
。 当 且 仅 当 用 .有 户 = 二 0 时 , 了 7 4B. 
你 可 能 想 对 题 8.5.24-8.5.26 应 用 这 些 思想 . 
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反射 和 滑 移 反射 


关于 直线 《 的 反射 将 每 一 点 X 映射 为 XX', 使 得 垂直 平分 XX' 你 从 3.1 节 
就 开始 熟悉 反射 变换 ， 已 经 称 得 上 是 个 老手 . 注意 : 4 中 任意 一 点 在 关于 ! 的 反射 
变换 下 都 是 不 变 的 ， 这 与 平移 变换 形成 了 对 比 . 平移 变换 没有 不 动 点 ( 除非 平移 问 
量 是 零 向 量 ， 也 就 是 恒 等 变换 ， 它 使 每 点 都 不 变 ) . 

沿 着 直线 《 的 滑 移 反射 是 两 个 映射 的 复合 : 首先 是 关于 L 的 反射 ， 接 着 是 平 








行 于 4 的 平移 . 与 反射 变换 不 同 , 滑 移 反 射 没 有 不 动 点 . 然而 , 整 条 直线 4 是 不 变 
的 ; 也 就 是 说 ，& 中 的 每 一 点 都 映 为 《 中 男 一 点 
旋转 


顾名思义 ， 以 C 为 中 心 、 角 度 为 0 的 旋转 就 是 按照 你 所 希望 的 方式 运行 ， 即 : 
关于 C 点 ,将 每 一 点 逆 时 针 旋转 9 的 角度 ， 利 用 三 角 几 何 ， 旋 转 能 以 矩阵 形式 表 
示 ， 但 用 复数 表示 旋转 更 优 ， 回 忆 : 乘 以 ei9 就 是 将 一 个 复 向 量 旋转 9 的 角度 . 因 
此 ， 如 果 c 是 中 心 ， 那 么 旋转 是 映射 > -y c+ (z - co)ei2. 
相 比 于 平移 和 反射 / 滑 移 反射 ， 每 个 旋转 恰好 有 一 个 不 动 点 ， 即 它 的 中 心 . 
例 8.5.4 由 两 个 反射 复合 得 到 什么 变换 结果 ? 
解答 今 ,分别 表示 关于 41, bs 的 反射 ， 共 有 三 种 要 考虑 的 情形 . 
。 如 果 lb1 = {。， 则 复合 丈 o 史 是 恒 等 变 换 . 
。 如 果 和 | [2， 有 下 面 的 情形 .和 H 把 X 移动 到 X',， 二 把 X' 移动 到 X/. 
结果 显然 是 : 通过 向 量 24B 的 变换 ,其 中 4, B 分 别 是 41, 62 上 使 得 AB 
垂直 于 和 和 bs 的 点 ，( 也 就 是 说 ，AB 是 将 41 变 为 6 的 变换 . ) 


X 





B 


2 
x 


| 3 A 

如 果 和 和 如 交 于 点 C， 则 这 个 点 将 会 是 每 个 反射 变换 的 不 动 点 ， 并 且 也 
是 复合 变换 的 不 动 点 . 这 暗示 我 们 : 复合 变换 是 关于 C 的 旋转 . 运用 一 些 
快速 的 角度 追踪 容易 验证 : 复合 变换 确实 是 关于 C 的 旋转 , 角度 为 20, 其 
中 0 是 从 和 到 4 的 角度 ( 即 ， 在 下 图 中 ， 角 度 方向 是 顺 时 针 的 ) . 


X 


4 





总 之 ， 两 个 反射 的 复合 既 可 能 是 平移 〈 包 括 恒 等 变换 )， 也 可 能 是 旋转 . 图 


正如 先前 提 到 的 那样 : 有 选择 性 地 使 用 变换 将 会 给 成 功 解决 问题 带 来 曙光 . 也 
就 是 说 ， 只 有 图 中 的 唯一 部 分 ( 可 能 是 “对 称 ” 部 分 ) 发 生 了 变换 ， 而 其 余部 分 保 
持 不 变 . 下 面 是 一 个 著名 的 问题 的 例子 ， 如 果 不 使 用 变换 去 求 它 是 相当 麻烦 的 事 ， 
而 如 果 关 注 到 题目 上 暗藏 的 解法 一 一 对 称 变 换 ， 问 题 几 乎 可 以 说 是 微不足道 . 

例 8.5.5 直线 41, 《2, b3 平行 . 令 a 和 5b 分 别 是 41 到 {。 和 fs 到 bs 的 距离 . 
在 和 上 给 定点 4. 请 在 {。 和 《分别 给 定点 B 和 CC, 使 得 A4BC 是 等 边 三 角形 . 

解答 当然 可 以 使 用 平面 直角 坐标 系 来 解决 这 个 问题 ， 一 共 只 有 两 个 变量 ( 例 
如 B 的 坐标 , 或 者 4B 的 长 度 及 它 与 bi 的 夹 角 )， 以 及 由 角度 和 交点 确定 的 许多 
等 式 ， 但 它 将 会 是 很 烦琐 的 ， 也 没有 启发 性 . 

C 友 











A 洲 





在 图 中 , 假设 我 们 已 经 解决 了 这 个 问题 , ( 异想天开 战略 ! ) 因此 ,可 以 考虑 一 个 有 
助 于 解 题 的 等 边 三 角形 . 自然 的 变换 是 考虑 使 此 三 角形 部 分 不 变 的 旋转 变换 . 考虑 
关于 4 进行 60° 的 顺 时 针 旋转 , 这 将 使 4C 变 成 A4B. 现在 假设 fs 也 一 起 进行 变 
换 ， 因 此 4C 加 上 fs 会 被 旋转 为 一 条 线段 加 上 一 条 直线 .因为 b3 与 C 相交 ，4s 
的 象 将 会 交 f。 于 B.， 因 此 我 们 完成 了 : 我 们 所 需要 做 的 竟然 只 是 把 {3 顺 时 针 旋 
转 60°! 在 下 图 中 ,bs 是 bs 在 这 个 旋转 下 的 象 ，l4 和 刀 的 交点 是 B， 并 且 ， 只 
要 知道 点 B 的 位 置 ， 便 能 轻易 地 构造 等 边 人 ABC. 我 们 从 4 作 fs 和 4 的 垂 线 
来 得 到 一 个 欧 几 里 得 构造 . 














。 过 点 4 作 ls 的 垂 线 . 

。 将 这 个 垂直 线段 旋转 60" ， 因 为 你 知道 如 何 构造 一 个 等 边 三 角形 ， 所 以 这 
应 该 是 简单 的 ， 不 是 吗 ?( 如 果 不 是 ， 请 完成 题 8.2.28 和 8.3.301 ) 

。 过 这 个 旋转 线段 的 终点 作 它 的 一 条 垂 线 . 记 为 by， 它 与 f 的 交点 是 B. 国 
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这 题 极 为 有 趣 ， 且 相当 简单 , 但 幸运 之 神 不 会 总 是 如 此 垂青 我 们 . 有时， 需要 
结合 多 个 旋转 来 做 题 ， 将 两 个 旋转 复合 会 发 生 什 么 ? 首先 ， 给 出 一 个 简单 引 理 . 

事实 8.5.6 令 上 是 一 条 直线 ， 且 《是 《 关于 中 心 C 角度 9 的 旋转 后 的 象 . 
则 Z 与 上 的 夹 角 也 是 0. 

无 须 对 这 个 事实 感到 府 异 . 在 下 图 中 ， 我 们 断言 <XPY = 0， 这 由 一 个 简单 
的 角度 追踪 可 以 得 到 ， 请 完成 它 ! 





这 个 引 理应 该 能 帮助 你 轻易 地 证 明 下 面 的 复合 事实 . 

事实 8.5.7 角度 分 别 为 a 和 6 的 旋转 ( 可 能 关于 不 同 的 中 心 ) 的 复合 是 

。 如 果 a 十 68 冯 360°*， 称 之 为 “角度 为 a 十 6 的 旋转 ”. 

。 如 果 a 十 6 二 360° 且 中 心 不 同 ， 称 之 为 “平移 (不 是 恒 等 变 换 》. 

。 如 果 a 十 B= 360° 且 中 心 相同 ， 称 之 为 “ 恒 等 变 换 ” 

事实 8.5.8 当 两 个 旋转 的 复合 是 另 一 个 旋转 时 ， 下 面 是 一 种 寻找 旋转 中 心 的 
方法 . 令 Ra。 代表 关于 4 角度 a 的 旋转 ， 类似 地 ， 可 定义 旋转 Rs,s. 作 射 
线 4X 和 BY, 使 得 BAX = a/2 且 YBA= 6/2. 则 4X 和 BY 的 交点 是 旋 
转 Rp,so Raa 的 中 心 .〈 记 住 : 复合 To5 意味 着 “ 先 5 后 了 T”.) 

事实 8.5.9 旋转 和 平移 的 复合 ( 以 任 一 种 顺序 ) 是 关于 相同 角度 不 同 中 心 的 
旋转 .( 把 寻找 中 心 作为 练习 题 . ) 

让 我 们 用 一 个 精彩 的 经 典 问 题 的 特殊 情形 来 结束 对 本 部 分 内 容 的 讨论 . 

例 8.5.10 在 人 XY2 中 ,以 三 边 XI Y2, XZ 向 外 作 等 腰 三 角形 ,顶点 分 
别 为 4, B, C, 使 得 <4 = 60°, LB = 120°, LC = 90°. 只 给 定点 4, B, C 的 位 置 ， 
说 明 如 何 确 定点 X, 页 2 的 位 置 . 

解答 从 异想天开 战略 开始 : 假设 已 经 确 4. /人 
定 了 未 知 点 X,Y, 2 的 位 置 ， 而 事实 上 , 我。 、 

们 不 知道 应 该 将 右 图 中 的 各 个 线段 作 在 何 处 . 
但 对 一 些 结构 ， 可 以 抓 住 它们 的 特征 来 好 好 
把 握 .， 壁 如 ， 顶 角 在 点 4, B, C 的 三 角形 是 
等 腰 三 角形 . 等 腰 三 角形 是 对 称 的 , 旋转 它 的 


一 条 边 能 与 它 的 另 一 条 边 重 合 . 





B 











ce 


变 成 AY 的 旋转 ) 为 Ra， 类 似 地 定义 Rs 和 Ro. 则 Ra(X)=Y, Rg(Y) = 2 
Ro(2Z) = XX， 也 就 是 说 ，Ro o Rp o RA 能 将 XX 变 为 自身 ! 

根据 8.5.7，Ro o Rp o RA 是 60 十 120 十 90 = 270° 的 旋转 ， 旋 转 恰好 只 有 一 
个 不 动 点 ,就 是 它们 的 中 心 ， 因 此 X 是 Roo Rpo Ra 的 中 心 . 应 用 8.5.8 两 次 确 
定 X 的 位 置 . 一 旦 找到 铸 ， 便 能 轻松 地 确定 另外 两 点 的 位 置 ， 因 为 Ra(X)==Y 
且 Rp(Y)=2. 国 
位 似 

很 多 重要 的 变换 并 不 是 刚体 运动 例如， 相似 变换 
是 任何 保持 距离 比 的 变换 . 其 中 最 简单 的 是 位 似 ， 也 称 
为 中 心 相 似 变 换 ， 一 个 中 心 为 C 相似 比 为 有 的 位 似 将 
在 射线 CX 上 的 每 点 X 映 为 XX', 使 得 CX’/CX = 天. 
右 图 是 一 个 例子 ， 中心 为 C 且 = 1/2. 

位 似 是 一 种 思考 相似 变换 的 方式 . 并 非 所 有 相似 变换 都 是 位 似 , 但 所 有 的 位 似 
都 是 相似 变换 . 

正如 其 他 变换 一 样 ， 思 考 不 变量 非常 重要 . 显然 , 它们 只 有 一 个 不 动 点 一 一 中 
心 ， 但 位 似 还 有 其 他 不 变量 . 

事实 8.5.11 位 似 把 直线 映 为 平行 线 . 因此 , 位 似 保持 角度 不 变 . ?反之 , 如果 
两 个 图 正 向 相似 ?而 不 全 等 ， 且 对 应 边 平行 ， 则 它们 是 位 似 的 . 

事实 8.5.11 给 了 我 们 一 个 很 好 的 共 点 准则 :如果 两 个 图 正 向 相似 且 对 应 边 平 
行 ， 则 连结 对 应 点 的 直线 共 点 于 位 似 的 中 心 . 

每 当 一 个 问题 与 中 点 有 关 时 ， 应 该 寻找 相似 比 为 1/2 的 位 似 ， 让 我 们 应 用 这 
个 思想 ， 来 得 到 曾 在 例 4.2.14 中 利用 复数 解决 的 问题 的 新 的 解法 . 

例 8.5.12 ( 普 特 南 1996) 设 C1 和 Cs 是 圆心 相距 10、 半 径 分 别 为 1 和 3 的 
两 个 圆 . 找 出 并 证 明 所 有 点 M 的 轨迹 ， 其 中 M 是 C1 上 任意 点 X 与 C。 上 任意 

















@ 对 于 了 解 “ 有 向 长 度 ” 的 读者 ， 我 们 假设 相似 比 大 是 正 的 . 
@ 如 果 两 个 图 对 应 角 相 等 、 方 向 相同 ， 则 称 为 正 向 相似 ; 如 果 方 向 相反 ， 则 称 为 反 向 相似 ， 也 就 是 说 ， 如 果 你 用 平 

















移 、 旋 转 ， 然 后 缩小 或 放大 ， 将 一 个 图 形变 为 另 一 个 图 形 ， 则 它们 是 正 向 相似 的 . 如 果 你 必须 从 纸 上 将 图 形 抬 起 
并 翻转 ， 或 用 它 的 等 价 形式 一 一 进行 一 个 反射 变换 ， 则 它们 是 反 向 相似 的 . 
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解答 令 A 和 B 分 别 表示 圆 C 和 Cs 的 圆心 .现在 , 将 X 固定 在 C 上 并 
令 Y 在 C2 上 移动 . 注意 : M 是 了 在 中 心 为 相似 比 为 1/2 的 位 似 下 的 象 . 
此 , 当 Y 沿 着 Cs 移动 时 , 点 M 描绘 出 一 个 半径 为 3/2 的 圆 . 这 个 圆 可 能 位 于 何 
处 呢 ? 它 的 圆心 将 会 是 B 在 这 个 位 似 下 的 象 ， 也 就 是 说 ， 圆 心 是 BX 的 中 点 . 

既然 知道 了 当 X 固定 , Y 沿 着 Cs 自由 移动 时 发 生 的 情况 ,我 们 便 能 令 X 沿 
着 Ci 自由 移动 .现在 点 M 的 位 置 便 在 一 些 半径 都 是 3/2 的 圆 上 .它们 的 圆心 位 
置 在 何 处 呢 ? 当 XX 沿 着 C1 自由 移动 时 , 每 个 圆心 都 是 BX 的 中 点 . 也 就 是 说 , 这 
些 圆心 是 C1 在 中 心 为 B 相似 比 为 1/2 的 位 似 下 的 象 . 但 这 恰好 是 另 一 个 圆 ， 
心 在 这 两 个 圆 连 线 的 中 点 ， 半 径 为 1/2. 

正如 例 4.2.14， 现 在 可 以 观察 到 : M 的 轨迹 形成 了 一 个 环形 区 域 ， 中 心 在 这 


两 个 圆 连 线 的 中 点 ， 内 径 为 1， 外 径 为 2. 图 
类 似 第 二 种 解法 ， 请 寻找 第 三 种 解法 (利用 向 量 ) . 
反 演 


反 演 变换 的 历史 可 以 追溯 到 19 世纪 . 它 极 大 地 改变 了 长 度 和 形状 . 然而 ， 它 
具有 神奇 的 功能 ， 因 为 它 提供 了 一 种 将 圆 和 直线 交换 的 方法 . 

中 心 为 O 半径 为 ” 的 反 演变 换 将 点 XX 关 O 沿 射线 OX 移动 到 X' 使 得 
OX.OX'=72. 由 于 O 和 7 唯一 确定 一 个 圆 w， 也 可 以 等 价 地 说 “关于 圆 w 的 
反 演 ”". 反 演 是 一 种 相似 比 可 变 的 位 似 ， 其 中 相似 比 与 到 中 心 的 距离 成 反比 ， 故 得 
其 名 . 现在 让 我 们 通过 一 张 图 来 观察 它 是 如 何 运作 的 , 这 张 图 也 使 人 联想 到 反 演 的 
一 个 简单 的 欧 几 里 得 构造 . 














CU 


考虑 圆心 为 O 半径 为 7 的 圆 w.， 将 点 和 放置 在 圆 内 ， 我 们 希望 找到 它 的 反 
演 点 X/ 过 点 X 作 弦 BC 垂直 于 射线 OX， 再 过 点 B 作 直 线 垂 直 于 OB， 这 条 
直线 交 射 线 OX 于 点 X'， 通 过 相似 三 角形 ， 很 容易 地 发 现 

OB OX 

OX’ OB: 
因此 OX .OX’ = 0B? = 7?， 从 而 X' 确实 是 X 在 关于 w 的 反 演 下 的 象 ， 反 过 
来 , X 是 X' 的 反 演 .( 根 据 定 义 容 易 看 出 ， 任 何 点 P 的 反 演 的 反 演 是 P. ) 因此 
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反 演 的 算法 如 下 : 


如 果 半 在 w 内 ,过 义 作 弦 重 直 于 OX， 交 w 于 两 点 : 这 两 点 处 
切线 的 交点 为 XX'. 反 过 来 ,如 果 针 在 圆 外 , 过 X 作 圆 w 的 两 条 切线 ， 
这 两 个 切 点 确定 了 一 条 弦 ， 其 中 点 便 为 X'. 


下 面 的 事实 从 上 面 的 图 中 来 看 应 该 是 显然 的 . 

事实 8.5.13 令 7 代表 关于 圆心 为 O 的 圆 w 的 反 演 . 

(a) 如 果 点 4 在 w 上 , 则 了 (4) = 4. 因此 T(w) = w. 

(b) 工 将 圆 w 内 的 点 映射 为 圆 外 的 点 ， 反 之 亦 然 

(c) 当 点 X 向 圆心 O 移动 时 , 它 的 象 T(X)“ 向 着 无 穷 远 的 点 ”往外 移动 . 反 
之 ， 当 六 远离 O 时 ， 它 的 象 T(X) 向 O 移动 . 

(d) 对 于 任何 点 X， 有 T(O) = OX.， (注意 OX 在 此 是 射线 ， 而 非 向 量 . ) 

(©) 令 7 为 w 的 半径 为 + 的 同心 圆 , 那么 T(y) 也 是 w 的 同心 圆 , 半径 为 72/t. 

“ 反 演 ”鼓励 我 们 引入 “无 穷 远 点 ”>， 因 为 “无 穷 远 点 ”是 一 个 点 接近 反 演 中 心 
时 的 象 的 极限 位 置 ， 我 们 能 严格 定义 这 个 概念 ( 并且 这 也 是 射影 几何 中 的 标准 思 
想 )， 但 现在 还 是 先 通俗 地 理解 它 ， 因 此 ， 能 将 上 面 的 (d) 修改 为 : 


如 果 1 是 一 条 过 O 的 直线 ， 则 T(O) = 上. 


尝试 将 此 可 视 化 . 假设 点 X 在 穿 过 O 的 南北 向 的 直线 4 上 移动 . 同时 , 想象 T(X). 
从 ;2 与 圆 w 北面 的 交点 开始 ， 往 南 向 中 心 O 移动 . 象 T(X) 将 会 治 上 往 北 向 ( 北 
面 的 ) “无 穷 远 点 ”移动 . 当 X 穿 过 O,， 并 向 圆 的 南边 界 移动 时 , 象 T(X) 从 [的 
南面 的 “无 穷 远 点 ” 往 北 向 圆 的 边界 快速 移动 ， 与 X 同时 到 达 圆 的 南边 界 . 然后 ， 
当 X 继续 沿 它 的 路 径 ， 向 着 “南面 的 无 穷 远 点 ”移动 时 , 象 T(X) 往 北 向 O 缓慢 
移动 .“ 无 穷 远 点 ”并 不 只 在 北面 或 南面 ， 而 可 能 在 所 有 的 方向 ， 把 它 记 为 co， 
此 TT(o0)=0 且 7T(0)=o%. 

既然 有 了 co， 便 可 以 推广 圆 的 符号 ， 使 它 包含 直线 . 这 并 不 夸张 : 一 条 直线 
可 以 看 作 经 过 co 的 “ 圆 ”! 它 的 半径 为 无 穷 大 ， 这 解释 了 零 曲率 〈 平 直 度 ) .任意 
一 个 普通 的 圆 由 三 个 点 确定 ， 类似 地 ， 可 以 认为 : 直线 是 恰好 为 三 个 点 确定 的 圆 : 
两 点 在 直线 上 , 一 点 在 co 上 . 于 是 将 普通 的 圆 和 普通 的 直线 称 为 “ 圆 ” 利用 这 个 
定义 ， 当 且 仅 当 两 条 直线 重合 或 者 平行 时 ， 我 们 也 称 它 们 相 切 . 在 后 一 种 情况 下 ， 
它们 是 切 点 为 co 的 “ 圆 ” 

我 们 已 经 看 到 ,在 一 些 情况 下 ,， 反 演 将 圆 变 为 圆 , 将 直线 变 为 直线 . 原来 情况 
总 是 这 样 的 ! 

事实 8.5.14 反 演 的 基本 性 质 . 令 X' 代表 X 在 中 心 为 O 半径 为 7 的 圆 w 
的 反 演 下 的 象 . 
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(a) 对 于 任何 点 和 ,YY,AOXY 和 AOX'Y 是 反 向 相似 的 . 换 句 话说 ,和 OXY ~ 
AOY’X'. 

(b) 对 于 任何 点 X,Y， 有 

X'Y’ = 

(c) 任何 “ 圆 ”的 象 是 “ 圆 ” 

(d) 任何 不 与 O 相交 的 ( 普通 的 ) 圆 7y 的 象 是 7 的 中 心 为 O 的 位 似 的 象 . 

利用 相似 三 角形 容易 证 明 命题 (a) 和 (b)， 而 (d) 是 (c) 的 简单 推论 ， 即 使 
是 (c)， 虽然 貌似 惊人 ， 但 实际 证 明 起 来 也 不 是 太 难 . 共有 几 种 情形 要 考虑 ， 让 我 
们 考虑 其 中 的 一 种 . 

例 8.5.15 令 w 是 圆心 为 O 的 圆 ，7 是 过 点 O 交 w 于 4 和 B 的 圆 ， 在 关 
于 w 的 反 演 下 ,7 的 象 是 过 4 和 B 的 直线 . 

解答 如 下 图 , 令 和 为 7 上 一 点 且 此 点 在 w 外 部 . 使 用 第 282 页 的 算法 , 过 
作 圆 w 的 切线 , 交 w 于 C 和 DD,CD 的 中 点 是 象 X'. 我 们 希望 证 明 : X' 在 4B 上 . 


XY  ， 
OX.O7 : 





这 很 容易 ， 因 为 我 们 伍 然 是 有 实际 经 验 的 几何 学 家 . 首先 ， 如 何 作 出 这 些 切线 
呢 ? 在 w 上 作 一 个 斜 边 为 OX 直角 在 C 点 的 直角 三 角形 . 为 了 做 到 这 点 ， 画 一 个 
直径 为 OX 的 圆 ， 它 交 w 于 C 和 D. 也 就 是 说 ， 在 图 中 隐 含 了 三 个 圆 : w,y 和 
直径 为 OX 的 圆 «. 

现在 , CD 是 w 和 的 公共 弦 , OX 是 4 和 7 的 公共 粥 ,， 4B 是 w 和 7 的 公 
共 弦 .这 恰好 是 第 270 页 例 8.4.6 的 情形 ， 因 此 ， 我 们 得 出 这 三 条 弱 共 点 . 则 X' 
必须 在 AB 上 . 国 

事实 上 ， 我 们 的 证 明 并 不 完整 ， 因 为 这 个 图 形 只 处 理 了 X 在 圆 w 外 的 情形 . 
如 果 关 在 Y 上 , 且 在 w 内, 象 X' 将 会 在 直线 AB 上 ， 而 非 局 限于 线段 4B. 可 
用 类 似 方法 证 明 它 ， 我 们 将 这 个 证 明 过 程 留 给 你 . 





然而 , 我 们 强烈 地 鼓励 你 完整 地 证 明 : 反 演 将 一 个 “ 圆 ” 变 为 另 一 个 “ 圆 ” 这 
个 命题 能 带 给 你 简化 问题 的 无 穷 新 力量 .基本 战略 是 : 寻找 一 个 与 几 个 圆 有 关 的 
点 ,将 它 反 演 ， 力图 得 到 一 个 更 简单 的 象 . 通常 直线 比 圆 简单 ， 所 以 试 着 把 一 些 圆 
变 成 直线 . 如 果 对 “ 象 ”的 反 演 更 易 理 解 ， 它 可 能 可 以 用 于 解释 原 图 .下面 是 一 个 
特殊 的 例子 ， 我 们 敢 说 你 不 用 反 演 就 无 法 证 明 它 ! 

例 8.5.16 令 cl co, cs, ci 为 “循环 ” 相 切 的 圆 ， 即 ，ci 与 cx 相 切 ，cs 与 cs 
相 切 ，cs 与 c4 相 切 ，cs 与 cl 相 切 . 证 明 : 这 四 个 切 点 共 圆 . 

解答 令 这 四 个 切 点 分 别 为 点 4, B, C, D, 则 我 们 希望 证 明 4, B, C, D 共 圆 . 
不 失 一 般 性 ， 我 们 选择 任意 半径 以 C 为 中 心 反 演 . 用 w 表示 反 演 圆 . 令 ch 表示 
cx 在 这 个 反 演 下 的 象 . w 





上 图 能 说 明 什 么 ? 根据 例 8.5.15，c 是 ct 和 w 的 公共 获 ， 延 长 为 直线 .类 似 地 ， 
cf 是 平行 于 ci 的 另 一 条 直线 .这 是 合乎 情理 的 ， 因 为 这 些 象 “ 圆 ” 仍 然 相 切 一 一 
在 co 点 ! 

关于 cx 和 cs 有 何 结论 ? 因为 这 两 个 圆 没 有 过 
点 C,， 它们 的 象 是 普通 的 圆 ， 是 原来 的 圆 关 于 中 心 C 
的 位 似 的 象 . 进一步 , o 与 和 均 相 切 ，cy 与 必 
相 切 . 这 也 是 合乎 情理 的 ,因为 反 演 不 会 扰乱 相 切 性 . 
右 图 是 结果 . 

在 反 演 后 ,仍然 有 四 个 “ 圆 ”, 但 现在 的 情形 变 
易于 分 析 . c 和 co 夹 在 平行 线 % 和 co 之 间 . 
接 用 角度 追踪 ( 题 8.2.30 ) 验证 : 在 这 个 情形 中 ， 
个 切 点 D', 4', B' 共 线 .第 四 个 切 点 是 C= oc. 
样 地 ， 这 也 都 合乎 情理 . 4, B, C, D 的 象 是 一 条 直线 
( 即 一 个 “ 圆 ” ) 上 的 点 .如 果 重 复 这 个 反 演 ， 会 将 它 


可 | 由 俯 
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们 恢复 为 4, B, C, D. 但 “ 圆 ” 的 象 仍然 是 “ 圆 "， 因 此 4, B, C, D 必须 是 共 线 


或 者 共 圆 . 


显然 它们 不 共 线 .问题 得 证 ! 


恭喜 你 ， 读 完了 这 一 长 章 ! 现在 ， 你 已 经 准备 好 通过 精读 经 典 的 Geometry 
Revisited 由 和 最 近 出 版 的 (由 一 名 非常 有 经 验 的 高 中 生 写 的 !) Buclidean Geometry 
in Mathematical Olympiads 3] 来 真正 研究 这 个 课题 了 . 


问题 与 练习 


题 8.5.17 设 ABCD 为 正方 形 ， 它 的 中 心 
为 XxX， 边 长 等 于 8. 设 AXYZ 为 直角 三 角 
形 , 它 的 直角 为 X，XY = 10, XZ =24. 已 
知 : XY 交 BC 于 一 , 且 CEB=2,EB=6. 
计算 三 角形 与 正方 形 公共 区 域 面积 . 


题 8.5.18 假定 ABCDEF 为 六 边 形 ， 满 足 : 


AB= DE, BC= EF, CD=FA, ABIDE, 
BCIEF, CD]FA. 证 明 AD, BE,CF 共 点 . 


题 8.5.19 给 定 n 边 形 的 每 条 边 的 中 点 ， 对 
于 哪些 n 值 有 可 能 作出 n 边 形 的 顶点 ? 


题 8.5.20 证 明 : 对 于 有 固定 的 面积 和 底 的 三 
角形 来 说 ， 当 它 是 等 腰 三 角形 时 周 长 最 短 . 
题 8.5.21 设 4BCD 为 圆 内 接 五 边 形 (不 
必 是 正 五 边 形 ). 令 4' 为 CD 的 中 点 , B' 为 
DE 的 中 点 , 0' 为 BA 的 中 点 , D' 为 4B 的 
中 点 ,已 为 BC 的 中 点 . 证 明 AC”, C 已 ， 
EB’'B', B'D', D' 4 的 中 点 共 圆 . 
题 8.5.22 请 给 出 例 8.4.2 的 平移 解法 . 提示 : 
通过 平行 运动 平移 三 角形 ， 得 到 一 个 平行 四 边 
形 (也 平移 了 三 分 线 ) ， 然 后 寻找 可 以 重组 的 
全 等 形状 . 如果 你 党 得 这 还 太 难 ， 请 先 尝 试 如 
下 更 为 简单 的 问题 : 设 4BCD 为 矩形 ， 令 
五 , FP, G, 万 分 别 为 4B, BC, CD, DA 的 中 
点 . 直线 4 BG, CH, DE 两 两 相交 形成 一 
个 位 于 ABCD 内 部 的 四 边 形 . 证 明 这 个 四 边 
形 的 面积 等 于 [4BCD]/5. 
题 8.5.23 (匈牙利 1940) 设 了 为 任意 三 
形 . 定义 M(T) 为 如 下 三 角形 : 它 的 三 边 长 度 
分 别 等 于 了 的 三 条 中 线 的 长 度 . 

(a) 证 明 : 对 于 任何 三 角形 T, M(T) 都 存 








在 . 给 定 T， 请 给 出 M(T) 的 尺 规 作 图 方法 . 

(b) 计算 M(T) 与 7 的 面积 比 . 

(c) 证 明 : M(M(T)) 与 7 相似 . 
题 8.5.24 证 明 : 直线 AB 与 CD 垂直 当 且 
仅 当 4C2 一 4D2 = BC2 - 有 BD2. 
题 8.5.25 在 A4BC 中 , a = BO,b= 4C， 
<= 4B， 内 心 、 外 心 和 垂 心 分 别 为 7， 天 ,万 . 

(a) 证 明 A+B+C =2R+4+ 记 .( 换 
名 话说 ， 若 外 心 位 于 原点 ， 则 三 角形 各 顶点 向 
量 之 和 给 出 了 垂 心 . ) 

> a 十 vB 十 ce 
(9) 证 明 E at+b+i+e 
题 8.5.26 证 明 对 于 任何 平行 四 边 形 
4BCD， 下 式 成 立 : 
2(4B2? + AD’) = 4C2 + BD’. 

题 8.5.27 设 直线 p, q 7 共 点 ，Fs 表示 关于 
直线 a 的 反射 证明 存在 唯一 直线 t+， 使 得 
FypoFyoF. = 
题 8.5.28 请 认真 证 明 事 实 8.5.7 和 8.5.9. 并 
给 出 计算 新 旋转 中 心 的 方法 . 
题 8.5.29 我 们 已 经 给 出 了 以 下 命题 的 大 部 
分 证 明 : “所 有 刚体 运动 是 平移 、 旋 转 、 反 射 
和 滑 移 反 射 . ”请 完成 剩 下 的 证 明 . 
题 8.5.30 给 定 任意 和 A4BC.， 在 每 条 边 上 作 
(外 部 ) 等 边 三 角形 ， 贡 国 所 











B 基 


证 明 4X = BY = CZ. 





题 8.5.31 给 定 三 个 同心 圆 ， 请 利用 尺 规 作 
图 ， 画 出 一 个 等 边 三 角形 ， 使 它 三 个 顶点 分 别 
位 于 这 三 个 同心 圆 上 . 

题 8.5.32 证 明 如 果 四 个 正方 形 立 于 一 个 平 
行 四 边 形 的 边 的 外 部 ， 则 它们 的 中 心 是 一 个 正 
方形 的 顶点 . 

题 8.5.33 (加 拿 大 1989) 设 直角 A4BC 的 
面积 为 1，A’, B', C0" 分 别 为 A, B, C 关于 对 
边 的 反射 点 ， 求 A4'B'C 的 面积 . 

题 8.5.34 给 定 A4BC. 请 利用 尺 规 作 图 画 
出 如 下 正方 形 : 它 的 一 个 顶点 在 4B 上, 一 个 
顶点 在 4C 上 , 另 两 个 ( 相 邻 ) 顶点 在 BC 上 . 


题 8.5.35 将 任意 A4BC 关于 它 的 中 心 M 
旋转 180? ， 得 到 一 个 六 角 星 ， 如 下 图 所 示 : 








计算 这 个 六 角 星 的 面积 ， 并 用 [4BC] 表示 . 

题 8.5.36 缩放 仪 . 下 图 刻画 了 一 台 缩 放 仪 . 
这 是 一 种 用 来 放 缩 复制 的 设备 ， 如 今 仍 能 在 雕 
刻 店 中 找到 . 缩放 仪 固定 在 点 五, 并 在 平面 (可 
能 是 一 张 纸 或 者 塑料 或 者 金属 ) 上 作 图 .线段 
FB 和 BP 有 固定 的 长 度 , 在 B 点 相连 . 类 似 
地 ,线段 4P 和 PC 有 固定 长 度 ,在 PP 点 相连 . 
点 4 和 C 也 是 分 别 固定 在 FB 和 BP 上 的 连 
接点 , 使 得 FA= 4P' 且 4B = PC = CP. 
绘图 笔 〈 或 雕刻 工具 ) 位 于 点 P 和 点 已 ， 笔 
尖 向 下 指向 平面 .在 操作 员 移 动 点 P 并 在 平 
面 上 作 图 的 同时 ，P’ 也 会 自动 移动 ，P' 的 绘 
图 笔 将 会 画 出 什么 ? 为 什么 ? 如 果 和 希望 得 到 不 
同 大 小 的 复制 品 ， 应 该 如 何 调整 这 台 仪 器 呢 ? 
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题 8.5.37 (美国 队 选 拔 测试 2000) 考虑 圆 的 
内 接 四 边 形 4BCD, 从 对 角 线 4C 和 BD 的 
交点 出 发 , 作 4B 和 CD 垂 线 ， 垂 足 分 别 为 
五 生 . 证 明 EF 与 过 AD 和 BC 中 点 的 直 
线 垂直 . 

题 8.5.38 有 很 多 种 方法 可 以 对 第 280 页 
例 8.5.10 进行 推广 ， 请 尝试 下 面 的 几 种 . 

a) 给 定 的 等 腰 三 角形 的 顶 角 为 任意 大 
小 a, DB, 7 

b) 必须 为 ” 边 形 的 顶点 定位 ， 条 件 是 给 
定 n 个 点 ， 它 们 分 别 是 顶 角 为 al az,…… ,an 
的 等 腰 三 角形 的 顶点 . 

c) 如 果 角 度 和 是 360” 呢 ? 能 使 用 与 原 
来 一 样 的 论证 吗 ? 

d) 如 果 所 有 的 角 都 等 于 180° 呢 ? 

题 8.5.39 ( 普 特 南 2004) 对 于 正 整数 n > 2， 
令 0=2A/n. 对 于 上 ==1,2,…,n, 在 xy 平 
面 中 定义 点 及 = (k,0). 令 Ri 为 将 平面 
关于 点 肥 逆 时 针 旋 转 0 的 映射 . 令 R := 
Rno Rn-10.……o Ri. 对 于 平面 上 任意 点 (x,Y) ， 
找到 R(z, y) 的 坐标 并 化 简 . 

题 8.5.40 利用 事实 8.5.11 证 明 : 两 个 位 似 
的 复合 是 另 一 个 位 似 ， 你 能 找到 这 个 复合 变换 
的 中 心 吗 ? 

题 8.5.41 (保加利亚 2001) 设 点 41, Bi, Cn 
分 别 位 于 A4BC 的 边 BC, C4, 4 有 B 上 . 
点 G 是 人 ABC 的 重心 ，Ga, Go G。 分 别 
是 人 ABiC1, 人 BAiO1, 人 CA1iB1 的 重心 , Ga 
和 G2 分 别 是 人 A1B1C1 和 人 和信 Ga。GbG。 的 重 
心 . 证 明 G, G1, G2 共 线 . 

题 8.5.42 (匈牙利 1941) ABCDEF 是 圆 内 
接 六 边 形 ， 它 的 边 AB, CD, EF 的 长 度 都 与 
该 圆 的 半径 相等 证明: 六 边 形 ABCDEF 





另外 三 条 边 的 中 点 ， 是 某 个 等 边 三 角形 的 顶 
点 . (本 题 有 多 种 可 能 的 解法 . 如果 已 经 掌握 


了 4.2 节 的 材料 ， 你 也 可 以 尝试 利用 复数 给 出 
证 明 . ) 
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反 演 问题 


下 面 是 很 多 反 演 问题 ， 提 示 你 尝试 用 反 演 
方法 求解 . 你 可 能 也 愿意 在 其 他 问题 中 应 用 反 
演 方 法 ， 也许 还 会 从 中 发 现 有 趣 且 非 传统 的 解 
决 方案 ， 至 少 你 会 喜欢 上 这 种 复杂 的 技巧 . 


题 8.5.43 请 寻找 一 种 欧 几 里 得 构造 方法 , 如 
第 282 页 的 图 所 示 ， 画 出 点 X 关于 圆 w 的 反 
演 点 . 


题 8.5.44 请 考察 下 列 情形 ， 并 完成 证 明 : 反 
演 运算 将 “ 圆 ” 映 为 “ 圆 ”( 请 至 少 认真 地 画 出 有 
说 服 力 的 图 ). 假设 上 述 反 演 关于 圆 w (圆心 
为 O). 请 画 出 下 列 图 形 (并 说 明 其 正确 性 ): 
a) 与 w 相 切 的 直线 . 

b) 交 w 于 两 点 但 不 过 O 的 直线 . 

c) 过 O 的 直线 . 

d) 与 w 不 相交 的 直线 . 

e) 在 w 外 部 的 圆 . 

f) 在 w 内 部 并 过 O 的 圆 . 

g) 交 w 于 两 点 但 不 过 O 的 圆 . 

h) 与 w 相 切 的 圆 . (有 不 止 一 种 情形 ! ) 
题 8.5.45 请 设计 一 种 与 缩放 仪 ( 题 8.5.36 ) 
类 似 的 “机 器 ” .利用 这 种 机 器 ， 操 作 员 在 画 
出 点 PP 的 同时 ， 也 能 画 出 P 的 反 演 点 . 这 种 
机 器 有 一 个 有 用 的 性 质 : 它 能 把 圆周 运动 变 为 








直线 运动 ， 反 之 亦 然 . 
题 8.5.46 请 利用 尺 规 作 图 作 一 个 圆 ， 
给 定 的 点 PP， es 


题 8.5.47 请 利用 尺 规 作 图 作 一 个 圆 , 使 其 与 
给 定 的 两 两 不 重 共 的 三 个 圆 外 切 . 

题 8.5.48 (USAMO 1993) 考虑 是 四 边 形 
4BCD， 它 的 对 角 线 4C 和 BD 相交 于 书 ， 
交角 为 直角 . 证 明 : 妃 关于 4B, BC, CD, DA 
的 反射 点 共 圆 . (本题 也 可 以 不 使 用 反 演 法 ,而 
使 用 位 似 方法 来 证 明 . ) 

题 8.5.49 托 勒 密 定理 与 反 演 .， 题 8.4.29 给 
出 了 证 明 托 勒 密 定 理 的 一 种 方法 ， 它 利用 了 
相似 三 角形 . 现在 请 给 出 一 种 反 演 证 明 . 提 
示 : 选择 一 个 顶点 ， 并 将 其 余 三 个 顶点 关于 这 


个 顶点 反 演 到 一 条 直线 上 . 这 种 方法 能 更 容 
易 地 处 理 这 三 个 点 的 象 的 距离 ， 然 后 运用 事 


实 8.5.14(b) 中 的 象 距离 公式 寻找 这 些 象 的 距 
离 与 原 边 长 的 关系 . 
题 8.5.50 (USAMO 2000) 考虑 A41424s， 
令 wi 表示 其 所 在 平面 内 过 A1 和 A2 的 圆 . 
假设 存在 圆 wo, wa, …, wr， 使 得 对 于 大 = 
“37 wk 与 圆 ws_1 相 切 并 过 Ax 
和 Ap+1 ， 其 中 对 于 所 有 nz 二 1 有 Ant3 = A,. 
证 明 wr = wi. 
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在 这 一 章 中 ,默认 读者 熟悉 微 积分 的 基本 概念， 诸如 极限 、 连 续 性 、 微 分 、 积 
分 和 考级 数 。 另 一 方面 ， 假 设 读者 听 过 ( 但 可 能 还 没有 掌握 ) 以 下 概念 

。 正 式 的 “5 - e” 证 明 ; 

。 带 余 项 的 泰勒 级 数 ， 

。 平 均值 定理 . 

与 第 7 章 相 比 , 本章 不 系统 ,也 不 独立 .我 们 间 在 强调 几 个 重要 的 概念 ,以便 
使 读者 更 深入 地 理解 微 积分 的 作用 .我 们 有 两 个 目标 : 第 一 ， 通 过 重新 整理 已 有 概 
念 , 来 揭示 一 些 已 经 学 过 的 概念 的 实际 意义 ; 第 二 ， 通 过 呈现 一 些 虽 不 严格 但 有 用 
的 “活动 帷幕 ”( Moving Curtain ) 论证 ， 来 增进 读者 对 微 积分 的 感性 认识 ， 建 议 
读者 通过 学 习 具 体例 子 来 理解 “活动 帷幕 ”这 个 概念 
9.1 微 积 分 基本 定理 

为 了 理解 什么 是 “活动 肉 幕 "， 需 要 具体 地 引 和 人 基础 微 积分 中 最 重要 的 思想 . 
下 面 这 个 例子 还 介绍 了 一 些 基本 思想 ， 你 在 本 章 中 将 经 常会 用 到 它们 

例 9.1.1 什么 是 微 积分 基本 定理 ? 它 有 什么 含义 ? 它 为 什么 成 立 ? 

部 分 解答 毫 无 疑问 ， 读 者 已 经 对 微 积分 基本 定理 有 所 了 解 ， 其 中 的 一 个 公式 
为 : 如 果 了 是 连续 函数 ,” 则 








/ 7 ee 0 (9.1.1) 


其 路 是 f 的 任意 原 函 数 ， 即 (zx) = f(x). 这 是 一 个 很 重要 的 结论 . 式 (9.1.1) 
左边 可 以 理解 成 函数 yy = f(x)、z 轴 ， 以 及 竖 线 x = a 和 x=。 围 成 的 面积 . 等 
式 右边 的 含义 完全 不 同 : 通过 求 导 运算 ， 它 和 f(x) 联系 在 一 起 ， 即 它 的 切线 斜率 
就 是 f(z)， 面 积 怎 么 就 和 和 斜率 联系 到 了 一 起 呢 ? 

上 述 表述 方式 让 微 积分 基本 定理 显得 非常 神秘 下面 给 出 一 种 更 为 直观 的 理 
解 . 从 某 种 意义 上 说 ,， 微 积分 基本 定理 是 一 种 神奇 的 算法 的 表达 方式 .因为 在 实际 
问题 中 ,， 原 函数 的 计算 可 能 更 加 容易 . 但 这 仅仅 说 明了 它 是 什么 ,并 没有 说 明 它 为 
什么 成 立 . 实际 上 ， 你 只 要 理解 了 微 积 分 基本 定理 成 立 的 原因 ， 也 就 恰当 地 理解 
了 (9.1.1). 


@ 在 本 章 中 ， 我 们 会 假设 函数 的 值 域 和 定义 域 是 实数 的 子 集 . 
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首先 讨论 一 种 很 有 用 的 定义 一 个 函数 工具 ， 它 曾 在 例 5.4.2 中 出 现 . 定义 


os = { tas, 


我 们 有 意 地 选择 t 作为 变量 ， 从 而 可 以 自然 而 然 地 把 g(t) 理解 成 关于 时 间 的 函 
数 ， 随 着 时 间 t+ 从 a 开始 增加 ， 函 数 g(t) 给 出 了 如 下 “活动 帷幕 ”的 面积 ， 注 意 
g(%) = 0. 


了 





a 


微分 不 仅 有 切线 的 含义 ， 还 有 瞬时 变化 率 
的 动态 理解 . 因此 g'(t) 等 于 窗帘 在 t 时 刻 面积 
的 变化 率 ， 记 住 这 点 ， 考 察 右 图 .和 凭 你 的 直 党 ， 
你 认为 它 说 明了 什么 呢 ? 

当 帷 幕 的 上 边界 高 的 时 候 面 积 的 增长 速度 
快 ， 当 上 边界 低 的 时 候 面 积 的 增长 速度 慢 . 
此 可 以 得 到 如 下 的 直观 理解 : 


9 (t) = f(t), (9.1.2 


因为 在 一 个 很 短 的 时 间 At 内 ,帷幕 面积 的 增加 可 以 近似 地 表示 为 f(t)At， 由 等 
式 (9.1.2) 可 以 立即 得 到 微 积分 基本 定理 . 这 是 因为 ， 若 定 义 F(t) := g(t) 十 C (其 
中 C 是 常数 )， 则 站 (t) = f(t), 并 且 


AD 
Ai 





1 ft+At 


MN 


FO = F(a) =90) -9(0) = 人 Godr 


上 述 论 证 中 的 关键 步骤 是 : 动态 地 理解 定 积分 , 从 而 可 以 观察 到 面积 变化 速度 
和 帷幕 高 度 之 间 的 直观 关系 . 这 个 经 典 的 观点 说 明 : 给 出 微分 和 积分 多 种 可 能 不 同 
的 理解 是 非常 重要 的 . 

读者 可 能 认为 我 们 并 没有 严格 地 证 明 微 积 分 基本 定理 . 事实 确实 如 此 ,因为 等 
式 (9.1.2) 需要 更 加 严格 的 处 理 . 毕竟， 帷幕 面积 的 增长 并 不 严格 等 于 f(t)At， 确 


切 值 等 于 
t+At 
f(g)dz, 


9.2 ”收敛 性 和 


请 
痔 
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它 也 等 于 f(t)At 十 忆 (t)， 其 中 五 人 是 误差 的 
面积 ， 如 右 图 阴影 部 分 所 示 (注意 ， 图 中 E(t) 
是 负 的 )， 10 
上 述 论证 的 关键 是 要 说 明 人 
li 二 网 兰 堆 9.1.3 
AtSo At | 


1 十 Ai 


9.2 ”收敛 性 和 连续 性 

你 已 经 对 诸如 极限 和 连续 性 的 概念 有 了 直观 理解 ， 但 是 为 了 解决 一 些 有 意思 
的 问题 ， 必 须发 展 出 一 套 严 格 的 理论 . 幸运 的 是 ， 几 乎 所 有 的 分 支 都 来 自 一 个 基本 
的 概念 : 数列 的 收敛 性 .只 要 掌握 了 这 个 概念 ， 你 就 可 以 处 理 极限 、 连 续 性 、 微 分 
和 积分 问题 了 ， 数 列 的 收敛 是 微 积分 的 理论 基础 . 
收敛 性 

说 一 个 实 值 数列 {a} 收敛 到 极限 荆 ， 如 果 : 

lim an = 上 . 

这 表示 : 对 于 任意 给 定 的 距离 e > 0，an 最 终 都 将 会 和 工 只 相距 e. 确切 地 说 ,对 


于 任意 ¢ > 0 (把 。 想象 成 一 个 非常 小 的 数 ) 都 存在 整数 N (把 N 想象 成 一 个 很 
大 很 大 的 整数 ， 它 可 能 依赖 于 e )， 使 得 对 于 所 有 的 数 
CN,QN+1,QN+2 
与 工 的 距离 都 在 e 以 内 .也 就 是 说 ， 对 于 任意 的 n > N， 都 有 
lan—L|<e. 
在 上 下 文 很 清楚 的 情况 下 ， 可 以 将 im a = 工 简单 地 记 为 on -元 
在 实际 问题 中 ， 下 面 的 多 种 可 能 的 方法 都 能 说 明 给 定 的 数列 收敛 到 某 个 极限 . 
1. 尽 可 能 画 出 这 个 数列 的 图 像 . 图 像 虽然 不 是 很 严谨 ， 但 反映 了 数列 绝 大 部 
分 的 信息 ， 从 而 使 问题 变 得 清晰 明了 且 正 确 无 误 . 
2. 猜测 的 极限 艺 ， 然 后 证 明 aj, 可 以 和 工 靠 得 无 穷 近 . 
3. 说 明 当 ”足够 大 时 ,an 互相 之 间 的 距离 可 以 任意 小 . 确切 地 说 , 就 是 {av} 
满足 柯 西 条 件 : 对 于 任意 e > 0， 存 在 足够 大 的 N 使 得 
lam 一 an| < 
对 于 所 有 m,n > N 成 立 ， 满足 柯 西 条 件 的 实数 数列 是 收敛 的 . 柯 西 条 件 通常 很 
容易 验证 ， 但 其 缺点 是 : 我 们 不 知道 收敛 的 实际 极限 值 的 任何 信息 . 
@ 关于 实数 的 这 一 特性 及 其 他 “基本 的 ”性 质 的 更 多 信息 ， 请 参阅 文献 [27]. 
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4. 证 明 数 列 单调 有 界 . 如 果 存 在 一 个 有 限 的 数 B 使 得 对 于 任意 的 nn 有 |a,| < 
BB， 则 称 数 列 {a,} 是 有 界 的 . 如果 数列 或 者 单调 非 增 ， 或 者 单调 非 减 ， 则 称 数列 
是 单调 的 . 例如， 如 果 对 于 任意 的 n 都 有 an+i 和 an， 则 称 数列 {a,,} 单调 非 增 . 

单调 有 界 的 数列 是 具有 很 好 性 质 的 数列 ， 因为 它们 总 是 收敛 的 . 可 以 用 反 证 法 
来 证 明 这 个 事实 : 如 果 某 个 数列 不 收 人 鳅 ， 它 将 不 满足 柯 西 条 件 . 但 是 要 注意 的 是 ， 
单调 数列 的 极限 不 一 定 就 是 它 的 界 B. 读者 可 以 构造 一 个 例子 来 说 明 这 个 事实 . 

5. 夹 逼 原理 . 如 果菜 个 数列 被 两 个 具有 相同 极限 的 收敛 数列 控制 ， 那 么 这 个 
数列 也 收敛 到 这 个 相同 的 极限 ， 例 如 ， 知 对 于 所 有 的 n 都 有 

0 < zn < (0.9)", 
那么 x 便 收敛 到 0， 相反， 如果 某 个 数列 各 项 的 绝对 值 均 大 于 另 一 个 发 散 ( 有 无 
穷 极 限 ) 数列 相应 项 的 绝对 值 ， 那 么 这 个 数列 本 身 也 是 发 散 的 . 

6. 利用 大 O 记号 和 小 o 记号 进行 分 析 . 大 部 分 收敛 性 的 判断 都 需要 估计 和 
比较 . 大 O 记号 和 小 o 记号 给 出 了 一 种 描述 当 变 量 趋 向 于 无 穷 或 零 时 函数 增 大 速 
度 的 系统 的 方法 . 

如 果 对 于 足够 大 的 n, 存在 常数 C 使 得 |f(n)| < Clg(n)|, 则 称 f(x) = O(g(zx)) 
(F 的 阶 不 超过 9 ) 如 果 lim, ,sw f(z)/g(x) = 0， 则 称 f(x) = o(g(z)). 例如 ， 
jz) = 0(z5) 表示 对 于 足够 大 的 zx， 可 以 用 z 的 三 次 方 来 控制 f(x) 的 上 界 . 另 一 
方面 ，f(x) = o(z3) 表示 f(x) 的 增长 速度 比 z 的 三 次 方 要 慢 . 

上 述 记 号 也 可 以 用 来 描述 函数 在 零 附近 的 表现 . 称 f(x) = O(g(z)) ( 当 z 一 0 
时 )， 是 指 对 于 任意 足够 小 但 不 等 于 零 的 xz，f(x) 的 绝对 值 的 上 界 可 以 被 g(x) 的 
绝对 值 乘 上 一 个 党 数 来 控制 .同样 地 ， 可 以 定义 f(x) = ol(g(x)) ( 当 xz 一 0 时 ). 

上 述 方法 之 所 以 非常 有 效 ， 是 因为 如 下 两 个 原因 : 首先 ， 它 允许 我 们 只 关注 
函数 中 真正 起 作用 的 部 分 . 例如 ， 当 z 很 小 时 ， 如 果 知 道 f(x) = z 十 O(VZ) 
( 当 zz 一 0 时 )， 那么 对 f 的 处 理 就 会 非常 方便 ， 尤 其 在 将 它 和 别 的 函数 [ 比方 说 
g(x) ==xX 十 O(3z)( 当 zz 二 0 时 )] 进行 比较 时 . 其 次 , 类 似 一 般 的 运算 , 大 O 记号 
和 小 o 记号 也 有 一 些 基 本 的 运算 法 则 . 例如 , 若 f(x) = O(x?), 则 zf(x) = O(z5)， 
等 等 . 

接 下 来 的 几 个 例子 具体 地 说 明了 上 述 原 理 . 第 一 个 例子 中 的 要 求 并 不 高 , 只 要 
找到 一 个 无 穷 数列 大 致 的 上 下 界 就 可 以 了 . 但 是 其 运算 过 程 确 实 具有 指导 意义 . 

例 9.2.1 令 a = (1 十 1/2)(1 寺 1/4)… (1 十 1/2")， 求 数列 {4} 的 下 界 a 
和 上 界 5， 使 得 a < lim an <b. 

解答 定义 乘积 

S(z,n) = (1+2)(l+ x). (1+2"), 
其 中 0 < z < 1 我们 感 兴趣 的 是 当 n 一 co 时 5S(z,n) 的 极限 ， 记 为 S(z). 
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把 上 述 乘 积 展开 并 忽略 重复 的 项 ， 得 到 
1 
S(t) > 1+Z7+Z 二 7 + = Tz (9.2.1) 
这 是 因为 x 的 所 有 次 客 都 出 现在 了 乘积 中 ( 系数 至 少 是 1 ). 
为 了 得 到 另 一 个 方向 的 不 等 式 估计 ， 需 要 更 为 精细 的 分 析 . 我 们 指出 : 对 于 任 
意 正 整数 m 都 有 , 
(4 十 二 ) < 
mm 


为 了 说 明 此 不 等 式 为 何 成 立 ， 通 过 二 项 式 定理 "得 到 


和 1 /ml /mV1l pl 
m) Sm \2/m \3m \4/m:. 


























mm—1) mm—1)(m—2) 
= | 
217702 3lm3 
mm— 1)(m—2)(m—3) 
4!lm4 人 
1 | 1 1 | 1 | 1 | 
i 2 3 4 
6: 


从 而 得 到 (1 十 x) < e*， 进 而 有 


S(z,n) = (1+7r)(l+72)..… (1+2") 


2 
<ee” .67 


2 Erte + i 


对 几何 级 数 求 和 ， 就 得 到 
1 


Te 大 9(Z) < eT/(1—2) 


对 于 任意 0 < x <1 成立 ， 上述 上 下 界 能 够 改进 吗 ? 国 
例 9.2.2 固定 a > 1， 考 虑 数列 {zi}w>o0， 其 定义 为 : zo = a 且 
m3 (mt) n=0,1,2,... 
2 ya 


这 个 数列 收敛 吗 ?如果 收敛 ， 极 限 是 什么 ? 
解答 首先 尝试 a = 5 的 情形 ， 在 此 情形 下 ， 


20 一 5， 








@ 或 者 利用 limm =(1+1I1/m)” = e 这 一 事实 ， 对 函数 f(z) = (1 十 1/z)” 的 导数 进行 分 析 表 明 f(z) 是 从 
下 方 趋向 于 这 一 极限 的 . 
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根据 这 几 项 , 观察 到 ( 到 目前 为 止 ) 这 个 数列 是 严格 递减 的 , 但 实际 情况 确实 如 此 
吗 ? 让 我 们 来 看 一 下 这 个 数列 的 演化 过 程 . 如 果 画 出 y=z 和 vw = 5/z 的 图 像 , 便 
可 以 通过 一 个 很 简洁 的 算法 来 得 到 这 个 数列 ， 这 是 因为 zw+l 是 zw 和 5/zn 的 平 
均 . 在 下 面 的 图 像 中 ，A、B 两 点 的 纵 坐 标 分 别 是 5/zo 和 zo， 请 注意 : 线段 4AB 
中 点 的 纵 坐 标 就 是 这 两 个 数 的 平均 ， 也 就 是 x1. 











2 4 xo0 6 8 
接 下 来 ， 从 这 个 中 点 出 发 作 一 条 水 平 线 交 直 线 y = x 于 CC 点 ，C 点 的 坐标 
是 (zi zx1). 再 从 C 点 出 发 作 一 条 竖 直 线 交 图 像 y = 5/z 于 DD 点 . 同 理 ，z。 是 线 


段 CD 中 点 的 纵 坐 标 . 
持续 这 个 过 程 ， 得 到 点 已 = (zz,z?)， 并 且 当 继续 进行 这 个 过 程 时 ， 从 图 像 中 


可 以 很 清楚 地 看 到 ， 这 个 点 将 会 收敛 到 交点 (V5, V5). 

所 以 我 们 推断 lim,,_ ;sw zn = V5， 尽管 如 此 ， 图 像 并 没有 提供 严格 的 证 明 ， 但 
却 有 助 于 推理 过 程 . 用 此 图 来 说 明 收敛 , 我 们 还 得 严格 证 明 为 什么 这 些 点 永远 都 不 
会 远离 收敛 点 .在 将 其 严格 化 后 , 便 可 以 改变 策略 ， 从 而 从 代数 方法 上 分 析 更 为 一 
般 的 问题 . 

图 像 说 明了 两 点 : 第 一 ， 数 列 单调 递减 ; 第 二 ， 数 列 单调 递减 到 Ya， 为 了 说 


明 单 调 递减 性 ， 就 必须 说 明 zi1 < zn。 这 并 不 困难 ， 因 为 可 以 计算 它们 的 差 


nN nN 





2Z2 十 和 222 一 22 一 Q 22 一 da 
Tn — Tntl = Tn 一 


2%7 2 0 





只 要 z2 > a， 上 述 差 就 是 非 负 的 . 然而 也 是 正确 的 ， 因 为 这 只 是 “算术 -几何 平均 
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不 等 式 ”( 见 第 168 页 ) 的 推论 : 


| 

从 而 无 论 zn 等 于 多 少 ， 都 有 zn+i > VG. ”而 又 因为 zo = a > Va， 从 而 数列 中 
所 有 的 项 都 大 于 等 于 Va 

因为 数列 {zn} 单调 有 界 ， 所 以 它 一 定 收敛 ， 下 面 证 明 它 收 敛 到 Ya.， 因为 0 
是 一 个 比较 容易 处 理 的 数 ， 所 以 定义 数列 {zn} 的 偏差 瓦 ,为 

En, := Tn 一 Va， 

然后 说 明 瓦 , 一 0. 注意 到 忆 , 是 非 负 的 . 下 面 考察 ,1 和 羽 , 的 比值 ， 从 而 得 出 
上 述 偏 差 的 变化 规律 .我 们 希望 得 出 玖 , 是 递减 的 .我们 有 难道 你 不 为 在 5.2 节 
学 过 因 式 分 解 而 感到 高 兴 吗 ? ) 


Ent1 = Zn+l 一 Va 








27n, 
_ (zn — Va)’ 
加 2 
En 
gy 
因此 
Ertl _ En TV zn _1 
By 2 D2 2 2 
因为 这 个 比值 是 正 的 ， 所 以 第 292 页 的 夹 盘 原理 保证 了 lim oo EE; = 0. 
至 此 ， 我 们 完成 了 解答 ， 证 明了 zx 一 Va. 图 





上 面 的 例子 中 最 困难 的 部 分 ,是 猜 出 数列 的 极限 就 是 Va. 那 假使 我 们 运气 没 
那么 好 ， 不 能 画 出 那么 好 的 图 像 ， 该 怎么 办 呢 ? 当 数列 由 递归 方法 给 出 时 ， 存 在 一 
种 很 简单 但 是 很 有 用 的 处 理 方法 . 让 我 们 把 它 应 用 到 上 述 的 例子 中 . 如 果 zn 一 工 ， 
那么 对 于 足够 大 的 n，z;, 和 zn+l 都 足够 地 靠近 L， 因 此 当 n 趋 于 正 无 穷 时 ， 等 
式 znfl = (zn 十 a/zn)/2 变 成 

1 Q 
Lad (PF) 
通过 简单 的 代数 运算 便 可 以 得 到 L = Va. 这 个 极限 解决 工具 没有 证 明 极 限 是 否 存 
在 ， 但 是 当 极限 存在 时 ， 它 确实 告诉 我 们 如 何 计算 数列 极限 . 


@ 通过 研究 比 zs+i/zn (而 非 差 xz 一 x41 ) 可 以 方便 地 证 明 这 个 命题 ， 因 为 经 过 少许 计算 并 利用 z。 > Va， 
可 以 证 明 zwn+1/zn 恒 小 于 等 于 1. 
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下 面 是 一 个 环 手 的 问题 ， 有 多 种 解决 方案 ， 这 里 介绍 一 种 采用 大 O 估计 的 解 

例 9.2.3 ( 普 特 南 1990) V2 是 形 如 nn 一 gm Cnm = 0,12… ) 的 数列 
的 极限 吗 ? 

部 分 解答 你 的 直观 感觉 可 能 是 “是 ”因为 “对 于 足够 大 的 整数 ， 立 方 根 之 
间 将 变 得 更 加 接近 ,所 以 可 以 逼近 任意 数 ” 下面 的 方法 是 上 述 思想 的 严格 化 表述 . 

1. 首先 指出 : Yn 十 1 一 Wn = O(n-23). 

2. 问题 的 关键 是 要 说 明 : 当 足够 大 时 ，O(m-35) 可 以 任意 的 小 .所 以 现在 
我 们 通过 立方 根 的 差 来 逼近 一 个 特定 的 数 ( 比如 说 x )， 如果 只 是 想 适 度 地 逼近 ， 
可 以 看 以 下 的 数列 





V27, V28, V29, V30,..., 
它 从 3 < zt 开始 , 接 下 来 的 那些 数 之 间 的 距离 都 不 会 超过 28 - 3. 如 果 需 要 更 加 
精确 地 逼近 ， 可 以 像 以 前 一 样 从 3 开始 , 但 却 由 V103 一 W73 的 差 来 表示 ， 从 而 得 
到 一 个 更 加 精确 的 通 近 数列 
3,V1001 — 7, V1002 — 7,.…. 

3. 将 上 述 表 述 严 格 化 一 般 化 (不 只 是 对 于 zt 成立)， 你 就 可 以 得 到 结论 . 

通俗 地 说 ， 一 个 函数 连续 ,是 指 这 个 函数 的 图 像 能 够 一 笔画 出 . 在 很 多 等 价 的 
正式 的 定义 中 ， 下 面 这 种 定义 最 容易 直接 应 用 . 

令 f:DD 下 民 ， 并 且 ae D， 如 果 对 于 思 D 中 的 任意 收敛 到 a 的 数 

列 {zn} 都 有 lim ;wo f(zn) = f(a)， 则 称 函 数 f 在 a 处 连续 . 
如 果 函 数 了 在 内 所 有 点 都 是 连续 的 ， 则 称 f 在 D 内 连续 . 

连续 性 是 可 以 默认 的 基本 条 件 . 这 是 因为 你 实际 上 遇 到 的 几乎 每 个 函数 ( 当 
然 ， 大 多 数 都 可 以 用 一 个 简单 的 公式 表示 出 来 ) 都 是 连续 的 . ?例如 ， 所 有 初等 函 
数 ( 多 项 式 函 数 、 有 理 函 数 、 三 角 函 数 、 反 三 角 函 数 、 指 数 函 数 、 对 数 函 数 、 根 式 
函数 ， 以 及 它们 的 有 限 组 合 ) 在 其 定义 域内 的 所 有 点 都 是 连续 的 . 

所 以 我 们 只 需 关 注 连 续 函 数 的 一 些 基本 性 质 ， 例 如 下 面 两 个 非常 重要 的 性 质 . 





介 值 定理 ”如 果 f 是 闭 区 间 [a,0] 上 的 连续 函数 , 则 了 能 取 到 f(a) 
和 f(b) 之 间 的 所 有 值 ， 换 句 话 说 ， 如 果 y 在 f(a) 和 f(b) 之 间 ， 那 么 
存在 x € [a,0] 使 得 f(x) = vy. 


@ 最 显著 的 两 个 例外 就 是 下 取 整 函数 [zj| 和 上 取 整 函数 [z1. 
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极 值 定理 ”如 果 /是 闭 区 间 [a,8] 上 的 连续 函数 ， 那 么 f 在 这 个 
区 间 上 能 取 到 最 大 值 和 最 小 值 . 换 名 话说， 存在 u,v € [a, 中]， 对 于 所 有 
ze [ai 有 f(u) < f(z) fv) > f(x). 


极 值 定理 看 似 没有 什么 内 容 , 但 是 请 仔细 观察 它 的 条 件 . 如 果 定义 域 不 是 闭 区 
间 ， 那 么 结论 可 能 不 成 立 .， 例 如 f(z) := 1/z 在 区 间 (0,5) 上 连续 ， 但 是 它 在 这 个 
区 间 上 既 不 能 达到 最 大 值 也 不 能 达到 最 小 值 . 

另 一 方面 ， 介 值 定理 看 似 更 加 显然 ( 参见 题 9.2.22 中 关于 其 证 明 的 提示 ) 但 
它 有 着 很 多 立竿见影 的 应 用 . 下 面 就 是 一 个 简单 的 例子 . 定义 一 个 新 函数 的 这 一 关 
键 步 又 是 解决 此 类 型 问题 的 典型 战术 . 

例 9.2.4 令 f:[0,1] 一 [0,1 是 连续 函数 ,证 明 f 在 区 间 [0,1] 上 有 一 个 不 
动 点 ( 即 存在 ze [0,1] 使 得 f(x) = zx). 

解答 令 9(z) := f(z) -x. 注意 到 9 是 连续 的 (因为 它 是 两 个 连续 函数 的 


差 ) 且 9(0) = f(0) > 0，g(1) = f(1) 一 1< 0， 由 介 值 定理 知 ， 存 在 we [0,1] 使 
得 g(uw) =0， 即 ju) = uu. 加 
一 致 连续 性 


闭 区 间 上 的 连续 函数 〈 即 定义 域 是 闭 区 间 的 连续 函数 ) 另 有 一 个 很 重要 的 性 
质 : 一 致 连续 性 .通俗 地 说 ， 这 意味 着 函数 图 像 在 整个 定义 域 上 的 摆动 幅度 是 一 至 
的 .严格 地 说 : 


令 让 : 4 一 已 ,如果 对 于 任意 e > 0， 存 在 6 > 0， 使 得 如 果 
2Z1,2Z2 E 4， 并 且 满 足 |z1 一 za| <6, 则 有 |f(z1) 一 f(x2)| <e， 则 称 函 
数 上 在 4 上 一 致 连续 . 


这 个 定义 的 重要 之 处 在 于 5 的 值 仅仅 和 有关， 而 与 x 的 取 值 没有 关系 .对 
于 任意 的 正 数 e， 存 在 一 个 5， 它 在 整个 定义 域 中 都 适用 . 由 于 证 明 闭 区 间 上 的 任 
意 连续 函数 是 一 臻 连续 的 比较 困难 ， 所 以 在 初级 的 微 积分 课本 中 是 不 介绍 一 臻 连 
续 性 这 个 概念 的 .但 这 个 概念 十 分 有 用 ， 我 们 在 此 处 只 要 承认 并 记 住 它 即 可 . 9 

例 9.2.5 ”函数 f(x) = x? 在 区 间 [-3,3] 上 一 致 连续 ， 只 要 |z1 一 zx2| < 0， 
就 可 以 确保 |f(z1) 一 f(z2)| < 656， 这 是 很 容易 证 明 的 .对 于 任意 zx1, za € [一 3,3]， 
lzi 十 za| 的 最 大 可 能 取 值 是 6， 故 


|jza) — f(z2)| = zi+zal |x1 — z2| < 6|z1 — zol. 
所 以 为 了 确保 函数 值 在 e 内 ， 只 要 让 自 变 量 x 的 差 不 超 过 e/6 即 可 . 


@ 详情 可 参阅 文献 [30]. 
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例 9.2.6 ”函数 f(z) = 1/z 在 区 间 (0,co) 上 不 是 一 致 连续 的 .函数 在 0 附近 
的 取 值 变化 得 很 快 ， 给 定 一 个 <， 当 自 变量 x 充分 靠近 0 时 ,没有 一 个 5 能 起 到 
上 一 个 例子 中 的 作用 . 注意 到 在 任何 一 个 闭 区 间 上 f(z) 是 一 臻 连续 的 . 例如， 如 
果 把 定义 域 限制 在 区 间 [2, 1000] 上 ， 那 么 相应 于 。 的 6 应 该 是 取 6 = 4e.， 换言之 ， 
为 了 确保 函数 值 的 变动 不 超过 ce， 只 需要 自 变 量 的 变动 不 超过 4e. 
一 致 连续 性 正 是 完成 微 积 分 基本 定理 证 明 所 需 的 工具 . 
例 9.2.7 证 明 





其 中 E(t) 是 第 291 页 图 中 的 阴影 部 分 面积 . 

解答 因为 f 定义 在 闭 区 间 [a,b] 上 ， 并 且 是 连续 的 ， 所 以 它 是 一 致 连续 的 . 
取 e > 0. 根据 一 致 连续 性 ， 存 在 一 个 足够 小 的 At， 使 得 无 论 t 取 何 值 ，f(t) 和 
f(t 十 At) 的 偏差 不 超过 ec， 也 就 是 说 


|f(t+At)— fAD| <e 
因此 面积 偏差 (t) 的 绝对 值 最 大 也 不 会 超过 e . At， 因 此 有 








[EO| eAt 
At At 
换言之 ， 不 论 e 取得 如 何 小 ， 我 们 可 以 选择 一 个 足够 小 的 At 使 得 |E(t#)|/At 小 
于 e。 因此 上 述 极限 为 0， 从 而 微 积分 基本 定理 得 证 . | 


正如 刚才 所 见 , 一 致 连续 性 是 一 种 非常 强大 的 技术 型 工具 . 但 是 要 记 住 ， 上 述 
证 明 微 积分 基本 定理 的 关键 ， 是 画 一 个 活动 帷幕 . 这 个 图 像 很 容易 记 住 ， 并 且 可 以 
给 出 一 种 直观 但 缺乏 技术 性 细节 的 “证 明 ”. 诚然 ， 细 节 是 重要 的 ， 但 是 图 像 一 一 

至 少 是 图 像 背 后 的 思想 一 一 也 是 很 基础 的 . 


问题 与 练习 

本 章 中 的 问题 是 本 书 中 最 富 挑战 性 的 ， 因 为 “ 微 积分 ”是 一 个 庞大 的 开放 式 主 
题 , 它 常常 会 涉及 高 等 数学 的 概念 . 我 们 强烈 推荐 你 仔细 阅读 参考 文献 中 提 及 的 一 
些微 积分 教材 ， 从 而 补充 知识 . 


题 9.2.8 阿 尼 和 贝 带 玩 拼 字 游戏 。 阿 尼 从 开 ” 题 9.2.9 定义 序列 {aw} 为 a1=1 且 an = 
始 游 戏 时 便 记 录 他 所 赢得 的 局 数 . 他 告诉 他 的 。” 1 十 1/an_1( 对 于 n > 1). 请 讨论 该 序列 的 
朋友 卡拉 :“ 几 天 前 我 的 胜率 小 于 p%, 但 今天 ”收敛 性 . 

的 大 于 p%. ”卡拉 说 :“ 我 能 证 明 在 过 去 的 某 。” 题 9.2.10 假设 序列 {as} 和 {an/5s} 都 收 
个 时 间 ， 你 的 胜率 恰好 是 p%. ”假设 卡拉 的 敛 ， 请 讨论 序列 {0;,} 的 收敛 性 . 

断言 正确 ， 你 能 得 到 p 的 哪些 性 质 ?( 受 一 个 

2004 年 普 特 南 数 学 竞赛 题 所 启发 . ) 


题 9.2.11 理解 


"A 2 + V2+……: 


题 9.2.12 固定 a > 1， 考 虑 序列 {zn}n>o， 
其 定义 为 : zo > Va 且 
27m 十 CQ 
2 元 十 工 
这 个 序列 收敛 吗 ? 如 果 收 敛 ， 极 限 是 什么 ? 将 
此 问题 与 第 293 页 例 9.2.2 关联 在 一 起 . 
题 9.2.13 令 {an} 为 一 个 (可 能 无 限 的 ) 正 
整数 序列 ， 一 个 类 似 

Q0 十 











Zn+l = n=0,1,2,.... 





Q1 十 
Q2 十 


1 
1 
Qs = 





的 式 子 称 为 连 分 式 ， 有 时 用 [co a1, az …] 来 
表示 . 
a) 给 出 [ao0, a1, a2,… |] 的 一 种 严格 理解 . 
b) 计算 [1,1,1,…]. 
c) 计算 [1,2, 1,2,…:]. 
d) 求 正 整数 序列 {an} 使 得 
V2 = [ao,al,a2,…]. 
存在 多 于 一 个 这 样 的 序列 吗 ? 
(e) 证 明 不 存在 一 个 {a%} 的 重复 序列 使 得 
V2 = [ao, a1, a2,.…*]. 


题 9.2.14 仔细 证 明 第 292 页 的 论断 : 所 有 单 
调 有 界 序列 必 收 敛 . 
题 9.2.15 稠密 集 . 一 个 实数 集 的 子 集 5 称 
为 稠密 的 ， 如 果 给 定 任意 实数 x, 存在 5S 中 的 
与 x 任意 接近 的 元 素 ， 例如， 有 理 数 集 Q 是 
稠密 的 ， 因 为 任何 实数 能 用 分 式 给 出 任意 好 地 
近似 值 (查看 十 进 制 近似 值 ) 下面 是 一 个 正 
一 个 实数 集 5 是 稠密 的 , 如 果 
给 定 任意 XE 民 及 e > 0， 存在 
sE5 使 得 |s 一 x|<e. 
更 一 般 地 , 称 5S 在 了 中 稠密 ,如 果 任 意 te 人工 
能 被 5 的 元 素 任 意 好 地 估计 近似 值 . 例如 , 正 
真 分 数 集 在 单位 区 间 [0, 1] 中 稠密 . 
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(a) 注意 “5 在 了 中 稠密 ”等 价 于 : 对 于 
每 个 te 了 T, 存在 9 中 元 素 的 一 个 无 穷 列 {sx} 
使 得 limx_ oo sk =t. 

(b) 证 明 整 系数 二 次 方程 的 实数 零点 集 是 

(c) 令 D 为 二 进 分 式 , 它 是 分 母 是 2 
的 寡 次 的 有 理 数 (一些 例子 是 1/2，5/&， 
1037/256 ) 证 明 D 稠密 . 

(d) 令 5 为 [0,1] 中 十 进 制 表 示 不 包含 3 
的 实数 的 集合 . 证 明 5 在 [0,1] 中 不 稠密 . 

题 9.2.16 定义 (z) := x 一 [zx|. 换言之 ,， (x) 
是 z 的 “小 数 部 分 ”例如 , (ro = 0.14159.… . 


令 


a = 0.123 456 789 101 112 131 415.……， 
也 即 a 是 通过 在 小 数 点 后 依次 写 出 正 整 数 得 
到 的 .证 明 集 合 
{(a), (10a), (102a)， 

在 [0, 1] 中 稠密 (“ 稠 密 ” 的 定义 见 题 9.2.15 ). 
题 9.2.17 令 a 为 无 理 数 . 

(a) 证 明 序 列 

(a), (2a), (3Q), > 

包含 一 个 收敛 于 0 的 子 列 . 提示 : 首先 使 用 鲁 
笼 原理 ,证 明 在 序列 中 能 找 出 任意 接近 的 两 点 . 

(b) 证 明 集 合 

{(o), (2a), (3Q), a } 

在 [0, 1] 中 稠密 . (“稠密 ”的 定义 见 题 9.2.15， 
(zx) 的 定义 见 题 9.2.16. ) 
题 9.2.18 考虑 一 个 半径 为 3、 圆心 在 原点 的 
圆 . 点 4 和 点 B 坐标 分 别 为 (2,0) 和 (一 2, 0). 
如 果 飞 镖 向 圆 飞 去 , 假设 在 圆 上 的 落 点 服从 均 
匀 分 布 ， 那 么 下 面 两 个 事件 的 概率 显然 相同 . 

。 飞 镖 较 B 更 靠近 A. 

。 飞 镖 较 4 更 靠近 B. 
我 们 称 上 述 两 点 被 “恰当 放置 ” 在 圆 上 是 否 可 
能 存在 C 点 , 使 得 4, B, C 两 两 被 恰当 放置 ? 
题 9.2.19 定义 序列 {a} 如 下 : ao = aw， 对 
于 >0 有 an = on 一 2， 讨论 这 个 序列 
的 收敛 性 〈 它 依赖 于 初 值 w ) 
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题 9.2.20 在 一 张 纸 上 画 两 个 不 相交 的 圆 , 证 
明 可 以 作 一 条 直线 平分 每 一 个 圆 ， 这 很 简单 . 
接着 考虑 如 下 情形 : 

(a) 如 果 用 任意 两 个 不 相交 的 矩形 代替 贺 
会 如 何 ? 

(b) 如 果 用 任意 两 个 不 相交 的 是 多边形 代 
蔡 圆 会 如 何 ? 

(c) 如 果 用 任意 两 个 不 相交 的 〈 可 能 不 是 
凸 的 )“ 阿 米 巴 原虫 ”〈 边 界 不 规则 的 平面 图 
形 ) 代替 圆 会 如 何 ? 

题 9.2.21 ( 普 特 南 1995) 计算 


1 
. 2207 一 SEE 
2207 一 2207 一 … 


用 (a 十 bYc)/d 的 形式 表示 解 ， 其 中 a,b, cd 
是 整数 . 

题 9.2.22 下 面 这 段 叙述 应 该 能 提供 一 种 严 
格 证 明 中 值 定理 的 新 策略 (“二 分 法 ”). 考 
虑 如 下 具体 问题 : 使 用 没有 开 方 功能 的 计算 器 
尝试 求 2 的 平方 根 . 因为 2 二 1 且 2?=4， 
我 们 知道 V2 如 果 存 在 一 定 介 于 1 和 2 之 间 . 
因此 猜 是 1.5. 但 1.5* > 2， 因 此 这 个 神秘 
的 数 应 该 介 于 1 和 1.5 之 间 . 我 们 猜 它 等 于 
1.25， 事 实证 明 这 个 数 太 小 .因此 接 下 来 尝试 
(1.25 十 1.5)， 以 此 类 推 。 由 此 我 们 构造 了 一 
个 连续 估计 序列 ， 它 的 各 项 交替 地 高 估 了 或 低 
估 了 ， 但 每 次 的 估计 变 得 越 来 越 精确 . 


题 9.2.23 (列宁 格 勒 数学 奥林匹克 竞赛 
1991) 设 f 连续 量 单 调 递 增 , 并 且 f(0) = 


f(1) = 1. 证 明 
9 
… 十 让 ( 直 ) 十 


/ (而 ) + (而 )+ 
和 


题 9.2.24 (列宁 格 勒 数学 奥林匹克 竞赛 
1988) 设 f : RR 一 RR 连续 ， 对 于 所 有 x € 民 
有 f(x): f(f(x)) = 1 如果 f(1000) = 999， 
求 f(500). 











题 9.2.25 设 了 :1[0,1] 一 RR 连续 , f(0)=f 了 (1). 
证 明 存在 x € [0,1998/1999] 使 得 f(x) = 
f(z+1/1999). 


题 9.2.26 证 明 Vn 十 1 一 Vn = 
题 9.2.27 补充 例 9.2.3 的 细节 . 
题 9.2.28 利用 题 9.2.17， 通 过 证 明 集合 
{Vn— Ym: n,m = 0,1,2,...} 
稠密 ， 给 出 例 9.2.3 的 另 一 种 解法 . 
题 9.2.29 ( 普 特 南 1992) 对 于 任何 实数 对 
(X,Y), 定义 序列 {an (X,Yy)}nz0 如 下 : 
ao(Z,V) 二 ， 
(an(z,W)) + 
an+t1(T,Y) 2 ) 
求 如 下 区 域 的 面积 : 
题 9.2.30 设 序列 {zn} 满足 











刀 之 0. 


lim (zn — Xn-1) = 0. 
也 一 CO 


证 明 


题 9.2.31 ( 普 特 南 1970) 设 序列 {z} 满足 


lim (zn 一 Zn-2) = 0. 


证 明 
Dn 
n= 00 nN 
常数 项 无 穷 级 数 
设 {an} 是 实数 序列 ， 如 果 部 分 和 序列 


{sn} 的 极限 存在 (其 中 s := Dn_iax) ， 
将 此 极限 定义 为 无 穷 级 数 之 ;ax. 下 面 的 
题 9.2.32-9.2.38 与 常数 项 无 穷 级 数 有 关 .( 你 
可 以 重新 阅读 第 5 章 中 关于 无 穷 级 数 的 内 容 ， 
特别 是 第 154 页 例 5.3.4. ) 

题 9.2.32 严格 证 明 : 如 果 |r| < 1， 则 





a 


a 二 ar 十 ar2 十 ar3 十 … 一 。 
工 一 7 





题 9.2.33 设 > 2 ak 是 收敛 的 无 穷 级 数 ， 
即 它 的 部 分 和 收敛 .证 明 

(a) lim an = 0; 

(b) lim >， ak = 0. 

k=n 

题 9.2.34 ( 普 特 南 1994) 设 {a%} 是 正 实数 
序列 ， 对 于 所 有 n 有 an < aan 十 aan+1. 证 
明 >》 >; an 发 散 . 
题 9.2.35 设 {an} 是 符号 交错 的 序列 ， 各 项 


的 绝对 值 单调 递减 到 0. 〈 例如 1, -1/2, +1/3， 
一 1/4,…. ) 证 明 》 2 an 收敛 . 


题 9.2.36 假设 co。 > 0 对 于 所 有 的 n 成 立 ， 


9.3 ”导数 和 积 4 
近似 和 曲线 的 描绘 
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> > an 发 散 . 证 明 : 对 于 不 同 的 序列 {an}， 
eo 车 - 既 可 能 收敛 也 可 能 发 散 . 

题 9.2.37 和 与 积 . 假设 ww > 0 对 于 所 有 
的 成 立 . 证明: 和 式 >%oan 收敛 当 且 仅 
当 乘 积 [To(1L + an) 收敛 . 

题 9.2.38 设 {ak} 是 题 9.2.35 中 所 用 到 的 序 
列 , 在 该 题 中 我 们 已 证 明 六 ,an 收敛 . 但 与 
此 同时 , 请 注意 | |an| 是 发 散 的 ( 毕竟 这 
是 调和 级 数 )， 利 用 这 两 个 事实 证 明 : 给 定 任 
意 实 数 x, 可 以 通过 重 排 {a%} 中 的 各 项 , 来 得 
到 一 个 新 的 收敛 于 x 的 级 数 .“ 重 排 ” 意味 着 重 
新 排列 顺序 . 例如 , 一 种 重 排 可 能 是 以 下 级 数 : 

1 1 1 1 


31+19 10071 111 





SW 


读者 肯定 已 经 知道 了 函数 f(z) 的 导数 万 (z) 可 以 有 如 下 两 种 理解 : 第 一 , f(z) 
关于 z 的 动态 变化 率 ; 第 二 ,其 几何 定义 为 y = f(x) 在 点 (z, f(z)) 的 切线 斜率 . 

变化 率 这 个 定义 对 于 研究 函数 如 何 增长 是 极其 重要 的 . f(z) 的 二 阶 导 数 f(x) 
提供 了 更 多 精确 的 信息 ， 它 表示 导 函 数 万 (z) 的 变化 率 . 很 多 时 候 只 需 简单 分 析 
大 (z) 和 f”(z) 就 可 以 解决 比较 复杂 的 问题 . 


例 9.3.1 


在 第 32 页 例 2.2.7 中 ,我 们 考察 了 不 等 式 p(z) > p(x), 其 中 p 是 


多 项 式 函 数 ， 注意 到 我 们 将 原 问题 化 简 成 了 以 下 问题 . 
证 明 : 设 p(X) 是 首 项 系数 为 正 的 最 高 次 辕 为 偶数 的 多 项 式 ， 如 果 
p(X) 一 p(X) 之 0 对 任意 实数 2 成 立 ， 则 对 任意 实数 z 都 有 p(x) > 0. 
解答 由 假设 “p(z) 是 首 项 系数 为 正 的 最 高 次 寡 为 偶数 的 多 项 式 ” 可 得 
从 而 p(z) 的 最 小 值 一 定 是 有 限 的 数 ( 因为 p 为 多 项 式 , 它 只 会 “放大 ”7z 一 士 co )， 
现在 让 我 们 用 反 证 法 来 解答 ， 假 设 对 于 某 些 z 值 p(x) 取 负 值 , 令 p(a) 是 p(x) 的 
最 小 值 ， 则 p(a) < 0， 由 函数 取 到 最 小 值 的 二 阶 条 件 可 得 p”(a) > 0. 但 根据 题 设 


有 p(a) > p"(a)， 这 与 p(a) < 0 矛盾 . 





下 面 是 另 一 个 关于 多 项 式 的 例子 ， 在 标准 多 项 式 技 术 中 增加 了 对 导数 的 分 析 . 


例 9.3.2 


(英国 1995) 设 实数 a, b,c 满足 以 下 条 件 : a <b<c,a+t+b+c=6， 


abg 十 pc 十 cau=9. 证 明 0<a<1<b<3<c<4. 
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解答 ”由 于 题目 给 的 条 件 是 有 关 a 十 5 十 c 和 ab 十 bc 十 ca 的 信息 ， 这 提醒 我 
们 考虑 零点 为 a, b,c 的 最 高 项 次 数 为 3 的 首 一 多 项 式 P(x), 根据 多 项 式 方程 根 与 
系数 的 关系 ( 见 第 160 页 )， 我 们 有 


P(x)= 7 — 6r2+9r—k, 








我 们 之 所 以 没有 画 出 y 轴 ， 是 因为 a, b,c 的 符号 尚未 确定 ， 但 我 们 能 确定 
当 x 是 绝对 值 足 够 大 的 负数 时 P(x) 将 是 负 的 ， 因 为 当 x 是 负数 时 首 项 x3 也 是 
负数 ， 而 当 z 的 绝对 值 足够 大 时 首 项 x3 支配 P(z) 的 其 他 项 同样 ， 当 x 是 
对 值 足够 大 的 正 数 时 P(z) 将 是 正 的 . 由 于 P(x) 的 三 个 零点 满足 关系 a < b < c， 
所 以 当 a<z < 时 Plz) 取 正 值 ，P(z) 在 某 个 点 u € (a,5) 处 达到 极 大 值 ， 而 
当 b<x<c 时 P(x) 取 负 值 ，P(x) 在 某 个 点 ve (b,c) 处 达到 极 小 值 . 

对 P(z) 求 一 阶 导 数 ， 得 到 

P(r) = 32° — 12rz+9= 3(z— 1)(z— 3). 


当 一 阶 导 数 为 零 时 函数 取 极 大 值 或 极 小 值 ， 所 以 = 1,v=3, 因此 a<1<b< 
3 < c， 此外， 我 们 顺便 得 出 P(1) > 0, P(3) < 0. 

下 面 只 需 证 明 另 外 两 个 不 等 式 a > 0 和 ec < 4. 为 此 只 要 证 明 P(0) < 0 且 
P(4) > 0. 为 了 得 到 这 两 个 不 等 式 ， 我 们 只 需 进 一 步 考 察 未 知 参数 的 特性 .这 
很 容易 : 因为 P(1) = 4 一 及 > 0 且 P(3) = 一 k <0， 所 以 0 <k<4， 因此 得 到 
P(0)=-k<0 且 P(4) = 4 一 kk > 0， 正 如 所 需 . 图 

切线 斜率 这 个 概念 源 于 导数 的 极限 形式 的 定义 ， 下 面 的 这 个 定义 是 你 在 微 积 
分 课程 里 所 学 的 基础 知识 之 一 : 

f(z)— fo) 1 ft) Fo) 


f'(a) := lim 
ra 一 QQ h=0 h 
其 中 分 式 计算 的 是 曲线 割 线 的 斜率 ， 割 线 取 极 限 就 是 切线 .这 个 定义 得 到 了 导数 
的 一 个 很 有 用 但 不 是 很 出 名 的 应 用 : 函数 的 切线 近似 .例如 ,假设 f(3) = 2 且 
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f'(3) =4， 则 
jm GT+ 站 一 73) 
h—>0 h 


因此 当 hh 的 绝对 值 足够 小 时 (f(3 十 及 一 了 (3))/h 将 会 接近 4， 所 以 我 们 有 
f(3+h) of(3)+4h=2+4h. 
也 就 是 说 , 函数 [(h) := 2 十 4h 在 如 下 意义 下 是 f(3+h) 的 最 佳 线 性 估计 : 它 是 满足 
ee f(3+h)— (nh) 
h—=0 h 
的 唯一 线性 函数 {(h)， 换 言 之，L(h) 是 在 h=0 处 与 f(3 十 h) 和 了 (3 十 hh) 一 臻 
的 唯一 线性 函数 . 
在 一 般 情况 下 ,尤其 是 与 其 他 几何 信息 (例如 凸 性 ) 结合 时 ,用 切线 近似 f (a) 十 
hf'(a) 来 分 析 f(a 十 h) 这 种 方法 非常 有 效 . 
例 9.3.3 证 明 伯 努 利 不 等 式 : 如 果 xz > 一 1 有 旦 a>1， 则 


= 4. 


三 0 





(十 Z) >1+az, 


当 z=0 或 a=1 时 取 等 号 . 

解答 对 于 整数 a, 这 能 利用 数学 归纳 法 证 明 , 事实 上 这 就 是 第 49 页 题 2.3.29. 
但 数学 归纳 法 并 不 适用 于 任意 实数 a. 取而代之 , 定义 f(w) := 妈 . 注意 到 户 (w) = 
aus 开 且 jw) = a(a--1)u* 习 .于 是 只 要 w>0 就 有 f(1)==1,f'(1)=a,f"(u)>0 
(当然 假设 a > 1 ). 因此 对 于 所 有 w > 0, 函数 y = f(w) 的 图 像 上 四 ,如 下 图 所 示 . 














0.5 1 1.5 2 


因此 ， 对 于 所 有 wu > 0, y = jw) 的 图 像 都 在 它 的 切线 上 方 . 另 一 种 叙述 方 
法 (进行 x = 一 1 的 替换 ) 是 : 除了 在 x = 0 时 取 等 号 [对 应 图 中 点 (1, 1) ]， 
jF(1L+Zz) 总 是 严格 大 于 它 的 线性 估计 1 + az 我们 已 经 建立 了 伯 努 利 不 等 式 .” 国 


@ 有 经 验 的 读者 可 能 会 提出 反对 意见 : 当 a 为 无 理 数 时 ， 我 们 首先 需要 伯 努 利 不 等 式 (或 类 似 的 公式 ) 来 计算 
f(w) = au”-!， 这 不 正确 . 例如 ， 见 文献 [21] 第 229-231 页 的 灵巧 处 理 , 它 出 人 意料 地 使 用 复数 几何 的 方式 . 
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中 值 定 理 


微 积分 初学 者 通常 会 遇 到 的 一 个 困难 是 : 什么 时 候 该 严格 证 明 , 什么 时 候 能 用 
“直觉 上 显然 ”来 假设 .这 不 是 容易 的 问题 ， 因 为 很 多 最 简单 、 最 “显然 ”的 命题 
都 要 用 到 关于 实数 与 可 微 函数 的 性 质 ， 这 些 性 质 很 深刻 且 很 难 证 明 .” 这 本 书 并 不 
是 实 分 析 教 材 ， 也 不 会 尝试 证 明 所 有 这 些 命题 . 然而 ,下 面 将 陈述 一 个 重要 的 理论 
工具 〈 仅 给 出 不 严格 的 “ 作 图 ”证 明 )， 它 允许 我 们 更 严格 地 思考 许多 与 微分 有 关 
的 问题 . 

首先 叙述 罗 尔 定理 . 它 当 然 应 该 属于 “直觉 上 显然 ”的 范畴 . 





如 果 f(z) 在 [a 外 上 连续 ,在 (a,) 内 可 微 ， 且 f(a) = f(b)， 则 

存在 一 点 WE (a,b) 使 得 (wu) = 0. 
通过 作 图 ， 便 能 得 到 它 的 “证 明 ”. 从 图 中 可 知 : 
在 a 和 " 间 将 会 存在 局 部 最 大 值 或 最 小 值 , 而 本 | FW =0 






数 在 这 些 点 处 的 导数 等 于 0. | 
罗 尔 定理 有 一 个 重要 推广 一 一 中 值 定理 : > 
如 果 f(z) 在 [ww 中 上 连续 ， 在 (a,0) 
内 可 微 ， 则 存在 一 点 we (a,b) 使 得 
1 f0) — fa) 
f (vu) 了 Da 





用 几何 术语 来 说 , 中 值 定理 断言 : 存在 ve (a,5)， 

使 得 f 在 (wu, 了 (w)) 处 切线 平行 于 连结 (a, f(a)) 
和 (5, f(b)) 的 割 线 ， 证 明 归 结 为 一 句 话 : 
将 罗 尔 定理 的 图 倾斜 ! 2 u b 

中 值 定理 将 函数 的 “全 局 ”性 质 (在 区 间 [a,9] 上 的 平均 变化 率 ) 和 “局 部 ”性 质 (在 

特定 点 处 的 导数 值 ) 结合 ， 因 此 它 比 初 看 上 去 更 深入 、 更 有 用 . 下 面 是 一 个 例子 . 

例 9.3.4 假设 f 在 (-o,o%) 可 微 ， 且 存在 常数 有 < 1， 对 于 所 有 实数 z 使 


解答 由 第 297 页 例 9.2.4 可 知 ， 不 动 点 z 是 满足 f(x) = z 的 点 .因此 必须 
证 明 y = f(x) 和 w =z 的 图 像 有 交点 .不 失 一 般 性 ， 假 设 f(0) =v > 0， 如 下 图 
所 示 . 





@ 如 果 万 (z) 对 于 所 有 x E (a,5) 存在 ， 则 称 函 数 了 在 开 区 间 (a, b) 内 可 微 ， 我 们 不 担心 在 端点 a 和 5 处 的 可 
微 性 ， 极 限 在 这 些 地 方 应 该 如 何 定义 ， 这 是 个 技术 性 问题 . 
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y= 了 (xX) 想象 的 ) 


= f(x) (实际 的 ) 


该 图 给 了 我 们 一 个 大 致 思路 .因为 导数 绝对 值 的 最 大 值 为 k， 并 且 <1， 故 
= f(z) 在 y 轴 右 边 部 分 的 图 像 会 被 虚线 “ 锥 形 ” 所 限制 , 并 最 终 与 y = z 的 图 像 
相交 . 中 值 定理 给 出 了 令 人 满意 的 证 明 . 假设 对 于 所 有 z > 0 有 f(x) 闫 x. 则 根据 
介 值 定理 ， 必 有 f(z) > zx. 取 (足够 大 的 )5> 0. 根据 中 值 定理 ,存在 ve (0, 中 
使 得 


1 








了 

b 六 
又 由 于 可 以 取得 任意 大 ，fr(w) 的 最 小 值 可 以 任意 地 接近 于 1.， 但 这 与 | 户 (wj| < 
k < 1 了 矛盾 . 因此 得 到 : 对 于 某 个 x > 0 必定 有 f(x) 等 于 7. 

如 果 f(0) < 0, 论证 方法 与 上 面 类 似 (在 y 轴 左 边 画 “ 锥 形 ”， 以 此 类 推 ). 国 

在 上 述 证 明 中 ,由 于 中 值 定理 限 制 了 导数 取 值 ， 我 们 最 终 如 愿 得 到 了 矛盾 中 
值 定理 起 到 了 令 人 满意 的 作用 . 

下 面 是 一 个 环 手 的 问题 ， 它 需要 无 穷 多 次 地 应 用 罗 尔 定理 . 

例 9.3.5 ”( 普 特 南 1992) 令 f 为 定义 在 实数 上 的 无 穷 阶 可 微 实 值 函数 .， 若 


n2 


1 (二 = 二 n= 1,2,3,.…, 

Nn n* 二 1 

对 于 二 1,2,3,… 计算 导数 (中 (0) 的 值 (记号 1 表示 f 的 上 阶 导 函数 ) . 
部 分 解答 刚 接触 这 个 问题 时 你 可 能 会 猜测 : 若 令 ”= 1/z， 便 能 得 到 

1 


__ x __1 
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对 于 所 有 x 成 立 ， 但 问题 在 于 : 它 只 对 使 1/z 成 为 整数 的 那些 x 成 立 ! 我 们 根本 
不 知道 f(z) 在 除 xz = 1,1/2,1/3,… 以 外 的 那些 点 处 的 表现 . 

然而 , 序列 1, 1/2, 1/3,… 的 极限 是 0, 并 且 我 们 也 只 需要 考察 f(x) 在 z=0 
处 的 表现 .因此 解 题 策略 很 清楚 : 通过 “异想天开 ”方法 我 们 得 知 ， 在 x = 0 处 ， 
f(x) 及 其 导数 与 函数 w(x) := 1/(z2 + 1) 有 着 相同 的 表现 . 

换 句 话说 我 们 只 需 证 明 函 数 


满足 
uto(0) =0, k=1,2,3,.... 
这 并 不 难 完成 . 因为 v(x)“ 几 乎 ”等 于 0, 在 zx 从 右 侧 接近 0 时 , 它 比 x 更 靠近 0. 
更 精确 地 ， 有 
1 
0=0) =0 (3) = (3) = (9.3.1) 
因为 v(x) 连续 ， 所 以 v(0) = 0. 这 是 因为 : 令 








V1 1, TX2 ,3 ee 
则 lim zn 二 0 且 
lim v(xn) = lim 0=0, 
利用 连续 性 的 定义 便 可 得 v(x) = 0( 见 第 296 页 ). 
现在 我 们 已 经 完成 了 证 明 ! 请 注意 : 利用 罗 尔 定理 可 以 得 到 一 些 信息 , 例如 导 
数 在 x 一 0 时 的 表现 等 .9 
一 个 有 用 的 工具 
我 们 将 用 下 面 这 两 个 例子 来 结束 本 节 关 于 微分 的 讨论 ， 例 中 阅 明 的 有 用 的 观 
点 受到 了 对 数 求 导 的 启发 . 
例 9.3.6 ”对 数 求 导 . 令 f(z) = 了 Tx_o(z 十 k). 求 f7(1). 
解答 ”对 一 个 乘积 求 导 并 不 难 ， 但 下 面 这 种 方法 通过 取 对 数 将 乘积 化 为 和 式 ， 
使 得 求解 过 程 更 为 简洁 ， 我们 有 








两 边 求 导 ， 得 到 








2) 1， 1 
fz) x 7z+l r+tn. 
于 是 有 
PO= mt (tt 国 

















@ 第 316 页 例 9.4.3 提供 了 计算 1/(z2 十 1) 在 0 点 导数 的 一 种 简便 方法 . 
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对 数 求 导 不 仅 可 以 用 来 计算 导数 ， 它 也 是 一 个 更 宽广 的 解 题 思 路 中 的 一 部 分 : 
记 住 一 些 常用 复合 函数 的 导数 ， 并 确保 在 遇 到 时 便 能 想起 它们 的 原 函 数 . 例如 ， 如 
果 某 问题 直接 或 间接 地 包含 (x)/f(x)， 则 利用 反 求 导 就 能 得 到 f(z) 的 对 数 ， 进 
而 得 到 有 关 f(x) 性 质 的 刻画 .下面 的 例子 便 运 用 了 这 种 思路 . 
例 9.3.7 ( 普 特 南 1997) 令 f 为 二 阶 可 导 的 实 值 函数 ， 满 足 
f(z)+ f(x) = -zg(7)f (7), (9.3.2) 
其 中 对 于 所 有 实数 > 有 g(x) > 0. 证 明 |f(x)| 有 界 . 换言之 , 证 明 存在 常数 C 使 
得 |f(z)| < C 对 于 所 有 zz 成 立 . 
部 分 解答 ” 想 要 从 此 微分 方程 中 直接 解 出 f(x) 并 不 容易 ， 积 分 看 起 来 也 没 什 
么 帮助 . 然而 ， 式 (9.3.2) 左边 恰好 是 我 们 熟悉 的 某 个 函数 的 导数 . 注意 到 
d 


去 (fo ) = 2f(2) F(z). 


这 提示 我 们 在 式 (9.3.2) 两 边 同时 乘 以 户 (z)， 得 到 
f(z)f (x) + f(x)f"(z) = -rg(r) (f(z). 








从 而 得 到 
3(f (2) +f (2)) = -zg(7)(F (2)). (9.3.3) 
现在 令 z > 0. 式 (9.3.3) 的 右边 是 非 正 的 ， 这 意味 着 对 于 所 有 x > 0 来 说 ， 
f(z)? 十 了 (xz)? 是 非 增 的 .因此 对 于 所 有 xz > 0 有 
f(z) + f(z) < fF(0) + fF (0). 
这 当然 缠 含 着 f(x)? < 了 (0)? 二 + 了 (0)?， 因 此 存在 常数 
C := Vf(0 十 万 (0)? 
使 得 对 于 所 有 x > 0 有 |f(zx)| < C， 因此， 只 需 给 出 x < 0 情形 的 证 明 就 能 完成 
命题 证 明 . 我 们 将 它 留 作 练 习 . 


积分 


微 积分 基本 定理 给 出 了 一 种 计算 定 积分 的 方法 . 在 下 文中 , 我 们 并 不 强调 反 求 
导 的 过 程 一 一 假设 你 掌握 了 很 多 计算 技巧 一 一 而 是 要 强调 理解 定 积分 的 不 同 定义 
方式 ， 很 多 问题 都 表明 : 求 和 、 积 分 和 不 等 式 之 间 存在 很 多 联系 . 

例 9.3.8 计算 lim yo yi(z/(E2 十 m2)). 

解答 这 道 题 很 难 求解 , 除非 我 们 意识 到 题目 要 求 的 并 不 是 和 , 而 是 和 的 极限 . 
而 计算 和 式 的 极限 恰好 就 是 定 积分 的 用 途 . 所 以 我 们 试 着 反 向 推导 , 构造 一 个 定 积 
分 ， 它 的 值 是 给 定 的 极限 ， 回 想 一 下 ， 定 积分 户 f(z)dz 可 以 用 和 式 


sn 一 二 (al)+Jao+A)+ao+2A)+ 十 一 人 )) 
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来 逼近 ， 其 中 人 = (5 一 a)/n. 事实 上 ， 如 果 f 可 积 ， 则 


b 
lim sn | f(x)dz. 
no00 a 





现在 只 需要 选择 适当 的 f(x),a,5b， 从 而 让 wi (nn/( 如 十 0)) 变 为 ss 所 具有 
的 形式 ， 提 取出 类 似 A = (5 一 a)/n 的 部 分 是 关键 的 一 步 ， 注 意 到 


n 1 n2 _1 1 
Bin nn\R+rm) nn\R/n2+1/ 


如 果 玉 从 1 变 为 n, 则 忆 /n2 从 1/n? 变 为 1, 这 暗示 应 该 考虑 a=0,b= 1,f(z) = 
1/(z2 十 1)， 容 易 证 明 这 确实 有 效 ， 即 : 


Nn 


(en) 


k=1 


因此 上 式 取 极 限 ”一 co 等 价 于 








1 1 于 1 ee 
f roe= | ri 图 


积分 也 可 以 用 来 分 析 有 限 和 . 如 果 其 中 的 函数 单调 , 也 可 以 利用 不 等 式 把 积 
与 求 和 进行 关联 ， 正 如 下 面 的 例子 . 
例 9.3.9 ”( 普 特 南 1996) 证 明 : 对 于 每 个 正 整 数 n 有 


2n—1 2n+1 


2n—1\? 2 ly ? 
(> ) <1x3x5x.x (nm-D)< (et) 
e e 


解答 分 母 中 的 e 与 复杂 的 指数 暗示 : 应 该 采取 求 对 数 的 策略 ! 于 是 上 面 的 不 























等 式 可 转化 为 
了 nn 1) D <§ < TH n(n +1) 1), 
其 中 





93=Inl+mn3+in5 二 … 十 In(2n 一 1). 
让 我 们 更 仔细 地 考察 S$， 因 为 nz 单调 递增 ， 从 图 中 (A = 2 ) 易 得 


2n—1 2n++l1 
/ mzdz<25< 上 lnz dz. 
1 1 
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1 3 5 7 27-1 2n+1 
利用 分 部 积分 不 难得 出 /azdz = zz 一 z+C， 所 以 原 不 等 式 成 立 . 国 


对 称 性 和 变换 
第 68 页 题 3.1.25 要 求 计算 如 下 相当 复杂 的 积分 : 


/2 ] 
/ 1 + (tan zx)v? 
假设 你 已 经 (或 者 在 自己 学 过 类 似 但 更 简单 的 例 3.1.7 之 后 ,或 者 在 网 上 提示 的 帮 
助 下 ) 解 出 了 这 个 积分 .如 果 没有 ， 那 么 下 面 提供 了 一 种 简单 的 求解 思路 . 
显然 ， 指 数 无 关 紧 要 ， 因 此 将 其 变 为 任意 值 a 并 考虑 
1 
f(z) := 1+4 (tan zy)e. 
当 x 从 0 变 为 7/2 时 ，f(z) 的 值 从 1 变 为 0, 且 f(m/4)=1/2 位 于 1 和 0 的 正 
中 间 . 这 提示 y = f(x) 的 图 像 关 于 中 心 点 (zt/4,1/2)“ 对 称 ”， 继 而 提示 我 们 考察 
f(z) 经 过 变换 后 的 像 
g(7) := f (1/2 — 7). 
利用 三 角 学 知识 [例如 tan(7/2 一 x) = cotx = 1/tanz |] 问题 很 快 就 能 得 到 解决 ， 
因为 容易 证 明 : 对 于 所 有 x 有 f(x) 十 g(x) = 1， 由 于 


三 jd [WE 本 


我 们 完成 了 计算 : 积分 等 于 rr/4. 
为 什么 要 详 述 这 个 例子 的 求解 过 程 ? 这 由 在 提醒 你 :对称 性 会 以 很 多 形式 出 
现 . 例如 ， 两 个 点 关于 圆 的 反 演 对 称 ( 见 第 282 页 )， 与 单纯 的 反射 和 旋转 一 样 ， 
反 演 也 是 一 种 有 用 的 对 称 性 . 进一步 考察 题 3.1.25 的 解 题 过 程 可 以 看 出 : 之 所 以 能 
这 样 求解 , 是 因为 存在 关于 积分 不 变 的 变换 z zt/2 一 z, 同时 也 可 以 简化 积分 项 . 
上 面 的 例子 告诉 我 们 : 要 注重 通过 寻找 “自然 ”的 变换 和 不 变性 来 寻找 问题 中 
的 “对 称 性 ”， 下 面 便 是 一 个 富有 挑战 性 的 问题 . 
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例 9.3.10 “( 普 特 南 1993) 证 明 


02 一代 











EE . 立 zx 站 了 zr NA 
dz + dz + 一 一 一 一 一 一 d 
a 人 A (a) 1 (5 


101 


是 有 理 数 . 


部 分 解答 我 们 只 阔 述 大 体 思 想 ， 具体 细节 留 给 你 来 完成 ， 这 个 问题 颇 有 和 丛 溺 
之 嫌 ， 因 为 积分 的 上 下 限 非 常 特 殊 . 将 积分 项 (所 有 三 项 都 相同 ) 的 平方 根 记 为 
f(z) = (2 一 2)/(z? 一 3x 十 1). 能 否 找到 一 个 有 助 于 求解 此 积分 的 变换 ， 它 或 者 保 


持 f(z)? 不 变 ,或 者 能 将 其 简化 ? 


注意 zm 1/(1 一 Zz) 分 别 将 1/11 和 1/101 映 为 11/10 和 101/100. 将 这 个 映 
射 记 为 7. 奇迹 般 地 , 我 们 有 Fr(z)) = f(x).( 请 验证 ! ) 因此 积分 变换 z Fr> T(x) 


能 将 第 二 个 积分 转化 为 第 三 个 积 


这 个 成 功 让 我 们 信心 大 增 . 继续 利用 进行 r 研究 ， 不 难 发 现 . 它 能 将 第 一 个 
积分 转化 为 第 二 个 积分 ， 将 第 三 个 积分 转化 为 第 一 个 积分 ! 
此 不 难 通 过 代数 运算 将 题 中 三 个 积分 之 和 简化 为 如 下 积分 : 
一 10 
/ OL + + qn) dz, 


其 中 r(x), q(x) 是 有 理 函 数 Cr, 7o7,… 的 导数 ). 
在 上 面 这 个 极为 复杂 的 问题 中 ,我 们 找到 了 一 种 巧妙 的 解法 .自然而然 地 ,我 





们 期 待 它 有 另 一 种 巧妙 解法 : 假如 1 + 


q 是 的 导数 ， 那 么 积分 项 将 会 变 为 


df， 而 积分 值 变 为 让 /3， 如 果 该 结论 并 不 成 立 ， 请 不 要 放弃 ， 而 继续 尝试 寻找 





类 似 的 方法 .这 个 问题 很 棘手 ， 但 富有 指导 意义 ， 你 或 许 想 问 : 这 里 的 “对 称 性 ” 


有 任何 “几何 ”理解 吗 ? 


问题 与 练习 


题 9.3.11 证 明 : 如 果 多 项 式 P(z) 和 它 的 导 
函数 已 (z) 有 公共 零点 zZ = 二 r+,， 则 xz = 是 重 
数 大 于 1 的 零点 . [如 果 (zx 一 7) 在 P(z) 的 因 
式 分 解 中 出 现 m 次 , 则 称 P(x) 的 零点 z=7 
有 重 数 m. 例如 , x = 1 是 多 项 式 x2? 一 2z 十 1 
的 2 重 零点 . ] 
题 9.3.12 令 a,b5,c,d,e € 民 使 得 

b d 


a+2+ 人 S++E=0 
2 


证 明 : 多 项 式 a 十 bx 十 cx? 十 dz? 十 ex 至 少 
有 一 个 实 零点 . 





题 9.3.13 讨论 例 9.3.7 中 x < 0 的 情形 ， 从 
而 完成 证 明 . 

题 9.3.14 ( 普 特 南 1994) 计算 所 有 的 这 样 c: 
它 使 得 函数 2 十 9z3 十 cx? 十 az 十 b 的 图 像 与 
某 条 直线 交 于 4 个 不 同 的 点 . 

题 9.3.15 利用 小 o 记号 ( 见 第 292 页 ) 将 
命题 “切线 是 函数 的 最 佳 线 性 估计 ”表述 为 严 
格 的 命题 . 

题 9.3.16 假设 f(z) 为 可 微 函数 且 


f(z +y)= f(z)f(Y) 


对 所 有 zx,y € 恨 成 立 . 若 (0) = 3, 求 f(x). 


题 9.3.17 假设 f(x) 为 可 微 函 数 ， 对 于 所 有 
zx,y>>0 有 
f(xy) = f(z) + f(Y). 

铬 (1) ==3, 求 f(z). 
题 9.3.18 ( 普 特 南 1946) 令 f(x) := ax? 十 
bz 十 c, 其 中 a,b,c & 民 . 如 果 对 所 有 |z| 入 1 有 
|f(z)| 1, 证明: 对 于 |z|<1 有 |f(z)| < 和 4 
题 9.3.19 关于 中 值 定理 的 更 多 内 容 

(a) 第 304 页 所 给 出 的 中 值 定理 的 “证 明 ” 
只 是 “倾斜 ” 罗 尔 定理 的 图 .现在 请 采用 如 下 
方法 更 严格 地 证 明 中 值 定理 : 假定 罗 尔 定理 成 
立 ， 定 义 一 个 新 的 函数 ,使 得 将 罗 尔 定理 应 用 
于 这 个 新 函数 后 便 得 到 中 值 定理 .你 应 该 能 从 
倾斜 图 像 的 思路 中 得 到 一 些 启 发 

(b) 如 果 完 成 了 (a), 你 可 能 会 抱怨 : 它 仅 
仅 是 一 个 本 质 上 没有 什么 创新 的 代数 练习 ,也 
没有 提供 比 倾斜 图 像 更 深刻 的 理解 .这 诚然 是 
事实 ， 但 代数 方法 更 容易 推广 ， 请 利用 这 种 方 
法 来 证 明 推 广 的 中 值 定理 ， 它 涉及 两 个 函数 : 

令 f(z) 和 g(x) 为 [ww 中 上 的 
二 ,它们 在 (a,b) 内 可 微 . 则 
存在 一 点 we (a,b) 使 得 
f' (uw)(g(b) -g(a))=9 (WW (Fb) -fo)). 


(c) 常规 的 中 值 定理 只 是 推广 的 中 值 定理 
的 一 种 特殊 情形 .请 解释 其 原因 . 

(d) 推广 的 中 值 定理 仍然 存在 图 形 方式 的 
理解 ， 请 作 图 说 明 . 能 开发 一 个 与 中 值 定理 证 
明 相 似 的 图 形 论证 吗 ? 

题 9.3.20 例 9.2.3 要 求证 明 Vn 十 1 n= 
O(n-25). 很 可 能 你 已 经 用 代数 方法 完成 了 此 
证 明 . 现在 请 利用 中 值 定 理 给 出 另 一 种 证 明 . 
题 9.3.21 利用 推广 的 中 值 定 理 (9.3.19) 证 
明 如 下 的 洛 毕 达 法 则 : 

假设 f(z) 和 g(x) 在 某 个 包含 

Zz 二 a 的 开 区 间 内 可 微 . 如 果 
lim f(2) = lim g(x) = 0. 
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则 
, f(z) _,. f(x) 
2 go) on go) 
和 g(x) 在 x 闫 a 处 都 





假设 g(x) 
不 为 零 . 
题 9.3.22 积分 中 值 定理 . 这 个 定理 陈述 如 下 : 
0 0) 内 连续 , 则 
存在 一 点 VE (a,b) 使 得 
Bey sy f(g 
(a) 这 个 定理 看 起 来 是 “显然 ”的 ， 请 作 
图 说 明 . 
(b) 利用 常规 的 中 值 定理 给 出 证 明 (巧妙 
地 定义 一 个 函数 ， 等 等 ) . 
ey 
VIin(9 — 7) 

2 Vin(9— 2) 人 (z+ 3) 
DA 
续 导 数 ，f(0) = 0, 且 | 了 (x)| < |f(z)| 对 于 所 
有 z 成 立 . 证 明 了 是 常 函 数 . 

题 9.3.25 找 出 计算 乘积 f(x)g(x) 的 n 阶 导 
数 的 表达 式 并 加 以 证 明 ( 利用 数学 归纳 法 ) . 











题 9.3.26 ( 普 特 南 1993) 如 下 图 ,水平线 y = 
c 与 曲线 y = 2z 一 3x? 在 第 一 象限 中 相交 . 求 
使 得 两 块 阴影 部 分 面积 相等 的 c. 


题 9.3.27 ( 普 特 南 2002) 令 大 为 一 个 固定 的 

正 整数 . 设 1/(x* 一 1) 的 n 阶 导数 具有 的 形 

式 P(7z)/(x* 一 1)"1!, 其 中 P(x) 是 多 项 式 

求 P,(1). 

题 9.3.28 ( 普 特 南 1998) 令 f 为 实 轴 上 具有 

连续 3 阶 导数 的 实 函 数 . 证 明 存 在 点 a 使 得 
fo): F(a):f (a):f" (a)>0. 
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题 9.3.29 ( 普 特 南 1964) 求 所 有 的 连续 函数 
f(z) : [0,1] 一 (0,co)， 使 得 : 
1 


其 中 a 是 给 定 的 实数 . 
题 9.3.30 ( 布 拉 迪 斯 拉 发 1994) 首先 ， 定义 
j : [0,1H 一 [0 为 

0-{ 0<z<1/2, 


—27+2, 1/2<z<1. 


接着 ， 如 下 定义 从 [0,1 到 [0,1| 的 函数 序 
列 广 : 令 户 (z) = f(x), 对 于 n> 1 定义 
fn(x) = 了 (fn_1(7x))， 证 明 对 于 每 个 nn 有 
8 1 
/ 记 (z)dz 一 也， 
题 9.3.31 计算 极限 





er rr 
题 9.3.32 ( 普 特 南 1995) 对 于 哪些 正 实数 对 
(a,5b)， 下 述 反 常 积分 收敛 ? 











[ (vare VT VV V6) ds 


题 9.3.33 在 例 9.3.4 中 ,存在 严格 小 于 1 的 
常数 天 使 得 |f'(z)| < k. 注意 : 这 与 |f/(x)| < 
1 并 不 相同 . 在 |f'(z)| < 1 的 情形 有 何 结论 ? 
题 9.3.34 ( 普 特 南 1994) 令 f(x) 为 实数 集 上 
的 正 值 函数 ,使 得 对 于 所 有 x 有 f(x) > f(x). 
问 : 对 于 哪些 k， 一 定 存在 NN 使 得 对 于 所 有 
zT>N 有 f(z) >e*”*? 

题 9.3.35 设 了 在 (00,o0o) 上 可 微 , 对 于 所 
有 实数 x 有 f(x) 1. 证 明 f 或 者 有 一 个 零 
点 或 者 有 一 个 不 动 点 (但 不 多 于 一 个 ). 

题 9.3.36 计算 极限 


题 9.3.37 ( 普 特 南 1991) 假设 f 和 9 为 定义 
在 (一 00,o00o) 上 的 可 微 实 值 函 数 ， 并 且 不 是 常 
函数 . 进一步， 假设 对 于 每 对 实数 zx 和 w 有 
f(z+y)= f(x)f(y) — g(x)g(y), 
g(r +Y) = f(2)9(y) + 9(7)f(Y): 
如 果 (0) = 0, 证 明 对 于 所 有 z 有 (f(z))? 十 
(9g(z))2 =1. 
题 9.3.38 令 f:[0,1] 一 及, 对 于 所 有 x,y € 
[0,1] 有 |f(z) - jg < (z 一 细 此 外 假设 
F0) = 0. 求 方程 f(x) = 0 所 有 的 解 ， 提示: 
如 果 需 要 ， 可 以 补充 假设 f(x) 可 微 ， 但 本 题 
事实 上 不 涉及 微分 . 
题 9.3.39 完成 在 第 305 页 例 9.3.5 中 开始 的 
证 明 . 
题 9.3.40 ( 普 特 南 1976) 计算 








用 Ina 一 b 的 形式 表示 解 , 其 中 a,b 是 正 整数 . 
题 9.3.41 ( 普 特 南 1970) 计算 


2n 
a 去 [+ 
j=1 
题 9.3.42 ( 普 特 南 1939) 证 明 
/ [zj f(s) ds 
ue 
其 中 a > 1. 
题 9.3.43 施 瓦 茨 不 等 式 . 柯 西 - 施 瓦 菊 不 等 
式 有 很 多 推广 . 下 面 是 一 个 关于 积分 的 不 等 式 ， 
称 为 施 瓦 茨 不 等 式 . 
令 f(z),g(z) 为 非 抽 连续 函 
数 ， 定 义 在 区 间 [a, 加 上， 则 


(/ Wee ao) 


</ wajaz/ re 


a 


+ f(Lal)), 
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(a) 首先 ， 考 察 第 173 页 的 柯 西 - 施 瓦 区 (fu f(z pales) 
不 等 式 , 从 而 验证 上 面 的 积分 不 等 式 的 正确 性 ， 
因为 毕竟 积分 从 “本 质 上 ”说 是 求 和 . 人 (Fo dz a 

(b) 然而 , 证 明 施 瓦 效 不 等 式 是 另 一 回 事 . 加 a 
因为 其 中 包含 极限 ,“ 积 分 作为 求 和 ”这 种 思想 (d) 施 瓦 茨 不 等 式 在 什么 条 件 下 变 为 等 式 ? 


显得 有 问题 . 然而 , 我 们 在 题 5.5.35-5.5.36 中 ” 题 9.3.44 (土耳其 1996) 给 定 实数 

冰 述 了 柯 西 - 施 瓦 欧 不 等 式 的 另 两 种 证 明 . 请 

利用 其 一 (或 两 者 ) 给 出 施 拟 次 不 等 式 的 一 个 

漂亮 的 证 明 . 其 中 对 于 1 < i< 2n 有 ziti 一 zi < h. 证 明 
(c) 将 不 等 式 稍 作 推 广 : 移 除 f 和 g 非 负 dl 一 

的 假设 ， 并 将 结论 改 为 





0= Zz1 < x2 < < ron < Tont1=1, 





1+h 


< Dl T2it+l 一 WT2i— 1) < To 


9.4 “震级 数 和 欧 拉 数 学 
不 要 担心 ! 
在 本 书 的 最 后 一 节 , 我 们 将 简要 考察 通 项 为 函数 而 非常 数 的 无 穷 级 数 . 这 立即 
引出 了 关于 收敛 性 的 技术 问题 . 
例 9.4.1 理解 无 穷 级 数 
2 22 2 
1+2z2 (1+z2)2 (1+z2)3 
的 意义 ， 其 中 x 可 以 是 任意 实数 . 
解答 类 比 常数 项 守 级 数 的 定义 ， 可 以 得 到 此 级 数 唯一 合理 的 理解 . 因此 记 


zx? 
an(Z) := a n= 1,2,3,...,， 


并 且 定 义 函 数 S(z) 为 部 分 和 函数 的 极限 . 换言之， 如 果 


= >》 ak(z) 





则 对 于 每 个 ze 及， 定义 
9(Zz) := lim Sn (2), 
假设 此 极限 存在 . 全 
请 注意 : 对 于 所 有 实数 z，a,(z) 有 定义 ， 因 此 5,,(z) 也 有 定义 . 事实 上 , 利 


用 第 151 页 的 几何 级 数 公式 能 计算 出 5,(zx) 的 具体 表达 式 : 








zx? 22 2 
和 = | a 
多 1+z2 (1+z2)2 (+x2)" 
12 a 
(+Z2) (1 上 +2zZ2)n+1 
三 





开工 十 22 
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将 分 子 分 母 同 乘 以 1 + z2? ， 得 到 











二 
二 
n 2 
这 个 式 子 在 z = 0 处 没有 定义 .而 只 要 xz 承 0， 能 将 它 进 一 步 简化 为 
1 
9n(Z) 一 工 一 [TF 2) 


固定 实数 x 入 0. 无 论 x 取 何 值 ， 当 n 一 ce 时 ， 上 式 中 第 二 项 都 将 消失 . 
此 对 于 所 有 非 零 x 有 5S(z) = 1. 但 如 果 x = 0， 则 对 于 每 个 n 有 an(0) = 0， 这 使 
得 5,,(0) = 0， 因 此 5(0) = 0. 国 

这 个 并 不 出 人 意料 的 结论 引出 了 一 个 环 手 的 问题 : 每 个 on(z) 都 连续 (事实 
上 是 可 微 的 )， 然 而 这 些 函 数 的 无 穷 和 并 不 连续 .这 个 例子 警告 我 们 : 函数 的 无 穷 
级 数 不 能 像 有 限 级 数 那 样 处 理 . 还 有 很 多 需要 注意 的 类 似 问题 ， 例 如 ， 函 数 f(zx) 
被 定义 为 f(x) 的 无 穷 和 ， 而 了 r(x) 并 不 等 于 f(x) 的 无 穷 和 . ”造成 这 些 问 题 的 
基本 原因 是 连续 性 或 可 微 性 这 样 的 性 质 都 包含 了 极限 过 程 . 正如 级 数 求 和 : 当 改 变 
极限 顺序 时 , “极限 的 极限 ”并 不 总 是 保持 不 变 . 

但 幸好 , 存在 一 个 能 避免 这 些 问 题 的 关键 性 质 : 一 致 收敛 . 一 致 收敛 的 含义 与 
一 致 连续 〈 见 第 297 页 ) 类 似 . 称 函数 序列 f(x) 一 致 收敛 到 f(x)， 如 果 收 敛 定 
义 中 的 N 只 随 着 e 变化 ， 而 与 x 无关， 我 们 不 会 讨论 细节 问题 ( [27] 中 有 一 种 清 
晰 而 严格 的 处 理 ，[21] 中 有 一 段 新 奇 而 富有 启发 性 的 讨论 )， 因 为 我 们 通常 不 必 考 
虑 它们 ， 原 因 如 下 . 

。 如 果 (zx) 一 致 收敛 到 f(z)， 并 且 fi 连续 ， 则 f(x) 也 连续 . 

。 如果 户 (z) 一 致 收 仇 到 f(z), 则 所 (z) dz 地] 了 (2) dz 

。 一 致 收敛 的 宕 级 数 能 逐 项 微分 和 积分 . 
最 后 一 项 很 重要 .， 畦 级 数 是 函数 项 级 数 的 一 个 特殊 例子 ， 它 的 每 项 具有 的 形式 
an(z 一 co" 在 初等 微 积分 课程 中 ， 你 曾 学 过 关于 收敛 半径 的 内 容 . ”例如 ， 如 
果 |z| < 1， 则 级 数 








收敛 到 全 换言之 ， 如 果 z 的 值 与 0 的 距离 小 于 1 个 单位 ， 则 级 数 收敛 ; 收 
敛 中 心 为 0 且 收 敛 半径 为 1， 需 级 数 非常 有 用 ， 因 为 只 要 稍稍 收缩 收敛 半径 ， 它 便 
是 一 致 收敛 的 ， 更 正式 地 说 : 


设 


ao 十 az 十 aa22 十 … 一 jz) 








Q@ 关于 这 些 内 容 的 精彩 讨论 请 参见 文献 [27] 第 7 章 .〈 例 9.4.1 就 是 引 自 彼 处 . ) 
@ 为 了 真正 理解 收敛 半径 ， 你 需要 考虑 复 平 面 ， 文献 [21] 中 有 一 段 富有 启发 性 的 讨论 . 
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对 于 所 有 满足 lz 一 cl| < 民 的 wz 成立 则 对 于 任何 正 数 e， 对 于 所 有 满 

足 |Z 一 cl 芯 尽 一 ee 的 Z， 收 敛 是 一 致 的 . 

因此 ,在 处 理 一 致 收敛 的 寡 级 数 时 ， 有 时 可 以 稍微 “滥用 ”一 下 它 而 不 用 害怕 
数学 的 间接 影响 ， 例 如 ， 可 以 如 愿 地 逐 项 微分 或 积分 ， 或 者 将 其 与 另 一 个 “好 ”的 
寡 级 数 相 乘 , 等 等 . 而 且 能 肯定 的 是 , 你 得 到 的 结果 会 按照 你 所 希望 的 方式 来 运作 . 
带 余 项 的 泰勒 级 数 

大 多 数 微 积分 教材 介绍 泰勒 级 数 , 但 泰勒 级 数 的 证 明 只 是 只 言 片 语 , 或 者 干脆 
把 它 放 到 少 有 人 问津 的 技术 附录 中 去 . 这 非常 可 惜 ， 因 为 它 既 简单 又 重要 . 下 面 的 
这 种 推导 泰勒 级 数 公 式 ( 包含 余 项 ) 的 方法 既 容易 理解 , 也 容易 记忆 . 让 我 们 看 一 
个 简单 的 例子 . 

例 9.4.2 求 f(x) 的 二 阶 泰勒 多 项 式 和 余 项 . 

解答 假设 f(x) 在 定义 域 D 上 无 穷 阶 可 微 ， 并 且 各 阶 导数 均 有 界 . 换言之 ， 
对 于 每 个 上 > 1， 存 在 正 数 Mi, 使 得 | /5O(z)| < Mi 对 于 所 有 定义 域 中 的 z 成 立 . 
我 们 需要 构造 f(z) 在 z=a( 其 中 aeDD) 附近 的 二 阶 泰勒 多 项 式 ， 为 了 做 到 这 
点 ， 从 三 阶 导数 开始 . 我 们 所 知道 的 就 是 : 

—Ms < f(t) < Ms 
对 于 所 有 te D 成 立 ， 将 这 个 式 子 关于 t 从 a 到 xz 积分 得 到 :? 
区 / pa We 
根据 微 积分 基本 定理 ，f” 的 原 函 数 为 f”"， 因 此 上 式 变 为 : 
—Ms(z—a) < f(x)-— f(a) < Ma(z — a). 

现在 将 x 换 为 变量 t+， 再 次 对 t+ 从 a 到 x 积分 . 有 : 




















5 
再 次 重复 这 个 过 程 得 到 : 
二 3 TT— 2 TT— 3 
Ms | " < f(x)— fla)— f(a)(r—a)— f(a) 人 < Ms ( i 
最 终 得 到 
fe) = FO) + FO) + "(0) 3 
外 加 一 个 绝对 值 至 多 等 于 | 
Ms . (Zz -9 
的 误差 项 . 国 





@ 我 们 使 用 了 以 下 事实 : v(z) < v(z) 蕴含 有 户 u(x) dz < 1 V(X) dx. 
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接 下 来 的 思路 非常 清晰 : 继续 对 不 等 式 |j"+0(z)| < Mi 积分 , 直到 得 到 阶 
泰勒 多 项 式 . 可 得 一 般 公式 为 : 





1 = 40 + 0 | + (0.4.1) 
Ge ( ) 十 1 
[Rati| & Mi a 


从 余 项 来 看 ， 如 果 导 数 有 适当 的 界 ( 例如 Mi 关于 不 是 指数 增长 的 )， 则 寡 
级 数 收敛 ， 这 是 显然 而 神奇 的 结论 ， 例如， 考虑 熟悉 的 级 数 : 


23 25 


SI0Z 一 2 一 3l | 可 
它 对 于 所 有 实数 x 收敛 . 〈 请 验证 ! ) 然而 ， 仅 从 sin z 和 其 在 x = 0 处 的 导数 值 ， 
便 可 以 得 到 上 述 “ 全 局 ”级 数 的 系数 . 换言之, 完全 “局 部 ”的 信息 产生 了 全 局 的 
信息 ! 这 发 人 深思 . 
实际 操作 中 并 不 总 是 需要 使 用 (9.4.1)， 只 要 知道 (或 怀疑 ) 级 数 存 在 ， 提 取 
级 数 中 的 项 经 常 易如反掌 . 


例 9.4.3 将 -二 在 之 = 0 附近 展开 为 宕 级 数 




















1 
解答 利用 第 124 页 的 几何 级 数 工具 得 : 
1 1 2 ，/ 2\2 2 
z+41 1 (一 29) 1 一 2 十 人) — (2)1 ， 
因此 
1 
et 2Z2 十 Z4 一 Z6 十 .……. 图 


例 9.4.4 将 e 在 zx= 0 附近 展开 为 寡 级 数 . 
解答 只 要 将 t= xz? 代入 熟悉 的 级 数 
ba- 
a1 3l 
即 可 . 国 
你 可 能 对 最 后 两 个 例子 感到 奇怪 :“ 是 的 ， 我 们 确实 得 到 了 一 个 震级 数 ， 但 如 
何 确保 它 与 从 (9.4.1) 中 得 到 的 寡 级 数 相 同 ? ”事实 上 ， 此 处 同样 无 须 担 心 ， 因 为 
需 级 数 展开 是 唯一 的 ， 从 本 质 上 来 说 ， 它 正 是 “导数 是 最 佳 线性 估计 ”思想 ( 见 
第 303 页 ) 的 推广 . 例如, 令 已 (x) 表示 f(z) 在 z= oa 附近 的 二 阶 泰勒 展 式 . 我 
们 断言 : 已 (x) 是 f(x) 的 最 佳 二 次 估计 .这 是 因为 
ji f(2) — Pe) 


ra (zx 一 a)? 


et 二 1 十 t 十 二 


三 ,05 
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而 如 果 Q(x) 关 已 (x) 是 任何 其 他 的 二 次 多 项 式 ， 则 
Z) 一 QZ 
二 一 村 

因此 ， 已 (x) 是 在 z = a 处 与 f(x), 了 (zx), 六 (z) 一 致 的 唯一 的 二 次 函数 . 

这 就 说 明了 为 什么 需 级 数 十 分 重要 . 它们 不 仅 容 易 处 理 , 也 提供 了 关于 函数 增 
长 方式 的 “理想 ”信息 . 
欧 拉 数 学 

在 前 几 页 中 我 们 的 叙述 并 不 严格 . 部 分 原因 在 于 其 中 包含 的 技巧 非常 复杂 . 但 
更 为 主要 的 原因 是 : 过 多 地 考虑 严格 性 和 技术 细节 ， 可 能 会 妨碍 创造 性 思维 ,特别 
是 在 如 下 两 个 时 段 : 

。 任何 研究 的 早期 阶段 ; 

。 任何 人 数学 教育 的 早期 阶段 . 
当然 ,我 们 并 不 否认 严格 性 的 重要 性 . 我 们 想 要 强调 : 缺乏 严格 性 的 论证 并 非 毫 无 
意义 . 粗略 而 有 灵感 的 思想 可 能 会 引出 严格 证 明 ; 而 有 时 , 严格 的 证 明 会 完全 淡化 
论证 的 精髓 . 

当然 , 巧妙 的 解法 、 不 严格 的 论证 和 欠 周 详 的 考虑 之 间 是 有 关联 的 . 为 了 说 明 
我 们 的 观点 ， 下 面 将 给 出 一 些 “ 欧 拉 数学 ”的 例子 ,“ 欧 拉 数 学 ” 指 的 是 非 严 格 的 、 
甚至 可 能 〈 在 某 种 程度 上 ) 是 不 正确 的 推导 , 但 可 以 得 出 一 些 有 趣 的 数学 事实 .之 
所 以 这 样 命名 是 为 了 纪念 18 世纪 伟大 的 瑞士 数学 家 欧 拉 ， 他 是 图 论 和 生成 函数 理 
论 的 先驱 者 .以 现在 的 标准 衡量 ， 欧 拉 的 论证 并 非 全 是 严格 或 正确 的 . 但 是 , 他 的 
很 多 思想 内 容 丰 富 且 富有 启发 性 ， 从 他 的 思想 中 我 们 可 以 得 出 很 多 有 用 的 结论 . 

欧 拉 大 部 分 的 “ 欧 拉 式 ” 证 明之 所 以 引 人 注 意 , 是 因为 其 中 富 含 巧妙 的 代数 处 
理 . 但 下 面 的 例子 并 不 都 是 这 样 的 ， 有时， 一 个 简单 而 “错误 ”的 思想 却 能 帮助 我 
们 解决 问题 . (旧金山 大 学 的 学 生 提 供 的 ) 以 下 两 个 例子 帮助 我 们 解决 了 先前 遇 
到 的 问题 . 它们 精彩 地 阐释 了 曾 在 第 18 页 讨论 的 “打破 规则 ”策略 . 

例 9.4.5 求解 第 8 页 题 1.3.8: 

对 任意 的 实数 数列 A = (a1,a2,Q3,…)， 定义 人 A 为 序列 (qs 一 al， 

Q3 一 42,Q4 一 Q3)…)， 它 的 第 n 项 为 an41 一 an. 假设 序列 A(A4) 的 

每 一 项 都 是 1， 并 且 ale 二 a94 二 0. 求 ai. 

部 分 解答 本 例 中 变量 是 离散 的 ， 因 此 极限 符号 没有 意义 ， 尽管 本 例 并 不 是 微 
积分 问题 ， 但 我 们 能 采用 微 积分 的 思想 .首先 将 4 看 作 下 标 n 的 函数 .人 运算 类 


@ 没 受过 正规 高 等 数学 教育 的 印度 数学 家 拉 马 努 金 是 20 世纪 “ 欧 拉 式 ”代数 思维 的 王者 ， 他 的 论证 并 不 严格 ,但 
在 数论 和 分 析 中 做 出 了 很 多 伟大 的 贡献 . 细节 请 参见 文献 [29]. 近年 来 ,数学 逐渐 摆脱 了 传统 数学 必须 极其 严谨 
的 束缚 ， 与 此 同时 加 入 了 更 多 直觉 和 可 视 化 的 元 素 .， 文献 [21] 的 前 言 很 好 地 说 明了 这 种 趋势. 


A0. (9.4.2) 
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似 微分 运算 ， 因 此 等 式 
A(AA) = (1 1 1 …) 
类 似 微分 方程 
是 
dn2 
解 之 (假设 它 有 意义 ) 得 到 一 个 关于 n 的 二 次 函数 .上 述 论证 并 不 “正确 ”， 但 它 
赋予 我 们 “a 是 的 二 次 函数 ”这 种 灵感 ， 事实 证 明 这 个 猜想 是 正确 的 ! 
例 9.4.6 求解 第 8 页 题 1.3.11: 
求 和 为 1976 的 若干 正 整 数 的 最 大 乘积 ， 并 给 出 证 明 . 
部 分 解答 ”类似 上 例 ， 我 们 将 对 离散 问题 应 用 微 积 分 原理 ， 虽 然 这 并 不 合理 . 
直觉 表明 : 这 些 和 为 1976 的 数 应 该 相等 (参见 5.5 节 的 算术 -几何 平均 不 等 式 的 
讨论 )， 但 它们 该 是 多 少 呢 9? 考虑 如 下 最 优化 问题 : 计算 





的 最 大 值 ， 其 中 5 为 正常 数 ， 先 求 对 数 再 求 微分 ， 得 到 5S/z = 。. (请 验证 ! ) 
此 ， 有 若干 正 数 总 和 为 S， 其 中 每 个 数 都 等 于 e， 则 可 得 出 共有 5S/e 个 数 . 

然而 ， 在 本 例 中 S = 1976 且 要 求 每 个 数 都 是 正 整数 .e 不 是 整数 ， 不 满足 条 
件 要 求 ， 而 这 些 数 的 个 数 为 1976/e， 这 更 不 合理 . 但 这 至 少 告诉 我 们 : 应 该 着 重 
考察 e = 2.71828.… 附近 的 整数 ， 而 一 旦 着 眼 于 2 和 3 这 两 个 整数 ， 这 个 问题 便 
不 难 解 决 ( 利用 类 似 于 证 明 算术 -几何 平均 不 等 式 的 算术 方法 ) . 

下 面 这 个 例子 利用 生成 函数 法 来 证 明 素数 的 无 穷 性 , 它 是 由 欧 拉 提 出 的 . 论证 
过 程 有 趣 而 富有 技巧 ， 并 能 推广 应 用 到 很 多 问题 中 ( 见 后 面 的 问题 与 练习 ). 利用 
部 分 和 与 乘积 的 知识 ， 能 够 给 出 严格 的 证 明 . 但 这 种 严格 的 证 明 不 但 减少 了 乐趣 ， 

会 淡化 隐 含 在 证 明 中 的 重要 思想 . 

例 9.4.7 证 明 素数 无 穷 

解答 考虑 调和 级 数 











i 
2 
尝试 将 这 个 和 式 进行 因 式 分 解 〈 虽然 对 无 穷 级 数 进 行 因 式 分 解 不 太 合理 ). 定义 
Ca 
k k2 kk 
考虑 无 穷 乘 积 
2939557511 


其 中 下 标 取 遍 所 有 素数 .开始 的 几 项 因子 为 


人 和 tb 
2 22 3 32 5 52 : 
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展开 这 个 无 穷 乘积 ， 得 到 开始 的 几 项 是 
Nt Re 
2 3 4 5 6 ， 
所 以 有 理由 猜测 : 对 于 每 个 ” 项 1/m 都 会 出 现在 上 述 和 式 中 . 例如 , 如 果 = 360， 
则 将 1/23,1/32,1/5 相 乘 便 能 得 到 1/n， 同 时， 由 于 素数 分 解 的 唯一 性 ( 见 7.1 节 
算术 基本 定理 的 讨论 )， 我 们 知道 1/m 将 恰好 出 现 一 次 ， 因 此 
11 ; | 5 1 F.… :一 .325939597911.…. 
对 于 每 个 KE 有 S; = 1/(1 一 1/k) = 有/(k 一 1)， 这 是 有 限 实数 .又 因为 等 式 左边 调 
和 级 数 之 和 为 无 穷 ， 故 等 式 右边 不 可 能 是 有 限 多 个 Sr 的 乘积 .这样 就 证 明了 素数 
有 无 穷 多 个 ! 国 
本 书 的 倒数 第 二 道 例 题 也 来 自 欧 拉 . 我 们 将 采用 另 一 种 策略 : 尽管 多 项 式 代 数 
的 思想 并 不 适用 于 微 积 分 问题 ， 但 它 对 无 穷 级 数 有 着 精彩 而 正确 的 估计 (虽然 这 
里 难以 给 出 这 个 例子 的 一 个 完整 而 严格 的 证 明 ). 回忆 第 155 页 ¢ 函数 的 定义 , 它 
定义 为 无 穷 级 数 


| 1 | 











1 1 1 
C(s): 1s | 9s | 3s | 

有 1 1 
例 9.4.8 请 计算 6(2) = 1 十 丈 十 更 十 :…: 


解答 下 面 巧妙 的 方法 来 自 欧 拉 ， 其 中 利用 了 根 与 系数 的 关系 〈 见 5.4.2 节 ): 

首 一 多 项 式 
2 十 an _12n1zn0 十 .十 az 十 ao 

的 零点 之 和 等 于 -an_1. 只 要 将 多 项 式 因 式 分 解 为 形 如 (x 一 7;) 项 的 乘积 形式 (其 
中 7; 是 零点 )， 我 们 便 不 难得 到 解答 . 

我 们 当然 有 理由 尝试 将 上 述 思 想 应 用 于 具有 无 穷 个 零点 的 函数 .我 们 自然 而 
然 地 从 函数 sinx 开始 ， 因 为 它 的 零点 为 x = kr (k 取 遍 所 有 整数 ). 但 由 于 题 
中 包含 平方 项 ， 因 此 转 而 考虑 函数 sin Vz.， 这 个 函数 的 零点 为 0, Te?, 47r2 9702，.…. 





为 了 得 到 想 要 的 结果 ， 需 要 移 除 0 这 个 零点 ， 因 此 进一步 考虑 函数 
sin Vz 
f(7) := J 


它 的 零点 为 ,47e2,97e?,:…. .利用 例 9.4.4 的 方法 ， 不 难看 出 : 
2 Ee 
f(z)=1 3 可 (9.4.3) 
由 于 知道 f(z) 所 有 的 零点 ， 假 设 多 项 式 因 式 分 解 定 理 适 用 ， 和 希望 把 f(x) 表示 为 
形 如 (z - 27e2) 的 项 的 无 穷 乘 积 形 式 ， 但 需要 注意 以 下 细节 : 乘积 


(zZ 一 7P)(z 一 47r2)(z 一 972) 
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并 不 是 我 们 想 要 的 ， 因 为 它 的 常数 项 无 限 .这 是 绝对 错误 的 ， 因 为 寡 级 数 (9.4.3) 
中 的 常数 项 等 于 1， 为 了 解决 这 个 问题 ， 将 无 穷 乘积 表 为 


A A (04) 
式 (9.4.4 中 常数 项 为 1， 当 z = nzre 时 式 (9.4.4) 等 于 0， 这 正 是 我 们 想 要 的 . 


现在 只 需 比 较 两 个 式 子 的 系数 . 不 难看 出 , 在 无 穷 乘积 (9.4.4) 中 z 项 的 系数 为 


1 1 | 1 | 
mT 4m 9m 














但 在 宕 级 数 (9.4.3) 中 对 应 系数 为 ~ ， 两 式 联 立 得 到 
1 1 1 _1 
Tm A 9 6 
因此 ee , 
J 

a | 


美丽 、 简 单 和 对 称 :“ 活 动 帷幕 ”的 目标 
本 书 最 后 一 道 例题 来 自 数学 竞赛 中 的 复杂 概率 问题 ，( 感谢 道 格 : 容 格雷 斯 ! ) 
这 个 问题 有 多 种 解法 ， 其 中 一 种 非常 漂亮 的 方法 用 到 了 微 积 分 和 生成 函数 的 知识 . 
而 另 一 种 论证 更 具 普遍 意义 ， 也 为 解 题 带 来 了 更 大 的 帮助 . 
例 9.4.9 ”( 湾 区 数学 竞赛 2000) 考虑 下 面 的 实验 : 
。 首先 , 旋转 在 一 个 标 着 0 到 1 刻度 的 拨号 盘 上 的 指针 , 得 到 一 个 介 于 0 和 1 
之 间 的 随机 数 p.( 通过 这 种 方法 得 到 的 随机 数 是 服从 “均匀 分 布 ”的 , 例 
如 : p 落 在 0.45 到 0.46 的 区 间 内 的 概率 恰好 为 1/100,p 落 在 0.324 到 
0.335 的 区 间 内 的 概率 恰好 是 11/1000， 以 此 类 推 . ) 
。 然后 找 一 枚 不 均匀 的 硬币 ， 它 正面 朝 上 的 概率 为 p. 
。 将 此 枚 硬币 投掷 2000 次 ， 记 录 正 面 朝 上 的 次 数 . 
问 : 最 终 恰 好 记录 1000 次 正面 朝 上 的 概率 是 多 少 ? 
解法 一 ”生成 函数 法 ， 设 投 据 了 ”次 .如 果 固 定 p 的 值 ， 从 基础 概率 论 中 得 
知 : ?次 抛掷 中 出 现 K 次 正面 朝 上 的 概率 恰好 是 


(rp 


然而 p 是 随机 生成 的 ， 因 此 正确 答案 是 上 式 的 平均 数 一 也 就 是 积分 ， 因 此 ， 需 
要 计算 





nN 
Ul(n, k) := (1 —p)" *dp, 9.4.5 
(n, k) [ (1) (1—p)"” dp (9.4.5) 
它 便 是 n 次 抛掷 中 大 次 正面 朝 上 的 概率 . 
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在 本 例 中 需要 计算 U(2000, 1000)， 这 个 积分 的 计算 非常 复杂 .因此 并 不 应 该 
尝试 直接 计算 UV(2000, 1000)， 而 应 该 首先 考察 n 和 上 天 取 值 较 小 时 的 情形 .在 尝试 
以 后 你 应 该 会 提出 如 下 猜想 : 对 于 任何 固定 的 nn， 

1 

ni+l 

对 于 所 有 的 大 值 均 成 立 ! 因此 ， 答 案 似乎 应 该 是 1/2001， 而 与 此 同时 ， 出 现 0 次 
(或 2000 次 , 或 1345 次 ,等 等 ) 正面 朝 上 的 概率 也 应 该 是 1/2001. 换言之 , 这 一 
概率 服从 均匀 分 布 ! 

如 果 你 灵光 一 现 , 算出 这 个 积分 应 该 不 在 话 下 . 事实 上 ,这 个 积分 有 不 少 计算 
的 方法 ， 你 也 可 以 进行 尝试 .无论 如 何 ， 最 终 的 答案 就 是 1/(n + 1)， 但 是 这 些 方 
法 只 给 出 了 答案 ， 并 没有 给 我 们 一 种 清晰 的 思路 以 及 原因 . 

为 什么 答案 等 于 1/(n 十 1) 呢 ?John Kao 给 出 如 下 的 简洁 证 明 ， 其 中 运用 了 
生成 函数 . 取 定 n, 令 wx := UVU(n,k)， 定义 生成 函数 


Ul(n,k) = 








f(z) := uot wiz +t Vox’ 十 :十 Un27. 
利用 (9.4.5) 可 以 得 到 令 人 印象 深刻 的 等 式 


f(z) = > 仆 (ro —p)"™* 由 】 rt. 


k=0 


接着 运用 一 种 常用 战术 : 交换 求 和 与 积分 的 次 序 . ”从 而 得 到 
a Am 大 n—k 
0- { (Fey )» 


?par p= (0 (oe) = py", 
因此 能 利用 二 项 式 定理 来 简化 和 式 : 


> (we = 


k=0 


注意 到 


所 以 我 们 有 
1 
f(x) = (1 一 2 十 DZ)”d7 


Lp 二 pz)nr+I| 


(n+1)(z—1) 





0 





@ 将 两 个 可 交换 的 运算 在 这 一 特殊 情形 是 积分 与 求 和 ) 交换 次 序 是 一 种 标准 战术 ， 它 等 价 于 其 他 一 些 战术 ， 例 
如 ， 用 两 种 不 同方 法 计数 的 组 合 战术 . 在 这 个 例子 中 我 们 将 极限 运算 〈 积 分 ) 和 有 限 和 交换 ， 这 不 会 有 问题 . 然 
而 ， 当 交换 两 个 极限 运算 《例如 无 限 和 、 积 分 、 极 限 ) 时 ， 我 们 还 需要 证 明 取 值 没有 改变 . 
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(z 十 Zn 十.… 十 Zz 十 1). 
n 二 1 
换言之 ， 所 有 的 系数 wx 都 等 于 1/ (n+ 1). 图 


解法 二 算术 证 明 法 上面 的 证 明 是 美丽 的 ,你 也 应 该 留心 使 用 过 的 所 有 重要 
战术 ( 生成 函数 ， 交 换 求 和 与 积分 的 次 序 ， 提 出 二 项 式 和 ) ， 然 而 证 明 的 神奇 之 处 
也 正 是 它 的 不 足 之 处 : 在 毫 无 征兆 的 情况 下 ， 其 点 睛 之 笔 便 跃 然 纸 上 ， 虽 然 在 一 般 
情况 下 ， 它 很 有 意思 ， 也 富有 启发 性 ， 但 在 本 例 这 个 特殊 问题 中 ， 它 并 没有 给 出 一 
种 清晰 的 解释 通过 前 面 的 证 明 ， 我 们 知道 正面 朝 上 的 次 数 是 怎么 服从 均匀 分 布 
的 ， 但 仍然 不 知道 这 种 现象 深层 次 的 原因 . 

在 证 明 任何 数学 结论 时 ， 你 应 该 尝试 寻找 类 似 “ 活 动 帷 幕 ”的 论证 方法 一 一 它 
告诉 你 结论 为 何 正确 .“ 活 动 帷幕 ” 形象 地 解释 了 微 积分 基本 定理 ( 例 9.1.1), 屠 
， 这 个 问题 存在 类 似 的 解释 方法 吗 ? 

事实 上 ,我 们 能 够 找到 这 样 的 解释 方法 ， 它 不 需要 关于 微 积分 、 二 项 式 系数 的 
知识 或 者 求 和 的 技巧 ， 受 计算 机 模拟 方法 的 启发 ， 我 们 将 在 脑海 中 进行 如 下 实验 

假设 在 一 台 计 算 机 上 使 用 电子 表格 软件 模拟 4 次 抛掷 过 程 。 下 图 展示 了 一 张 
Microsoft Excel 工作 短 ， 单元 格 A2 包含 一 个 产生 均匀 分 布 随机 数 的 命令 , 这 便 得 
到 的 值 ， 为 了 模拟 4 次 抛 据 ， 用 同样 方法 在 单元 格 B2 : E2 生成 4 个 服从 均匀 
分 布 的 随机 数 ， 在 第 3 行 ， 比 较 上 述 4 个 数 和 单元 格 A2 中 的 p 什 的 大 小 ， 例 如 ， 
单元 格 C3 包含 命令 

如 果 单 元 格 C2 < A2 则 输出 “正面 "; 否则 和 输出“ 反面” 
这 便 完 成 了 模拟 过 程 


能 
么 





B C D E 
1 Pp | 第 1 次 殷 搓 | 第 2 次 殷 扼 | 第 3 次 抛 据 | 第 4 次 抛掷 














2 | 0.8424| 0.4426 | 0.8563 | 0.4192 | 0.8407 
3 | 正面 | 反面 | 正面 正面 


那么 ， 正 面 朝 上 的 次 数 将 会 是 多 少 ? 如 果 B2 : E2 中 所 有 单元 格 都 大 于 A2， 
那么 正面 朝 上 的 次 数 为 0. 反之, 如 果 它 们 都 小 于 A2， 则 正面 朝 上 的 次 数 为 4. 而 
如 上 图 中 情形 ， 只 有 1 个 单元 格 大 于 A2， 则 正面 朝 上 的 次 数 为 3， 换 言 之 ， 
正面 朝 上 的 次 数 仅仅 依赖 于 A2 在 五 个 随机 数 中 的 相对 排 位 . 
但 由 于 这 些 随 机 数 都 服从 均匀 分 布 , 因此 任何 一 个 数 的 排 位 也 都 服从 均匀 分 布 . 也 
就 是 说 ，A2 最 大 、 最 小 或 排 在 第 3 位 等 的 可 能 性 均 相 同 . 因此， 出 现 正 面 朝 上 的 
次 数 有 5 种 可 能 (0,1,2,3,4)， 它 们 出 现 的 概率 相同 ， 均 为 1/5. 
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前 面 叙 述 的 积分 与 生成 函数 的 方法 都 忽略 了 解法 二 中 给 出 的 简单 解释 : 这 些 
随机 数 由 来 相同 ， 故 每 种 排 位 出 现 的 可 能 性 也 应 该 相同 ,因此 正面 朝 上 的 次 数 应 该 


服从 均匀 分 布 . 

而 上 述 方法 是 对 这 个 问题 的 深刻 理解 . 这 种 方法 在 本 书 中 多 次 出 现 , 我 们 相信 
你 应 该 非常 熟悉 ， 并 且 ， 我 们 以 对 称 性 方法 作为 结束 语 是 非常 恰当 的 . 图 
问题 与 练习 


题 9.4.10 证 明 例 9.4.1 中 的 和 式 不 一 致 收敛 
(考察 它 在 x = 0 附近 的 表现 ) . 
题 9.4.11 考虑 级 数 
1 十 人 十 人 十 必 十 :… 二 

它 对 于 |z| < 1 收敛 . 

(a) 证 明 这 个 级 数 不 一 致 收敛 . 

(b) 证 明 这 个 级 数 对 于 |z| < 0.9999 一 致 
题 9.4.12 证 明 二 项 式 定理 的 重要 推 | 


(1+z)” = 1 十 日 ZX 十 bb Z2 十 自 i 


其 中 
(©) a(a—1).…(a—r++1) 
La rl! 


r=1,2,..…. 


1 
1 一 Z” 











请 注意 : 当 a 是 正 整数 时 ， 上述“ 二 项 式 系数 ” 
的 定义 与 原 定义 是 一 致 的 .同样 请 注意 : 如 果 
a 是 正 整数 ， 则 上 面 的 级 数 只 有 有 限 项 ， 请 讨 
论 这 个 级 数 的 收敛 性 ， 它 依赖 于 a 吗 ? 

题 9.4.13 ( 普 特 南 1992) 定义 C(a) 为 z1882 
在 zx=0 附近 的 过 级 数 中 (1 十 x)” 项 的 系数 . 
计算 ( 1992 


oH) 


wa 
题 9.4.14 证 明 由 第 317 页 (9.4.2) 得 到 的 断 
言 : 二 阶 泰勒 多 项 式 是 函数 的 最 佳 二 次 估计 . 
题 9.4.15 利用 守 级 数 证 明 ez+y = erey. 
题 9.4.16 ( 普 特 南 1998) 令 N 为 由 1998 个 
十 进 制 数字 1 组 成 的 正 整 数 ， 即 
N = 1111.…11. 


求 VN 小 数 点 后 第 1000 位 数字 . 


题 9.4.17 设 z > 1， 计算 和 式 


化 2 


z+1l (z+1)(z2+1) 


rt 


"GF FIT) 
题 9.4.18 ( 普 特 南 1990) 是 否 存在 非 零 的 无 
穷 实数 序列 uo, al, az,.…， 使 得 对 于 每 个 正 整 
数 n， 多 项 式 

pn(Z) = a0 + oar or + + anr" 


都 恰好 有 nn 个 不 同 的 实 根 ? 
汪 Sin 2 加 2 
题 9.4.19 证 明 i II COS (元 )， 


(a) 利用 压缩 方法 . 

(b) 利用 震级 数 . 
题 9.4.20 在 例 9.4.9 中 , U(n,k) 被 定义 为 
一 个 复杂 的 积分 .请 利用 以 下 方法 直接 计算 这 
个 积分 ， 并 证 明 它 等 于 1/(n 十 1). 

(a) 重复 使 用 分 部 积分 . 

(b) 二 项 式 级 数 方法 . 


欧 拉 数学 与 数论 

下 面 这 些 富有 挑战 性 的 问题 或 多 或 少 有 
些 关 联 ， 它 们 的 处 理 方法 类 似 于 例 9.4.7. 你 
可 能 需要 复习 关于 组 合 和 数论 的 章节 . 利用 概 
率 论 的 知识 ， 最 后 两 题 的 求解 可 能 会 变 得 更 为 
简单 . (关于 ,me 的 定义 分 别 见 第 155， 
225, 227, 224 页 . ) 











题 9.4.21 计算 
1 1 1 1 
五 十 玉 十 更 十 方 





站 
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题 9.4.22 集合 S$ 由 素 分 解 只 包含 3,5,7 的 
正 整数 组 成 ,请问 : 5S 中 元 素 的 倒数 之 和 收敛 
吗 ? 如 果 收 化 ， 和 为 多 少 ? 
题 9.4.23 考察 例 9.4.7 的 证 明 过 程 . 

(a) 证 明 中 确实 需要 算术 基本 定理 (唯一 
分 解 性 质 ) 吗 ? 

(b) 利用 有 限 部 分 和 与 乘积 给 出 严格 证 
明 . 


题 9.4.24 证 明 c(s)= |][ 
p 是 素数 


2D5 
1 一 Ds” 





题 9.4.25 计算 
(CC2) -1 +(C3) 一 TD+(CG 一 ID 十: 
题 9.4.26 令 PP= {4,8,9,16,…:} 为 所 有 完 
全 老 的 集合 ， 即 形 如 a? 的 正 整数 集合 ， 其 
a 和 5b 为 大 于 1 的 整数 .证 明 
1 

= 
题 9.4.27 类 比例 9.4.8, 证 明 C(4) = nt/90. 
能 用 同样 的 方法 得 到 C(2n) 和 C(2n 十 1) 的 表 
达 式 吗 ? 
题 9.4.28 求 满足 








lim Pnn) 二 0 
k=>00 Nk 
的 序列 n1,n2,……. 
. 、 1 _ h(n) 
题 9.4.29 证 明 < 一 全 ns < 


题 9.4.30 利用 题 9.2.37 和 例 9.4.7 的 方法 证 
明 : 对 于 任何 正 整数 n, 所 有 小 于 等 于 n 的 素 
数 的 倒数 之 和 大 于 In(Inn) 一 1/2. 并 由 此 证 明 


1 
Pp 是 素数 ? 
发 散 . 


题 9.4.31 取 定 正 整 数 n，, 令 pi,… ,px 为 所 
有 小 于 等 于 Vn 的 素数 , 令 Q := pip2…… pk. 
令 r(x) 表示 小 于 等 于 x 的 素数 个 数 ， 证明 
A(n)=—1l++7nr(vn d 本 . 

(n) = -1+ CD A )|5| 
题 9.4.32 对 于 neN,z ehR，9(n,x) 定义 
为 小 于 等 于 xz 且 与 n 互 素 的 正 整 数 的 个 数 . 例 
如 , 9(n,n) 等 于 5$(n). 求 计算 p(n,x) 的 公式 . 
题 9.4.33 证 明 : 满足 条 件 “z 与 y 互 素 ,， 且 
Zz,y 介 于 1 到 n 之 间 ( 含 两 端 》 的 正 整数 对 
(zx,y) 的 数量 等 于 

三 四 

题 9.4.34 证 明 两 个 随机 选择 的 正 整 数 互 素 
的 概率 为 6/7. 
题 9.4.35 过 剩 数 是 类 似 于 题 7.5.28-7.5.30 
中 介绍 的 完全 数 的 概念 . 如 果 o(n) > 2n， 则 
自然 数 ”是 过 剩 数 . 

(a) 一 个 数 怎样 成 为 过 剩 数 ? 即 求 o(n)/n 
可 能 的 最 大 值 . 

(b) 求 “ 过 剩 商 ”o(n)/n 的 期 望 ，( 有 关 
期 望 的 定义 和 一 些 热 身 题 ， 请 参阅 第 210 页 
题 6.4.22. ) 

(c) 在 正 整数 中 “过 剩 数 ” 占 了 多 大 比例 ? 
以 上 (b) 是 否 有 所 帮助 ? 
题 9.4.36 d(n) 的 期 望 有 何 含义 ?关于 其 他 数 
论 函 数 (例如 wm),g(m,r(m) ) 的 期 望 呢 ? 估 
计 “ 相 对 ?期 望 (例如 w(m)/m ) 是 否 有 意义 ? 简 
短 的 回答 是 : 是 的 , 这 些 东西 都 是 值得 思考 的 ， 
你 可 以 用 很 少 的 技术 工具 来 推测 和 证 明 一 些 
有 趣 的 事情 . 进一步 来 说 ， 这 些 问 题 中 的 一 些 
异常 困难 ,并 触及 了 目前 解析 数论 的 研究 前 沿 . 
从 研读 优美 的 基础 文献 [33] 开始 你 的 旅程 . 
























































附录 : 第 75 页 例 3.2.6 的 新 解答 


例 3.2.6 设 m,n 是正 整数 ， 设 a1,a2,… ,am 是 集合 {1,2,… ,n} 中 互 不 
相同 的 元 素 ， 使 得 只 要 存在 i,j, 1 < i < 7 < m 满足 a; 十 a; < n， 便 存在 义 ， 
1<k<m， 有 ai 十 a; = an， 证 明 : 

al1 十 Q2 十 …… 十 Qm > 
mm 

解答 ”这 不 是 一 道 容 易 的 题目 ， 问 题 的 一 部 分 难点 是 搞 清 问题 的 叙述 ! 我 
们 称 具 有 题 中 所 描述 性 质 的 数列 为 “好 ”数列 换 名 话说， 一 个 好 数列 是 这 样 
的 a1,a2,… ,am， 它 们 是 集合 {12…… ,n} 中 互 不 相同 的 元 素 ， 只 要 存在 i,j 
(1<ig<j<m) 满足 a; 十 a; < n， 则 存在 k (1 < < m) 使 得 a; 十 a; = ax. 
我 们 从 为 m 和 赋 简 单 的 值 人 手 ， 比 如 令 mm = 4, n = 100， 我 们 得 到 了 一 个 由 1 
到 100( 含 两 端 ) 的 不 相同 的 正 整数 组 成 的 数列 ai, az,a3,a4， 一 个 可 能 的 数列 是 
37, 93, 14, 99， 这 是 个 好 数列 吗 ? 注意 到 al + ai = 74 < 100， 所 以 我 们 需要 一 个 
能 使 wx = 74 的 有 ， 但 可 惜 这 样 的 有 是 不 存在 的 .我 们 尝试 改进 这 个 数列 ， 改 为 
37, 93,74, 99， 现 在 试 着 在 该 数列 中 找 两 个 (可 以 相同 的 ) 和 不 超过 100 数 . 那么 
能 找 出 的 两 个 数 只 能 是 (37,37)， 可 以 确定 ， 它 们 的 和 就 是 这 个 数列 中 的 一 项 ， 所 
以 这 个 数列 是 一 个 好 数列 . 下面 计 算出 它 的 平均 数 ， 事 实 上 ， 我 们 得 到 

37 十 93 十 74 十 99 100 十 1 
4 2 
但 是 为 什么 这 个 不 等 式 能 够 成 立 呢 ? 我 们 来 试 着 构造 m = 6, n = 100 的 另 一 个 好 
数列 . 假设 数列 的 第 一 项 是 25, 因为 25 十 25 = 50 < 100, 那么 数列 中 一 定 包含 50 
这 一 项 ， 则 数列 的 前 两 项 为 25, 50. 又 因为 25 十 50 = 75 < 100， 那 么 数列 中 也 75 
包含 75 这 一 项 ， 则 数列 的 前 三 项 为 25, 50,75， 注 意 到 25 十 75 = 100 < 100, 所 
以 100 一 定 也 在 数列 中 ， 那 么 这 个 数列 就 是 25, 50,75,100. 如 果 想 在 数列 中 添加 
另 一 个 更 小 的 数 时 就 需要 小 心 了 . 例如， 如 果 添 加 的 数 是 48， 这 就 需要 在 数列 中 
添加 25 十 48 = 73,48 十 48 = 96,50 十 48 = 98, 但 是 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 我 们 的 数 
列 只 有 6 项 .从 另 一 方面 说 ， 添 加 两 个 大 一 点 的 数 不 存 在 困难 .一 个 可 能 的 数列 
是 25, 50,75,100, 99, 90. 那么 又 得 到 : 
25 十 50 十 75 0 -99+90 有 一 

我 们 仍 需 指 出 为 什么 存在 这 种 情况 .等 式 两 边 同 时 乘 以 6， 得 到 : 

25 十 50 十 75 十 100 十 99 1 90>6x 3 =3x101, 
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它 强烈 暗示 我 们 尝试 将 数列 中 6 个 数 分 为 三 组 ， 并 将 每 组 的 两 个 数 相 加 得 到 三 个 
和 ， 它 们 都 比 101 大 .实际 上 这 是 很 容易 做 到 的 : 
25 +50+75+100+99+90= (25+100) + (50+75)+ (99 + 90). 
在 一 般 情况 下 也 能 这 样 做 吗 ? 我 们 希望 也 能 这 样 做 , 但 实际 上 需要 证 明 一 个 稍 强 的 
结论 。 毕 竞 ， 数列 中 的 项 并 不 总 是 恰好 成 对 的 ， 正 如上 述 情形 ， 尽 管 如 此 序列 中 所 
有 项 的 和 总 是 很 大 的 . 然而 , 尝试 证 明 一 个 更 强 的 命题 不 会 对 我 们 的 证 明 造 成 什么 
妨碍 .有 时 候 更 强 的 结论 证 明 起 来 反倒 更 容易 . 
(后 续 证 明 过 程 接 第 76 页 上 段 话 之 后 的 内 容 . ) 
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对 称 中 心 , 277 
对 顶 角 , 247 

对 数 求 导 , 306 


对 应 





中 心 , 277 


多 重 图 , 103 
多 面体 , 22, 35, 88 
多 项 式 , 156-165 


本 原 多 项 式 , 163 

除法 , 157 

代数 基本 定理 , 159 

多 项 式 运 算 , 157 

根 与 系数 的 关系 , 160-162 
首 一 多 项 式 , 157, 163, 216, 319 
因 式 分 解 定理 , 159, 319 

余数 , 157 

余数 定理 , 158 





多 项 式 的 不 可 约 性 , 79 


多 项 式 的 系数 , 34, 65, 124 
与 根 , 160, 162, 163, 216 


二 分 法 , 300 

二 进 分 式 , 299 
二 进 制 表示 , 37, 49, 132 
二 项 式 系 数 , 181, 237 


FOIL, 160, 184 
反 求 导 , 307 
反 证 法 , 19, 34, 40, 41, 70 
方块 问题 , 14-15 
放 和 人 , 9 
非 欧 几 何 , 247 
分 划 , 45, 186 
分 母 有 理化 , 172 
分 形 , 37 
复数 , 112-124 
Cis 0, 113 
乘法 , 114 
大 小 , 113 
单位 根 , 118, 121 
复 平面 , 112 
共 轿 , 113 
极 坐 标 表示 ,113 
几何 解释 , 112-117 
绝对 值 , 113 
莫 比 乌 斯 变换 ,116 
欧 拉 公式 , 115 
与 向 量 , 113, 114, 119 
作为 变换 , 115 


改变 视角 战略 , 55 
与 递 推 , 210 
与 对 称 , 69, 323 
钢琴 ,11 
高 尔 夫 球 , 21 
高 斯 平面 (也 称 复 平 面 ), 112 
高 线 , 252 
重 足 ,252 


割 线 , 302, 304 
割 圆 多 项 式 , 242 
馈 笼 原理 , 79-87, 194, 238 
格 点 , 36, 49, 50, 85, 98, 100, 101, 122 
根 与 系数 的 关系 , 160-162, 302, 319 
根 轴 , 270, 272 
公理 , 245 
公设 ;245 
公式 
Mississippi 公式 , 180, 181 
二 次 方程 求 根 公式 , 158, 178, 208 
范 德 蒙 德 卷 积 公式 , 196 
莫 比 乌 斯 反 演 公式 ,228 
欧 拉 公式 
ei9, 115, 122 
多 面体 公式 , 22, 35, 88, 101 
侈 中 之 球 公式 , 194 
工具 
部 分 分 式 , 126 
创造 符号 , 201 
创造 性 地 添加 零 , 143, 217 
凌 出 平方 项 , 143 
催化 , 153 
待定 系数 法 , 6 
单位 根 过 滤器 , 132 
定义 , 3 
定义 一 个 函数 , 85 
高 斯 对 偶 , 63-65, 238 
恒 等 原 理 , 164 
几何 级 数 , 124, 316 
镜像 对 称 , 60, 62 
配方 , 143 
三 角 函 数 , 53 
首 一 多 项 式 , 163 
压缩 , 151-153, 155, 172 
因 式 分 解 , 5 
重量 , 272 
重量 法 
与 塞 瓦 定理 ,272 
共 点 的 线 
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高 线 , 252, 271 

角 平 分 线 , 252, 271 

条 件 , 267 

弦 , 270 

中 垂 线 , 252 

中 线 , 271 
共 轿 , 113 
共 线 的 点 , 267-269 

与 梅 涅 劳 斯 定理 , 272 
共 圆 的 点 , 251, 263-266 
估计 , 300, 302, 316, 323 
关键 点 , 3, 5, 19, 44, 48, 66 
惯例 , 21 
归纳 法 , 43-48 

标准 归纳 法 , 43-45 

强 归 纳 法 , 45-48 
规律 ， 寻 找 , 4, 9, 17, 24, 58, 141 
规则 ， 打 破 , 14, 18, 21 
国际 象棋 , 20 
过 剩 数 , 324 








哈密 顿 路 径 和 回路 , 108 
函数 

单调 函数 , 308 

定义 域 , 139 

对 称 函 数 , 67 

反 子 数 , 139 

积 性 函数 , 224 

连续 函数 , 296 

莫 比 乌 斯 函数 , 227 

上 取 整 函数 , 139, 296 

生成 函数 , 124-133 
生成 函数 学 , 129 
与 递 推 关系 , 125-126, 207 
与 分 划 , 126-131 

数论 函数 , 224-229 

双 射 , 139 

图 像 , 33 

下 取 整 函数 , 139, 296 

一 一 映射 , 139 

一 致 连续 函数 , 297 


映 上 , 139 
增长 速度 , 166, 301 
指示 函数 , 201 


行列 式 , 32, 84 
合 气 道 , 21 


和 


平方 和 , 152 
因数 和 , 224 





和 尚 息 山 问题 , 6, 15, 50 
和 谐 ， 对 称 的 非 正式 定义 , 59 
赫 默 洗 牌 , 102 

恒 等 原理 , 164 

横向 思维 , 21 

弧 , 250 

互 素 , 48, 214 

户口 调查 员 问 题 , 2 
画廊 问题 , 36, 52, 103 
环 面 , 120 

回 文 , 8 

绘图 工具 , 244 

混沌 ， 从 中 创建 秩序 , 87 
混乱 迹 题 , 20 

活动 帷幕 , 289, 298 


奇偶 性 , 89-93 


在 魔术 中 , 102 


机 会 主义 战略 , 41, 316 

积极 行为 问题 , 18-19, 38, 58, 103 
积 性 函数 , 224 

极端 原理 , 19, 40, 58, 69-79, 105, 214， 


215, 217, 219, 232 


极限 , 302, 314 


级 





流 


al 


数 


和 的 极限 , 307, 313 
数列 的 极限 , 291, 296 


调和 级 数 , 154, 155, 165, 301, 318 
级 数 的 微分 , 315 

几何 级 数 , 49, 98, 121, 124, 151 
算术 级 数 , 151 

泰勒 级 数 , 289, 315-317 











笛 卡 儿 积 ,138 互 余 , 248 
复数 集 (C), 138 角 平 分 线 定理 , 245 
基数 , 140 内 错 角 , 247 
实数 集 (R), 138 内 和 角 , 246 
无 理 数 集 , 138, 140 平角 , 246 
有 理 数 集 (Q), 138 平行 四 边 形 的 角 , 248 
整数 集 (Z), 137 三 角形 中 的 角 不 等 式 , 247 
自然 数 集 (N), 137 外 角 , 246 
几何 级 数 工 具 , 124, 316 圆心 角 , 250 
几何 解释 圆周 角 , 250, 258 
导数 的 几何 解释 , 301 直角 , 246, 251 
复数 的 几何 解释 , 112-117, 119 圆 内 接 直 角 , 251 
柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 的 几何 解释 , 177 截 线 , 247 
算术 -几何 平均 不 等 式 的 几何 解释 , 169 解答 题 , 23 
几何 平均 , 169, 170 介 值 定理 , 296, 305 
几何 问题 ， 刻 画 , 244 锦标 赛 , 89, 96 
几何 作 图 软件 近似 值 , 154 
Geogebra, 244 警世 语言, 37 
Geometer, 244 竞赛 题 
Geometer’s Sketchpad, 244 AHSME, 7 
伽 罗 瓦 理论 , 88 AIME, 7 
假设 , 4, 23, 38 ARML, 7 
归纳 假设 , 43 IMO, 7 
需要 加 强 假设 , 47 USAMO, 7 
《坚忍 号 》, 21 普 特 南 , 8 
减少 抑制 , 244 其 他 国家 , 7 
剪 切 ,255 东欧 地 区 国家 , 7 
剪 切 工具 , 255 越南 , 7 
剪 切 全 等 , 261 中 国 , 7 
《剑术 与 禅 心 》, 21 镜像 对 称 工 具 , 60, 62 
交叉 和 矩阵, 32, 49, 50, 84 
定义 , 51 可 逆 和 矩阵 ,84 
交叉 战术 , 103-133 银 和 矩阵 , 50 
示例 , 235 距离 -时 间 图 , 50 
角 档 士 乐 , 11 
顶 角 , 248 绝对 值 , 49, 166 
度量 , 246 复数 的 绝对 值 , 113 
对 顶 角 , 247 级 数 各 项 的 绝对 值 , 315 
对 着 , 250 数列 各 项 的 绝对 值 , 292, 301 


互补 , 248 均值 原理 
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定义 , 168 英 比 乌 斯 
自然 证 明 , 170 变换 , 116 
反 演 公式 , 228 
卡 塔 兰 数列 , 207 函数 , 227 
康 威 
棋子 问题 , 98 内 错 角 , 247 
票 员 问题 , 37 内 角 , 246 
柯 西 条 件 , 291 内 切 圆 , 251 
空 集 , 137 半径 , 251, 260 
空手 道 , 19 存在 性 和 唯一 性 , 252 
构造 , 252 
连 分 式 , 299 内 心 , 251 
连 分 数 ， 235 逆 ， 39 
连续 性 , 291-298 逆 否 命题 , 39 
定义 , 296 银 转 相 除法 , 217 
一 致 连续 性 , 297 
与 微 积分 基本 定理 , 298 欧 拉 数学 , 317-319 
练习 题 , 20 欧 拉 通路 , 106-108 
定义 , 1 算法 构造 , 107 
与 问题 , 1, 2, 4, 14 欧 拉 线 , 268 
良 序 原理 , 70, 96 
萎 形 , 260 帕斯卡 三 角 
六 边 形 , 62, 86 定义 , 9 
洛 毕 达 法 则 , 311 奇偶 性 , 9, 37, 241 
与 二 项 式 定 理 , 183, 199 
矛盾 , 19, 34, 40, 41, 70 与 翡 波 那 契 数列 , 9, 22, 209 
易 宿 星团 , 20 组 合 性 质 , 183, 191 
美国 数学 协会 , 8 排列 ,181 
免费 的 信息 , 59, 93, 191 旁 切 圆 , 262 
职 ， 254-256, 266-267 佩 尔 方程 , 218, 235 
比 , 255, 266 配方 工具 , 143 
公理 , 254 平方 
和 矩形, 255 凑 出 平方 项 , 143, 148, 165 
菱形 , 260 代数 运算 , 143 
平行 四 边 形 , 255 两 者 之 差 , 143 
三 角形 , 255, 260-262 平方 和 , 152 
梯形 , 260 与 鸽 笼 原理 , 91 
作为 证 明 的 战术 , 259 与 连续 的 数 , 4 
模 m 过 滤 , 230, 231 与 因数 的 数量 , 27 
模 算术 与 不 变量 , 94 平角 , 246 


魔术 , 102 平均 


几何 平均 , 169, 170 

算术 平均 , 151 
平 铺 , 51, 92, 94, 204 
平行 

内 错 角 , 247 
平行 四 边 形 , 51, 248 

边 , 248 

对 角 线 , 248 

角 , 248 
平行 线 , 247 

与 相似 三 角形 , 257 
剖 分 , 249, 256, 261, 262 


七 姐妹 , 20 

期 望 , 210, 324 

棋子 问题 , 98 

汽车 旅馆 房间 悖 论 , 87 
潜意识 , 14 

翘 起 你 的 辟 , 58 

切线 , 250, 289, 301, 302 
窃取 思想 , 16, 20 
曲棍球 棒 性 质 , 191, 195 
趣味 题 , 6, 21 


染色 问题 , 18, 47, 52, 79, 94, 134 
染色 的 用 法 , 52, 94 
图 的 染色 , 18, 47 
与 游戏 , 134 

柔道 , 96 


塞 瓦 线 , 266 
三 角 法 , 261 
三 角 剖 分 , 46, 52, 206 
三 角形 
重 线 三 角形 , 271 
重心 , 252 


等 边 三 角形 , 62, 79, 122, 123 


等 腰 三 角形 , 78, 87, 248 
内 角 和 , 247 

内 接 于 圆 , 251 

内 心 , 251 


全 等 三 角形 , 246-247 
443 条 件 , 247 
ASA 条 件 , 247 
5A5 条 件 , 247 
S595 条 件 , 247 
全 等 条 件 , 246 

外 角 的 大 小 , 247 

外 心 , 251 


引 


相似 三 角形 , 256-257, 267-269 


定义 , 256 

关键 点 , 267 

条 件 , 257 

与 平行 线 , 257 

与 直角 三 角形 , 257 
子 三 角形 , 261 


直角 三 角形 , 61, 78, 87, 116, 169， 
229, 230, 253, 255-257, 259, 
260, 263-265, 268, 284, 286 


与 相似 三 角形 , 257 

中 点 三 角形 , 253 
中 位 线 三 角形 , 70 

和 森林, 105, 106 

射线 , 246 

剩余 
二 次 剩余 , 230 
模 m 剩余 , 219 

十 进 制 表示 , 86 

十 七 边 形 , 123 

视网膜 , 16 

收敛 
和 的 收敛 , 155, 314 
数列 的 收敛 , 291-295 
一 致 收敛 , 314 

数 独 , 20 

数列 
单调 数列 , 292 
等 比 数列 , 151, 154 
等 差 数 列 , 67, 151, 219 
斐 波 那 契 数列 , 17, 49, 205 

递 推 关 系 , 205 
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定义 , 9 森林 , 105 
公式 , 131 树 , 105 
可 除 性 , 218 有 根 树 , 105 
在 帕斯卡 三 角 中 , 9, 22 有 向 图 , 108 
卡 塔 兰 数列 , 207 与 多 重 图 相对 , 103 
柯 西 条 件 , 291 推敲 , 155, 156, 167, 172, 217 
数列 的 收敛 , 291-295 椭圆 , 8, 68 
数列 与 连续 , 296 
数 轴 , 138, 240 外 角 , 246 
双 射 外 接 圆 , 251 
定义 , 139 半径 , 251, 260 
用 于 组 合 数学 , 186-194 存在 性 和 唯一 性 , 251 
思考 问题 , 14, 20, 35 构造 , 251 
斯 特 林 数 , 209-210 外 心 , 251 
素数 完全 数 , 242, 324 
李 生 素数 , 223 完整 的 理论 , 108, 230, 238 
需 分 解 , 213, 214, 218, 231 围棋 , 20 
无 穷 性 问题 
经 典 证 明 , 48, 212 解答 题 , 6 
欧 拉 的 证 明 , 318 竞赛 题 , 7 
重要 性 , 220 开放 题 , 9 
算法 , 35 趣味 题 , 6 
算术 平均 , 151 证 明 题 , 6 
缩放 仪 , 287 问题 解决 学 , 10 
ve 握手 问题 , 2, 71, 103 
， 无 法 区 分 的 对 象 , 180 
太极 ， 21 无 理 数 , 8, 48, 240, 299 
2 3 无 理 数 集 , 138, 140 
佛 形 , 260 证 明 无 理性 , 40, 48, 78, 163 
替代 法 ， 5, 316 无 穷 远 点 ， 283 
同 余 
乘法 逆 , 42, 220 弱 , 250, 270 
定义 和 性 质 , 42, 219 与 半径 , 250 
头脑 风暴 , 23, 35 线段 , 246 
贫 子 , 8, 132 线性 估计 , 303, 316 
凸 多 边 形 , 271 线性 组 合 , 214, 215, 235 
图 相似 , 281 
二 部 图 , 111 反 向 相似 , 281 
回路 的 存在 , 104, 106 相似 比 , 259 
连通 分 支 , 105, 111 正 向 相似 , 281 


连通 图 , 105 想象 力 , 4 


向 量 , 275-277 
点 积 , 277 
基 , 32 
看 作 运 动 , 275 
与 复数 , 113, 114, 119 
与 格 点 , 50 
心算 , 21 
新 思想 , 15, 16, 19, 21 


单调 化 , 77, 176 

定义 , 140 

对 称 , 63 

函数 序列 , 314 
循环 

对 称 , 66, 95, 148 

循环 和 , 66 

循环 置换 , 66, 237 


压缩 方法 , 151-153, 155, 172, 323 
严格 , 38, 317 


研究 , 4, 12, 16, 22, 23, 25, 37, 38, 41, 71, 
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演绎 论证 , 38, 39 
一 副 牌 , 96, 199 
一 一 映射 , 139 
意志 上 的 坚忍 性 , 13 
因数 
乘积 的 因数 , 224 
公 因 数 , 56 
因数 的 数量 , 27, 64, 185 
因数 和 , 224 
最 大 公 因 数 , 25, 72, 78, 214 
优雅 的 解 , 141, 148 
游戏 , 20, 37, 133-136 
捡 石子 游戏 , 135 
拼 字 游戏 , 20 
取 物 游戏 , 133, 135 
威 优 夫 取 物 游戏 , 135 
小 猫 和 小 狗 游戏 , 135 
与 对 称 , 134 
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与 斐 波 那 契 数列 , 136 
与 染色 , 134 

折纸 游戏 , 37 

纵横 字谜 游戏 , 20 


有 向 长 度 , 281 


余 项 
瑜伽 


多 项 式 的 余数 , 157 

余数 定理 , 158 

整数 的 余数 , 42, 79, 80, 88, 93, 215， 
217, 219 


与 泰勒 级 数 , 289, 316 
> 


原水 数 , 289 


弧 , 250 
内 接 四 边 形 , 62, 251, 264 
内 接 于 三 角形 , 251 
内 接 直角 , 251 
切线 , 250 

与 半径 , 250 

与 圆心 , 250 
推广 的 圆 , 283 
弦 , 250 
弱 与 半径 的 关系 , 250 
一 般 的 圆 , 249-251 
圆 究 , 245, 272 
圆周 角 , 250, 258 





约瑟夫 问题 , 36 


战略 


Math Horizons, 8 

Mathematics Magazine, 8 

The American Mathematical 
Monthly, 8 

The College Mathematics Journal, 8 

《数学 难题 》, 8, 150 

杂志 上 刊登 的 问题 , 8 

















产生 矛盾 , 41 
倒 推 法 , 4, 89, 248, 268 
定位 ; 5, 23 
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定义 , 3 折纸 , 37 
改变 视角 , 55 整除 性 规则 , 88 
化 抽象 为 具体 , 24 证 明 题 , 23 
化 难为 易 , 14 纸牌 , 96, 102, 199 
幻象 点 , 249, 260, 263, 270-271 保加利亚 纸牌 , 102 
机 会 主义 , 41 秩序 ， 从 混沌 中 创建 , 87 
几何 (多 方面 的 ) ,263 中 点 , 253 
角度 追踪 , 251, 263 中 国 , 7, 57, 75, 86, 101, 135, 223 
局 限 性 , 268 中 国 剩余 定理 , 223 
乐观 的 战略 , 14, 15 中 国 台湾 , 57, 101 
心理 战略 , 12-22 中 国 香港 ks 
2 中 位 数 , 22 
人 中 位 线 , 259 
有 相似 的 问题 吗 , 35 中 线 245 
周边 视觉 , 51 a 
ee 重量 法 , 272 


转化 , 51 
作 辅 助 线 , 248, 258, 263 
作 图 , 50, 60, 71, 240, 311 


重心 ， 作 为 质量 中 心 , 276 
周边 视觉 , 16, 17, 20, 21, 51, 55, 59 
专心 , 13 
专注 能 力 , 20 
心算 , 21 
转化 问题 , 51, 109, 185 


战术 
不 变量 , 87-99 
单调 变量 , 95-99 





单调 化 , 70 

定义 , 3 自信 , 13, 14, 25, 244 

对 称 , 59-69 组 合 , 181 

复数 , 112-124 组 合 和 排列 , 179-182 

馈 笼 原理 , 79-87 组 合 论证 , 182 

奇偶 性 , 89-93 组 合 战略 和 战术 

极端 原理 , 69-79 编码 , 187, 189, 193, 207 
交叉 战术 , 103-133 分 划 , 186, 189, 196 

模 m 过 滤 , 219, 230 计算 对 立 部 分 , 190, 196, 200, 225 
模 算 术 , 93 容 斥 原理 , 196-203 

生成 函数 , 124-131 最 大 公 因 数 , 25, 72, 78, 214 
图 论 , 103-112 最 小 公 倍数 , 72, 74, 79, 214, 218 
因 式 分 解 , 142-143 最 优化 , 108, 171, 318 


犹如 音乐 一 样 美妙 ， 宛 若 油 画 一 般 
多 彩 ， 胜 似 电影 一 样 生 动 ， 拿 在 手中 ， 
如 获 至 宝 ， 每 一 页 都 充满 思想 ， 富 有 前 
瞻 性 ， 分 析 详 细 而 解答 优雅 。 真 希望 高 


中 时 就 出 版 了 这 本 特别 的 书 ， 如 果 那 样 
的 话 ， 它 肯定 会 改变 我 的 一 生 。 
亚马逊 读者 评论 
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关注 @ 图 灵 新 知 每 日 分 享 科普 好 书 


CQ 
更 多 好 书 
《一 个 数学 家 的 辩 白 》 
《你 不 可 不 知 的 50 个 数学 知识 》 

《 极 简 算法 史 : 从 数学 到 机 器 的 故事 》 
《计算 进化 史 : 改变 数学 的 命运 》 
《数学 女孩 》 系 列 
《数学 万 花 简 》 系 列 
《不 可 思议 的 数 》 








本 书 作 者 中 学 时 代 即 亲身 参加 过 国际 奥林匹克 数学 竞赛 ， 后 来 又 长 
期 负责 培训 数学 竞技 选手 ， 具 有 丰富 的 解 题 经 验 。 在 书 中 ， 他 总 结 了 典 
型 的 解 题 方 法 ， 提 供 了 系统 而 独到 的 观点 。 众 多 例题 和 习题 选 自 各 国 数 
学 竞赛 真题 ， 极 具 实 战 性 。 


本 书 将 数学 的 统一 性 贯穿 始终 ， 将 理论 方法 与 经 典 例题 相 结 合 ， 以 
战略 、 战 术 及 工具 为 主线 ， 把 解 题 提高 到 了 艺术 高 度 。 前 4 章 总 论 解 题 
的 策略 和 战术 ， 接 着 3 章 是 代数 、 组 合 数学 、 数 论 ， 第 8 章 讲述 基础 几何 ， 
最 后 一 章 是 微 积分 。 

本 书 既 可 作为 高 中 数学 奥林匹克 竞赛 的 培训 教材 ， 亦 可 作为 数学 解 
题 者 的 参考 书 。 一 册 在 手 ， 尽 享 解 题 之 美 。 
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看 完了 


如 果 您 对 本 书 内 容 有 疑问 ， 可 访问 图 灵 社 区 www.ituring.com.cn ， 联 系 负责 编辑 
或 作 译 者 ， 参 与 本 书 讨论 。 





如 果 是 有 关 电 子 书 的 建议 或 问题 ， 请 联系 专用 客服 邮箱 : 
ebook@turingbook.com。 


在 这 可 以 找到 我 们 : 


微 博 @ 图 灵 教 育 : 好 书 、 活 动 每 日 播报 
微 博 @ 图 灵 新 知 : 图 灵 教 育 的 科普 小 组 
微 信 图 灵 教 育 : turingbooks 


